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1.1 Définitions et résultats généraux

Définition 1.1.1 Une équation de la forme

Xtk + P1(0)Xpgk—1 + ...+ pr(n)x, = g(n) (1.1)

avec, po(n) = 1,p1(n), p2(n),...,g(n) sont des fonctions définies sur N, , s’appelle équation
aux différences linéaire d’ordre k dés que py(n) # 0.

p ) En générale on associe k conditions initiales avec I’équation (1.1)

Xng = C15Xng+1 = €25 - - - s Xng+k—1 = Ck; (]2)

avec ¢j, i = 1,...,k sont des constantes réelles ou complexes.

R Onales notations suivants

o N=1{1,2,3,...}.
° N():{O}UN.
o Ny, = {n>no,n entier}.

Dr. Y Halim
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1.1 Définitions et résultats généraux 7

Définition 1.1.2 L’équation aux différences (1.1) avec g(n) = 0, Vn > ny est dite équation aux
différences linéaire homogene ct elle s’écrit comme suit

Xntk + P1(0)Xnqk—1 + ...+ pr(n)x, = 0. (1.3)

I Définition 1.1.3 Une suite {x,},>y, est dite solution de 1’équation (1.1) avec les conditions
initiales (1.2) si elle satisfait la relation (1.1).

Théoreme 1.1.1 L’équation (1.1) avec les conditions initiales (1.2) admet une et une seul
solution.

Dr. Y Halim



8 Chapter 1. Equations aux différences linéaires

Théoréme 1.1.2 L’ensemmble S des solutions de 1’équation aux différences (1.3) est un espace
vectoriel sur K de dimension k.

Dr. Y Halim
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10 Chapter 1. Equations aux différences linéaires

Définition 1.1.4 Le Casoratien W (n) des solutions (x)),>ny, (X2)n=ngs - - - » (X )=, de 1’équation
aux différences (1.3) est donné par

X, X X5
1 2 k
X X .ooX
n+1 n+1 n+1
W (n) = det i i ) }
1 2 k
Yntk—1 *ntk—1 0 Xnvk—1

Définition 1.1.5 Les fonctions fi(n), fa(n),..., fir(n) sont linéaires dépendants pour n > ng si
existe des constants ap,as, . ..,a; non nuls tels que

arfi(n) +axfo(n)+... +afi(n) =0, n=>no.

On dit que la famille des fonctions {f;(n)}%_,, sont linéairement indépendantes si pour tout

n€ Ny

k
Zoc,-f,-(n):0:>06,'=07i=1,2,-~-ak7 (X[GR-
i=1

Lemme 1.1.3 (Lemme d’Abel) Soient (x})n=ns (X2 )nsngs - - - » (X5 )n=n, sont des solutions de I’équation
homogene (1.3), et soit W (n) leur Casoratien alors, pour tout n > ny

W (n) = (=)o) < ﬁpk(i) )W(no)- (1.4)

i=ng

Proof.
|

Dr. Y Halim



1.1 Définitions et résultats généraux 11

Corollaire 1.1.4
Supposons que py(n) # 0,Vn > ng. Alors le Casoratien W (n) # 0 pour chaque n > ny si et
seulement si W (ng) # 0.

Proof. 11 découle directement de la formule (1.4). |

Proposition 1.1.5
Soit B = {(x})nznys (X2)nzngs - - - (% )uzn, } une ensemble des solutions de 1’équation aux dif-

férences (1.3), alors B est libre si et seulment si W (n) # 0,Vn > no.

Proof. |
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12 Chapter 1. Equations aux différences linéaires

Définition 1.1.6
Un ensemble de & solutions libres de 1I’équation aux différences (1.3) dit ensemble fondamentale
des solutions.

= Example 1.1

Le théoréme suvant montre que 1’équation aux différences linéaire homogene (1.3) admet

Dr. Y Halim



1.1 Définitions et résultats généraux 13

toujours un ensemble fondamentale des solutions ( ¢’est-a-dire une base des solutions).

Théoreme 1.1.6 (Théoréme fondamental)
Si pr(n) # 0,Vn > np, 1’équation aux différences linéaire homogene (1.3) admet un ensemble
fondamentale de solutions.

Proof. |

Proposition 1.1.7 Six! x2,...,x* sont des solutions de 1’équation (1.3). Alors
Xp = alx,ll—l—azx%—i— . ..—}—akxﬁ
est aussi est un solution de 1’équation (1.3), avec a; sont des constants arbitraires.

Proof. |
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14 Chapter 1. Equations aux différences linéaires

Corollaire 1.1.8 Soit {(x})n>ny: (X2)n>ngs - - - » (X% )uzn, } un ensemble fondamentale de solu-
tions de I’équation (1.3). Alors la solution génélale de (1.3) est donné par

k .
Xy = Zaixi,
i=1

avec a; sont des constants arbitraires.

Lemme 1.1.9 Soient (x,)n>ny, (Vi )n>n, deux solutions de I’équation (1.1), alors (z,)n>n, = (Xn —
Yn)n>n, €st une solution de I’équation (1.3).

Proof. |

Théoréme 1.1.10 Soient { (x})n=ne> (X2)nzng; - - -» (4)=n, } un ensemble fondamental de solu-
tions de I’équation (1.3) et (x} )n>n, une solution particuliere de 1’équation (1.1), alors toute
solutions générale de 1’équation (1.1) prend la forme

k
T = Zaix;—i—x,’;, n > no.
i-1

Proof.

Dr. Y Halim
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1.2 Les équations aux différences linéaires & coefficients constants 15

Les équations aux différences linéaires & coefficients constants

Dans toute la suite, on s’intéresse aux équations aux différences a coefficients constants homogenes,
c’est-a-dire

Xntk + P1Xntk—1 + P2Xpik—2 + -+ prx, = 0. (1.5)

Les p; sont des constantes réels ou complexes.

Résolution de I’équation homogéne

Notre but et trouver un ensemble fondamentale de solutions et, par conséquent la solution générale
de I’équation (1.5).

Théoreme 1.2.1 L’équation (1.5) a des solutions de la forme
x(n) = A"
avec A € Cret vérifie
k .
P(A)=Y piAt=o. (1.6)
i=0
Proof. |

Définition 1.2.1 Le polyndéme
k
P(A)=Y pid*
i=0
s’appelle le polyndome caractéristique associé a I’équation (1.5).

= Example 1.2 .
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16 Chapter 1. Equations aux différences linéaires

Théoréme 1.2.2
Silesracines A, 22, ..., A4 du polyndme caractéristique P(A) sont distinctes, alors {l”, Al AL
est un ensemble fondamental des solutions pour I’équation (1.5) .

Proof. |

Dr. Y Halim



1.2 Les équations aux différences linéaires & coefficients constants 17

R

1 1 1

M A Ak

o =
o ;Lk. 1 . P> ji =1,k

AT Ay t

est appelé le déterminant de Vandermonde generalise.

Corollaire 1.2.3 Du théoréme précédent, il résulte que toute solution de 1’équation (1.5) s’écrit
comme combinaison linéaire de A*,i =1,...,k, i.e,

k
x(n) = Zc,-ll-”,ci eR
i=1
avec Ay, ..., A sont des racines distinctes du polyndme caractéristique P(1).
Théoreme 1.2.4 Supposons que A1,42,...,A,, r < k sont les racines du polyndme caractéris-

tique associé a I’équation (1.5) avec les multiplicitée my,my, ..., m, respectivement ( Y./, m; = k).
alors

{()’In)n>noa ("lfl)nznm ) (”ml_llln)nznoa (XQn)nZnoa (n)Qn)nZnoa sy (”mz_l)“zn)nzno’ e

(A';l)nznoa (nlrn)nzﬂov 000y (nmrilkrn)”zno’ }

est un ensemmble fondamental pour 1’équation (1.5).

Corollaire 1.2.5 La solution générale de I’équation (1.5)s’écrit :

s mi—1

yin) =Y Y ci Al j €R

i=1 j=0

N

ou

e Le parametre s < k désigne le nombre de racines distinctes de 1’équation caractéristique (1.6).
e Le parametre A; désigne une racine de 1’équation caractéristique (1.6).

e Le parametre m; désigne la multiplicité de la racine A;.

e Les coefficients ¢; ; sont des constantes qui sont déterminées a partir des conditions initiales.

= Example 1.3 (Racines réelles simples)
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18 Chapter 1. Equations aux différences linéaires

» Example 1.4 (Racines réelles multiples)

= Example 1.5 (Racines complexes conjuguées)

Dr. Y Halim



1.2 Les équations aux différences linéaires & coefficients constants 19

» Example 1.6 (Suite de Fibonacci)

En 1202, Fibonacci s’intéresse au probleme de croissance d’une population de lapins dans des
circonstances idéales. Le probléme est le suivant:
e On commence avec un nouveau né couple de lapins,
e Un lapin 4gé d’un mois est capable de se reproduire,
e Un couple de lapins (en age de se reproduire) donne naissance a un autre couple de lapins tous

les mois,

e Les lapins ne meurent pas.
Fibonacci se posa la question suivante : combien y aura-t-il de couples de lapins apres une
année ? La figure (1.1) illustre 1’évolution du nombre de couples de lapins au fur et 2 mesure des
mois.

On remarque que la suite formée par les nombres de couples aprés chaque mois est la suivante :

1,1,2,3,5,8,13,21,34, - -

Cette suite de nombres est appelée suite de Fibonacci.

Définition 1.2.2 La suite de Fibonacci est la suite {Fn}nzo telle que Fy =0, F) = 1 et
Fn+2:Fn+1+F;ﬁ (1.7)

pour tout n > 0.
- Les termes de cette suite sont appelés nombres de Fibonacci.

Dr. Y Halim
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o 1

w m 2

| N
L) “y L) 3
; ]

N | K
LU (¢ ) !T!“!US

| AN AN \
Yy = ¥ ~ Y /Y = QY -
Figure 1.1:

p) La suite de Fibonacci est une équation aux différences lin€aire a coefficients constantes
homogene d’ordre 2.

Soit la suite de Fibonacci

Foo—F1—F,=0,avec Fp=0et F]1 = 1. (1.8)

Définition 1.2.3 La formule (??) est dite La formule de Binet.
Autrement dit:

an__ﬁn

o«—p

Fy= ,neEN, (1.9)

avec

Dr. Y Halim
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I a -

1.2.2 Résolution de I’équation non homogéne

Soit I’équation aux différences linéares non homogene a coefficients constants

s’appelle le nombre d’or.

Xpik + P1Xnik—1 + P2Xnyk—2 + -+ prxn = g(n). (1.10)

Le principe de résolution consiste a éliminer d’abord la fonction g(n), et ensuite résoudre
I’équation homogene. Une technique permettant d’éliminer plusieurs types de fonctions g(n), est
I’utilisation de I’opérateur d’avancement E.

Opérateur d’avancement
Définition 1.2.4 Etant donnée une suite de nombres entiers (1), I’opérateur d’avancement E
est défini comme suit

f(n) = ¢ (une constante) = E(f(n)) =c,
f(n) # constante = E(f(n)) = f(n+1).

= Example 1.7 n

p) Iestfacile de vérifier que :

1. L’addition et la multiplication d’opérateurs sont commutatives
(E1+E>)f(n) = (E\ +E2)f(n),

(E1 X Ey) f(n) = (Ey x Ez)f(n)
2. L’addition et la multiplication d’opérateurs sont associatives
(Er+E)+E3)f(n) = (Ei+(Ex+E3))f(n),

(E\ X E2E3))f(n) = (E1(E2 X E3))f(n).

= Example 1.8 L]
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= Example 1.9 u
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Le tableau ci-dessous résume 1’expression a employer pour éliminer quelques fonctions g(n)
dans les équations non homogeénes. Dans le tableau qui suit, P;(n) et o« représentent un polyndme
en n de degré k et une valeur entiere respectivement.

Fonction g(n) Eliminateur correspondant
g(n) = constante | (E—1)

g(n) = pi(n) (E— 1)t

gn) =o" (E-a)

g(n) =a"pi(n) | (E—o)**!

1.2.3 Anadlyse de la stabilité des solutions
Définition 1.2.5 On dit que’une solution (X, ),>n, de I’équation (1.5) est stable, si pour toute
autre solution (x,),>n, de 1a méme équation

ep =Xp—Xp, N =>nNg
est borné.

Définition 1.2.6 On dit qu’une solution (X,),>n, de I’équation (1.5) est asymptotiquement
stable, si (X,),>, est stable et pour toute autre solution (x,),>p, de la méme équation

lim ¢, = lim x,—Xx, =0.
n—y—+oo n—+-oo

| Définition 1.2.7 Une solution (X,,),>n, de I’équation (1.5) est dite instable si elle est non stable.

Théoréeme 1.2.6

Dr. Y Halim



24 Chapter 1. Equations aux différences linéaires

Une solution (¥,)n>n,, de I’équation (1.5) est asymptotiquement stable si et seule- ment si les
racines du npolunéme caractéristique sont a I’intérieur du dusc unité, c’est-a-dir

(Xn)n>n, est asymptotiquement stable < || < 1,i=1,...,s.

Proof. |

Théoreme 1.2.7 Une solution (X,),>,, de I’équation (1.5) est stable si et seulement si les
modules des racines du polyndme caractéristique sont inférieures ou égales a 1 avec ceux du
module 1 sont des racines simples.

Proof. |
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s Example 1.10
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2.1 Définitions de Stabilité

Soit I un intervalle de R et soit f : I¥*! — I est une fonction continue.

Définition 2.1.1 Une équation aux différences d’ordre (k+1).
Xn+1 :f(xnaxn—ly"'axn—k)v nzovla"'a (21)

avec les valeurs initiales. xg,x_1,---,x_; € I, est dite non linéaire s’il n’est pas de la forme

(1.1).

= Example 2.1
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28 Chapter 2. Equations aux différences non linéaires

Définition 2.1.2 Un point x € [ est dit point d’équilibre pour I’équation (2.1) si

),

=1

X

f(xrff"?

autrement dit
Vn > —k.

=

3
Il

Ral

= Example 2.2 n

Définition 2.1.3 Une solution {x(n)} '~ , de I’équation (2.1) est dite éventuelleement péri-
odique de période p € Ny si
AN > —k;  Xpqp =X

Si N = —k, on dit que la solution est périodique de période p .

= Example 2.3

Dr. Y Halim
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Définition 2.1.4 Un intervalle J C I est dit intervalle invariant pour I’équation (2.1) si

X_fyX—ft1, X0 €S =>x,€J, n>0.

2.1.1 Stabilité des équations aux différences non linéaires
Définition 2.1.5 Soit X un point d’équilibre de 1’équation (2.1).
1. X est dit localement stable si
Ve > 0,30 > 0,Vx_g, -+, X0 EI:|x_k—f| “+---+ |X()—)?|< o)
alors
| x, — X |< €,Yn> —k.

2. X est dit localement asymptotiquement stable si
e est localement stable,
o1y >0,Vx_g, -, xp €1 Z‘ X_p—X ’ +-- |X()—f ‘< v alors

lim x, = X.
n—soo
3. X est dit globalement attractif si
VX_gy- - X0 €1, lim x, = X.
n—eo

4. x est dit globalement asymptotiquement stable si
e est localement stable,
oX est globalement attractif.
5. Le point X est dit instable s’il est non localement stable.

Dr. Y Halim



30 Chapter 2. Equations aux différences non linéaires

Définition 2.1.6 On appelle équation aux différences linéaire associée a 1’équation (2.1)
I’équation

Ynt1 = PoYn + P1Yn—1+ "+ PkVn—k (2.2)
avece 8
la_lf;(iaia '732)71.:05 >k
et
f It —1
(ury..oug) — fur,... uy)
et

p(A) = A1 —poA* — - — .

son polyndme caractéristique associé .

s Example 2.4
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Stabilité par linéarisation

Théoréme 2.1.1
1. Si toutes les racines du polyndme caractéristique de 1’équation aux différences linéaire
associée sont dans le disque unité ouvert |A| < 1, alors le point d’équilibre X de I’équation
(2.1) est asymptotiquement stable.
2. Si au moins une racine du polynéme caractéristique de I’équation aux différences linéaire
associée a un module supérieur a un, alors le point d’équilibre X de I’équation (2.1) est
instable.

Proof. |
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32 Chapter 2. Equations aux différences non linéaires

Théoreme 2.1.2 — Théoréme de Clark . Une condition suffisante pour la stabilité locale
asymptotique de I’équation (2.1) et

|po|+|p1|+-+|p|<].

Pour montrer cette théoreme, on utilisant le Théoréeme de Rouché.

Théoreme 2.1.3 — Théoréme de Rouché. Soient f(z), g(z) deux fonctions holomorphes
dans un ouvert Q du plan complexe C, et soit K un compact contenu dans Q. Si on a

8@ < ()], ¥z € 9K,

alors le nombre de zéros de f(z) + g(z) dans K est égal au nombre de zéros de f(z) dans K.

Proof. (Théoreme de Clark )
|
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= Example 2.5 L]
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Théorémes de convergences

On donne maintenant quelque théorémes de convergence pour les équations aux différences d’ordre
2.

Théoreme 2.2.1 Considérons I’équation aux différences définie par
Xnt1 = &(Xnyxn—1), n=0,1,... (2.3)

avec
g:la,b] x[a,b] — [a,b] ,a,b € R.

Supposons que g est une fonction continue telle que
1) g(x,y) est croissante par rapport a x € [a, b] pour chaque y € [a,b] et g(x,y) et décroissante
par rapport & y € [a, b] pour chaque x € [a, b],

Dr. Y Halim
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2) Si (m,M) est une solution du systeme

m=g(m,M)
M =g(M,m)

donc m =M.
Alors I’équation (2.3) admet un seul point d’équilibre X et toute solution de 1’équation (2.3)
converge Vers X .

Proof. |

Théoréeme 2.2.2 Considérons 1’équation aux différences définie par
Xnt1 = 8&(Xn,Xn—1), n=0,1,... 2.4)

avec
g:la,b] x[a,b] — [a,b] ,a,b € R.

Supposons que g est une fonction continue telle que

1) g(x,y) est décroissante par rapport a x € [a,b| pour chaque y € [a,b] et g(x,y) et croissante
par rapport & y € [a, b] pour chaque x € [a, D],

2) Si (m,M) est une solution du systeme

m=g(M,m)
M = g(m,M)

donc m =M.

Alors I’équation (2.4) admet un seul point d’équilibre X et toute solution de 1’équation (2.4)
converge Vers X .

= Example 2.6 L]
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3.1

Définitions de Stabilité

Soient f; des fonctions continiiment différentiables

gkl kel k+1 :
Jit i x LT <oy —

Vi AR A N SRRy (LSRN L —

ou /, J sont des intervalles réels. Considérons le systéme d’équations aux différences

Xnt1 = f(xmxn—h"'7xnfk7yn7yn—la"'7ynfk)
Vn+1 = g(xn7xn—la"'7xn—k7ynayn—17"'ayn—k)

ot n,k € Ny, (x—kax—k-i-l"" ,)C()) € et (y—kay—k-i-b' "7y0> c JEL

Définissons la fonction
H . [k ghtl JRHL g gkt

par
HW) = (foW), i(W),.... (W), g0(W),81(W),...,8(W))
avec
W = (ug,ut1, ... ug,vo,v1,...,vi)!,
foW)=f(W), AW) =uo,.... i(W) = w1,
go(W)=g(W),g1(W) =vo,....8c(W) = vi_1.
Posons,

T
n— [-xna-xn—la s Xn—ksYno Yn—1,- - - 7yn7k] -

Ainsi, le systeéme (3.1) est équivalent au systeme

Wy =H(W,), n=0,1,...,

3.1

(3.2)

Dr. Y Halim



38

Chapter 3. Systemes d’équations aux différences non linéaires

c’est a dire

Xn+1
Xn

Xn—k+1
Yn+1
Yn

Yn—k+1

= Example 3.1

Définition 3.1

= f(xnaxn—lr--7-xn7k7yn7yn—17"'7yn7k)
= xl’l

= Xn—k+1
= g(-xn;xn—lw--axnfkvymyn—l---77yn7k)
= Yn

= Yn—k+1

1. Un point (x;¥) est dit point d’équilibre pour le systeme (3.1) si

X= f(xaxa '-"xvyvyv"'vy)»
y = 8(7777---79_5557~--J)-

2. Unpoint W = (X,X,...,%,7,¥,...,y) € "1 x J&*1 est point d’équilibre du systeme (3.2) si

= Example 3.2

W = H(W).
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Définition 3.1.2 Une solution {(x,,y,)},~ , du systeme (3.1) est dite éventuelleement péri-
odique de période p € Ny si

aN > —k; Xntp =Xns  Ynt+p = Yn-
Si N = —k, on dit que la solution est périodique de période p .

s Example 3.3

3.1.1 Stabilité des systémes d’équations aux différences non linéaires
Définition 3.1.3 Soient W un point d’équilibre du systéme (3.2) et || . || une norme, par exemple
la norme euclidienne.
1. Le point d’équilibre W est dit stable (ou localement stable) si pour chaque € > 0, il existe
& > 0 tel que || Wy — W || < & implique || W, — W ||< € pour n > 0.
2. Le point d’équilibre W est dit asymptotiquement stable (ou localement asymptotiquement
stable) s’il est stable et §’il existe ¥ > 0 tel que || Wo — W ||< v implique

| W =W || = 0,n — +oo.

3. Le point d’équilibre W est dit globalement attractif (respectivement globalement attractif
de bassin d’attraction I’ensemble G C I*! x J¥*1) si pour chaque W (respectivement
pour chaque Wy € G)

| Wy =W || = 0, n — +oo.

4. Le point d’équilibre W est dit globalement asymptotiquement stable (respectivement
globalement asymptotiquement stable par rapport a G) si est localement stable, et si pour
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chaque Wy (respectivement pour chaque Wy € G),
| Wy =W || =0, n — +oo.

5. Le point d’équilibre W est dit instable s’il n’est pas localement stable.

Tl est claire que (X,¥) € I x J est un point d’équilibre du systtme (3.1) si et seulement si
W= (%%,....,55,5....,y) € Il x J¥1 est un point d’équilibre du systeme (3.2).

Définition 3.1.4 On appelle systeme linéaire associée au systeme (3.2) autour du point d’équilibre

W: (x7x' 725.77?,"' ay)

le systteme
VV,H-] :AW}’H n= 07 17

ol A est la matrice Jacobienne de la fonction H au point d’équilibre W, donnée par

- f gy Qo (T AU (i O vy Qo (T Ao (W7 7
g—{;g@ 3—5@ 3—52@ 3—{3@ g—i‘?@ 3—5‘;@
Ge(W) W) ... GHWw) W) Fhw) ... FE(W)
3 vy i (7 A vy b (o Ok (T e (7
A a—f(’;@ 3—;%@ g—fi(y) a{;(@ %T’ff(@ 3—{';<V_V)
) GaW) . G FW) FW) . W)
GLW) W) .. W) W) EW) .. W)
.a—'a—"a—:a—:a— 8—

| (W) GEW) ... SE(W) FEW) FEW) W) |

m Example 3.4 Trouvez le systeme linéaire associé au systeme (??), autour du paint d’équilibre

o —14+V5 —1+V5
potitive (%[, T‘[>
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Stabilité par linéarisation

Théoréme 3.1.1
1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne A sont dans le disque unité ouvert
|A| < 1, alors le point d’équilibre W du systeme (3.2) est localement asymptotiquement
stable.
2. Si au moins une valeur propre de la matrice Jacobienne A a un module supérieur a un,
alors le point d’équilibre W du systéme (3.2) est instable.

= Example 3.5 .
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