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1. Introduction

* Les files d’attentes sont des systemes ou des clients se présentent a un dispositif de service,
appelé serveur.

File d'attente Serveur(s) o °
| oW £
Arrivée \I/ ‘u( e o [ oo\_o/ ® ®
des clients Départ des clients x‘ x x [E"' ' x
Population | ———> O S
® )
) R

* Un client occupe le serveur pendant un certain temps, les autres clients doivent attendre
avant d’étre servis, formant ainsi une file d’attente.



1. Introduction

* Exemples de files d’attentes et des objectifs de modélisations
| Clients | Serveur) | Objectif

oL TS BV AT Appels téléphoniques Agents / Opérateurs Réduire le temps d’attente moyen et
clients entrants optimiser le nombre d’opérateurs
Paquets de données Routeurs, serveurs Minimiser la latence et éviter la congestion
Internet du réseau
Appels téléphoniques = Commutateurs / Canaux radio Minimiser le temps d'attente et le blocage
Clients physiques Guichets ou conseillers bancaires Diminuer le temps d’attente des clients et
améliorer le service
Clients en file Caissiers ou bornes automatiques Réduire la longueur et la durée d’attente en
caisse
Passagers, véhicules Comptoirs d’enregistrement, guichets Fluidifier le trafic et réduire les files d’attente
péages,)
Patients Médecins, infirmiers, salles de soins  Optimiser I'affectation du personnel et
urgences réduire le temps d’attente des patients
Produits ou pieces a Machines de production Maximiser le débit et minimiser les temps
industrielle traiter d’arrét
Requétes utilisateurs Serveurs virtuels Equilibrer la charge et minimiser le temps de
serveurs web réponse
Passagers Véhicules (bus, trains) Ajuster la fréquence pour réduire I'attente
métro) moyenne
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1. Introduction

* La théorie des files d'attente (Queueing theory) consiste en la modélisation et |'étude des
files d'attente

* Un modele de file d'attente est construit de sorte a donner des réponses a des questions
sur des caractéristiques des file d’attente telles que :
* Lalongueur moyenne de la file d'attente,
* Le temps d'attente d’un client,
* Le taux d’utilisation du serveur,

* Les modeles de files d'attente fournissent des outils pour évaluer les performances des
systemes de files d'attente, et la prise de décisions concernant les ressources nécessaires
pour fournir un service.



2. Modélisation des files d'attente PRB\leir]ile]gKe =N Cale[2]

* La notation de Kendall est le systeme standard utilisé pour décrire les modeles de file
d'attente:

A/B/C/K/D

* A: Laloid’arrivée des clients. Il peut étre:

* M (memoryless): Processus de Poisson (ou processus d'arrivée aléatoire) (c'est-a-dire, temps
exponentiels entre les arrivées).

* G (général) si le processus d’arrivé est général.
e D (déterministe) si le processus d’arrivé et déterministe et déterministe constante.
 etc.

 B:Laloide la durée de service. Il peur étre: M,G, D, etc.
* C:Nombre de serveurs travaillant en parallele (1 ou plus)

* K : Capacite du systeme, c.a.d, le nombre maximum de places (clients) autorisés dans le systeme
(file + serveurs). Lorsque le nombre est a ce maximum, d'autres arrivées sont refusées. Par défaut,
la capacité est supposée illimitée.

* D : discipline de service. Par défaut FIFO/FCFP (First In First Out/First Come First Served). Mais
aussi: SIRO: Service In Random Order, PQ: Priority Queuing, etc.




2. Modélisation des files d’attente PR [eJo ==X\ VAYA!

* Le modele M/M/1 est I'équivalent de M/M /1 /o0 /FIFO:

. ’ . . . N 1
* Le processus des arrivées suit une loi de poisson de parametre A. (Z est le temps
moyen pour qu’une nouvelle arrivée se produise)

/7 ] ] . ] \ 1 V4
* La durée de service suit une loi exponentielle de parametre L. (;_1 est la durée
moyenne de service)
* La capacité de la file est illimitée,

 Un seul serveur.

—| e




2. Modélisation des files d’attente PR [ole IR\ AV /!

* Une file d'attente M/M/1 est un processus de naissance-mort a espace d’états £ =
{0,1,2,3, ...}, ou les valeur correspondent aux nombre de clients dans le systeme,

* Le processus naissance-mort modélisant un systeme M/M/1 peut étre représenté par le
graphe de transition suivant, donc:

A A A A A A A A
~ A
o T T T 1 1 T T
Donc:
A =4, i =023,..
w; = U, 1 =1,2,3, ...
= A \
pooo—(p+A) A
Q = Iz —(p+A) A
* La matrice de taux de transition : I —(+A) A




2. Modélisation des files d’attente PR [ole IR\ AV /!

Arrivée avant un départ et départ avant une arrivée

* Temps pour qu’une nouvelle arrivée se produise :
A~Exp(A)

* Temps pour qu’une nouvelle départ se produise :

D~Exp(n)

* Probabilité gu’une arrivée se produise avant un départ :
A

P(A<D):m

* Probabilité qu” un départ se produise avant une arrivée :

P(D<A)=F“u



2. Modélisation des files d’attente PR [oJe IR\ AV IA!

Les probabilités stationnaires:
* Un processus M/M/1 est un processus de naissance-mort, donc:

La processus de Markov est ergodiquesi: A < p Probability Distribution P{N=n) for rho=0.8
0.200 -
oo n/l‘l o An_l 0.175 A
P(N=O)=Po=<1+zl_[—> :<1+Z(_>> 0.150 -
L Ly u _
n=1 i=1 n=1 I|T
N: Le nombre de clients au temps t dans le systeme = 01251
Z 0100 -
%
Par application de la somme géométrique: X5, ar™ = ﬁ (ssir < 1). = 0.075 7
A = 0.050 -
— < 1, donc:
# 0.025
Pp=1-2
0 " 0.000 -
A A n ! I ! I ! I
PIN=n)=PB, =P, [[L,==P (%), =0,1,23,... 0 20 40 50 80 100
( n) n 0 Hl_l U 0 (It) potrn Number of Customers (N)
A , . y eele s . ). o :
p = ;est appele le coefficient d’utilisation du systeme ou l'intensité du trafic. PIN=0)=Py=1—-p

P(N=n)=P,=(1-p)p"




2. Modélisation des files d’attente ARl (R IV IA!
Caractéristiques du systeme M/M/1

. IVQ: Le nombre moyen de clients dans la file d’attente
* N¢: Le nombre moyen de clients en train d’&tre servis.

* N = E(N) = Ny + Ns: Le nombre moyen de clients dans le systéme (attente
+ service)

. TQ: Le temps moyen d’attente dans la file.
e Ts : Le temps moyen de service.

e T = TQ + Ts: temps moyen qu’un client passe dans le systéme (attente +
service). (temps moyen de séjour d’un client dans le systeme)
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2. Modélisation des files d’attente ALYl [ERY VALY IA!
Caractéristiques du systeme M/M/1

N: Le nombre moyen de clients dans le systéme (attente + service)
N=EN)=Y2,ixP(N=1i)=YX2,iP

_ \"'®  irq4 I — . © i _ . pP____P
=221l -p)pt = A -p) Xt ip' = A= P2 = 0y

= : . A .= 2
* Ng: Le nombre moyen de clients en train d’étre servis: Ng = L= p=1—-P,

. NQ: Le nombre moyen de clients dans la file d’attente :
Soit Ny la variable aléatoire qui donne le nombre de clients se trouvant dans la file d’attente

NQ=E(NQ)=Z(i—1)Pi=ZiPi—ZPi=N—(1—P0)=N—p=N—NS
i=1 =1 =1

2

e P Ny =P
“a-p PTa-p 1-p)
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2. Modélisation des files d’attente PR lelo [ R\ VA VA]
Caractéristiques du systeme M/M/1
* T : Temps moyen de séjour dans le systéme (attente + service)

Loi de Little: _ ~
N = AT
Donc: g N1
VTR
Ts: Le temps moyen de service: i T, =i
TQ: Le temps moyen d’attente dans la file:
Fo_m 1 1 A s A
TR TN TR IR
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2. Modélisation des files d’attente ALYl [ERY VALY IA!
Caractéristiques du systeme M/M/1

M/M/1
Condition de stationnarité p=—<1
vl
P,: Probabilité que le systeme est vide (Aucun client dans le systeme) Po=1—-p
P,,: Probabilité d'attente (la probabilité qu'un client doive faire la queue (au p -
lieu d'étre immédiatement servi) w=P
_ _ A _ _
N: Nombre moyen de clients dans le systeme N = L. =Ng+ Ng
1-p upu—4
. p2 AZ
N p: Nombre moyen de clients dans la file d’attente NQ = = =N-N;
1-p pp—-4)

N¢: Nombre moyen de clients en service (au guichet) Ng=p=1—-Py=N—-N,
T: Temps moyen qu’un client passe dans le systéme (attente + service). (temps | — N p 1

.. ) . . T=—= =
moyen de séjour d’un client dans le systeme) A A1-p) pu—242
_ ] _ p A _
T o: Temps moyen d'attente dans la file To = = =T-T

Q T ud-p p@E-2 >

_ _ 1
T ¢: Temps moyen de service T¢ = E 13




2. Modélisation des files d’attente ARl (R IV IA!
Caractéristiques du systeme M/M/1

Average Number of Customers vs Traffic Intensity

=
=

=

=

&

Pl
=
i

Average Number of Customers (M bar)

2
i

I I
0.0 02 04 0.6 0.8 10
Traffic Intensity (rho)
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2. Modélisation des files d’attente ARl (R IV IA!
Caractéristiques du systeme M/M/1

Exemple

On consideére une file d’attente M/M/1 de taux A = 3/2 et u = 2. Calculer :

1. Le nombre moyen de clients dans le systéme, N. 4. Le temps moyen de séjour d’un client dans le systéme, T.
2. Le nombre moyen de clients en service, Ng. 5. Le temps moyen d’attente d’un client dans la file, TQ.
3. Le nombre moyen de clients dans la file d’attente, N,. 6. Le temps moyen de service d’un client, T.
Solution:
G, A3
STPTUT: - N 3 )
3 A 32
_ p )
N = = 3
(1-p) (1 _ E)
T 1 1
Ng=N-Ng=3—>=2 B
¢ ST 474
3\2 To=—t =T —Tg=>
3 = = —1¢=—
2 3 ETOE) 2

15



2. Modélisation des files d’attente PRI [oJe YIS
Caractéristiques du systeme M/M/1

 Si dans un file d’attente M/M/1 le taux d'arrivée moyen A est supérieur au taux de service
U le systeme ne sera pas stable, c'est pourquoi il faut augmenter le nombre de serveurs.

* Le modéle M/M/S est I'équivalent de M/M /S /o /FIFO:
* Le processus des arrivées suit une loi de poisson de parametre A.

* La durée de service suit une loi exponentielle de parametre L.
S serveurs

o= wm mmm

* |a capacité de la file est illimitée,

* Le service est fourni par S serveurs (plusieurs serveurs)

File d’attente




2. Modélisation des files d’attente PR ee XRYTAIAS

* Une file d'attente M/M/S est un processus naissance-mort

* Le processus naissance-mort modélisant un systeme M/M/S peut étre représenté par le graphe de transitions

suivant:
A A A A A A A A
~
Ou0s0R0eCE0adS
H 2 3u dpup  (S-1)p Su SH Su
Donc:
A = A, k=023,..

ku pour k < §
, = min(k,S)u = k=123,..
Su pourk = S



2. Modélisation des files d’attente PR eJe XRYTAUIAS

Les probabilités stationnaires:

Le processus est ergodique et admet un distribution stationnaire si: S <1, (oubien A < Sp)

Supposons que cette condition est vérifiee, donc, les probabilités stationnaires du systeme:

-1
S-1
PN =0y =Py =S 2oy (B2
ST e n \S'l—a
n=0
( p"
Pom pourn<s$S
P(N=n)=P, =+
ass
Pog pourn =S
. A ) iepe  ue .
oua = S § (a est le taux d’utilisation du systeme)

N : Le nombre de clients au temps t dans le systeme
P(N = n) = P,: La probabilité d’avoir n clients dans le systeme



2. Modélisation des files d’attente PR eJe XRYTAUIAS

Formule Erlang C
La probabilité qu'un client qui arrive doive attendre est:

Pwaiting =P(n=S)= zpn

_ S

S—p‘ p> S
=1-—-P S =ZP = = P,.
(n<3) T oaseapt, pS 1 S1S—p
=0 2n=0qT T STT—¢
pS

P, aiting = C(S,p) =P
waiting p O(S—l)!(S—p)

C(S, p) est appelée La formule Erlang C, et exprime la probabilité qu'un client
arrivant doive faire la queue (au lieu d'étre immediatement servi).
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2. Modélisation des files d’attente PR ee XRYTAIAS

Formule Erlang C

Exemple:

0.6 -

Probabilite qu'un client attende {Erlang C)

0.0 1

Probabilité d*attente (Erlang C)
A = 3.0 clients/min, g = 0.50 clients/min/serveur

0.5 -

04 -

0.3 1

0.2 1

= i i i o &

I I
10 11

I I I I I I I I I
12 13 14 15 1& 17 18 14 20
Mombre de serveurs (5)
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2. Modélisation des files d’attente PR eJe XRYTAUIAS

Caractéristiques du systeme M/M/S
N: Le nombre moyen de clients dans le systeme (attente + service)

N=EWN)= ) kxP(N=k)= ) kP

IVQ: Le nombre moyen de clients dans la file d’attente
Soit Ny la variable aléatoire qui donne le nombre de clients se trouvant dans la file d’attente

No=E(N,) = (k—S)xP
0 = E(Ne) ,Z * (S, p)
Ny=p—2

Ng: Le nombre moyen de clients en train d’étre servis: Ng = N — NQ =p Ng =p =

_ _ A
n




2. Modélisation des files d’attente PR eJe XRYTAUIAS

Caractéristiques du systeme M/M/S
T : Temps moyen d’attente dans le systéme (attente + service)

Loi de Little: N = AT

Donc
r= A A’O(1+ (S—p)) _Axu(l-l_ (S—p)) 1_1:1< C(S,p))
$—p)
— 1
: o o _ 1

Ts: Le temps moyen de service: . T = _
T,: Le temps moyen d’attente dans la file:

Q- _ c(s,
T,=T-T 1<1+C(S‘0)>—1 TQ:u<§—p;)

7 > S—-p)) n
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2. Modélisation des files d’attente

2.3. Modele M/M/S

M/M/1 M/M/S

A 3
Condition de stationnarité p=—<1 =5 <1

i (a: le taux d’utilisation du systéeme)

-1
P,: Probabilité que le systeme est vide (Aucun client dans le P —1_
systéme) 0~ P Z S' 1—a
P,,: Probabilité d'attente (la probabilité qu'un client doive faire p - C(S.0) = Py X p>
la queue (au lieu d'étre immédiatement servi) w =P P =R ST - p)
— — p _ C(S,
N: Nombre moyen de clients dans le systeme N = m N=p (1 + S(—[;)>
2
_ _ _ C(S,
N o: Nombre moyen de clients dans la file d’attente Ny = 1’0 No=p S( 2)
— p -
N : : : Ng = p Ns=p
Ng: Nombre moyen de clients en service (au guichet)
T: Temps moyen qu’un client passe dans le systéme (attente + T — p 7 1 14 C(S,p)
service). (temps moyen de séjour d’un client dans le systeme) A(1—p) B S—p)
P . ™ p = C(S' p)
To: T d'attente d la fil T, = To =
o: Temps moyen d'attente dans la file 0 1= p) =0 = p)

B _ 1 _ 1
T ¢: Temps moyen de service Ts = :l Tg = "




2. Modélisation des files d’attente PR\ [oJo IR\ VA\Y V2 ¥1 4

* Le systeme M/M/1/K est identique au systeme M/M/1 exceptée que sa capacité est finie
(le nombre maximum de clients).

* Le processus des arrivées suit une loi de poisson de parametre A.
* La durée de service suit une loi exponentielle de parametre L.

* La capacité de du systeme est limitée a nombre maximum de clients K (y compris
celui en service).

* Le service est assuré par 1 seul serveur

—| & —




2. Modélisation des files d’attente 2.4. Modeéle M/M/1/K
Probabilités stationnaires M/M/1/K

* Le systeme M/M/1/K est un processus de naissance-mort a espace d’états fini E = {O 1,.., K —
1,K}, avec les taux de transitions 4; = A4,i = 0,...,K — 1 et y; = i

@:@:@:@ @CL@

* Le processus est fini et |rreduct|ble, donc, il est ergodlque.

* Les probabilités stationnaires du systeme (p = % ): (1
=1
K ¥1 P
p
1— pk+1 p+1
;
Remarques. 1 p = [Po.p™ n <K
* Sip=1(4=p),alors: hi=rr n= 0,1,.., K L 0 sinon

* La probabilité de rejet d’un client est |a probabilité que le nombre maximum de clients K est atteint:

(1-p)pX
1-— pK+1

PK:

25




2. Modélisation des files d’'attente PR\ {eYe X SRV VA V]
Caractéristiques du systeme M/M/1/K

N: Le nombre moyen de clients dans le systeme (attente + service)

X (1 - (K + 1)pK + KpK+1)
_ 7P p p
N = E(N) — ZnPn (1—p)(1—pK+1)

n=1

N :Nombre moyen de clients en service (au guichet)

NS=1—P0

NQ: Le nombre moyen de clients dans la file d’attente

Soit N la variable aléatoire qui donne le nombre de clients se trouvant dans la file
d’attente
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2. Modélisation des files d’'attente AN leTo [ SR\ VA Y VA W] 4
Caractéristiques du systeme M/M/1/K
T : Temps moyen d’attente dans le systéme (attente + service)

Loi de Little: _
N = AT

Ao : taux d’entrée dans le systeme

Dans le systeme M/M/1/K, le taux d’entrée dans le systeme (A,) et le taux d’arrivée des clients

(A) sont différents: Un client qui arrive peut entrer dans le systéme ou peut étre perdu parce que
le systeme est plein (le nombre maximum de clients K est atteint).

e =AXP(N<K)=2x(1- P(N=K))=2(1—-Pg) —
Donc: T:A(l—PK)

T: Le temps moyen de service:

TQ: Le temps moyen d’attente dans la file:

T _T_T N 1
( k) H ¢ IA-Po &
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2. Modélisation des files d’'attente PR\ {eYe X SRV VA V]
Caractéristiques du systeme M/M/1/K

M/M/1 M/M/1/K
Condition de stationnarité -<1 Le systeme est stationnaire
n
(1
P,: Probabilité que le systeme est vide K+1 p=1
. . PO =1-— p PO —_ < .
(Aucun client dans le systeme) 1—p
1 — pk+1 p+1
L P
. iy oL (1-p)p*
Py : Probabilité de rejet d’un client / Py = T
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2. Modélisation des files d’attente PR [oJe (IR VA\YV2 V1 4

Caractéristiques du systeme M/M/1/K

M/M/1 M/M/1/K
N = 4 _ 1— (K +1)pX + Kpktt
N: Nombre moyen de clients dans le systeme N=—— N = p( ( )P )

1-p (1-p)(1 = pk+D)

5 K
N ¢: Nombre moyen de clients dans la file d’attente Ny = 1p_ Ny = Z (n—1)B, =N — Ng
_ p n=1
N¢: Nombre moyen de clients en service (au guichet) s=P Ny =1-P,
T: Temps moyen qu’un client passe dans le systéme v N
(attente + service). (temps moyen de séjour d’un client |T = — T =
dans le systeme) A A(1 = Py)
_ N _ N, N 1
T o: Temps moyen d'attente dans la file - & Ty = Q — —
¢ A A1—=P¢) AQA—=Pg) u

_ _ 1 _ 1
T ¢: Temps moyen de service Ts = a Ts = ;
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2. Modélisation des files d’attente PRASRN[oJe IRV IAYA ¢

* Le modele M/M/S est I'équivalentde M/M /S /K /FIFO:

* Le processus des arrivées suit une loi de poisson de parametre A.

* La durée de service suit une loi exponentielle de parametre p.

* La capacite du systeme est limitée a un nombre maximum de clients K. g cerveurs

 Le service est fourni par S serveurs (plusieurs serveurs)

N——

N

(
!
!
!

File d’attente




2. Modélisation des files d’attente PRASRN[oJe IRV IAYA ¢

* Le systeme M/M/S/K est un processus de naissance-mort a espace d’états fini E =
{0,1,...,K — 1,K}, avec les taux de transitions:

A, =An=0,... K —1

_npu 1<n<S$
Hn =1 su S<n<K

A A A A A A A A A A
~—~ & ~ A
2 2 3u o (S—1)p Su oK Su oK SH

* Le processus est fini et irréductible, dong, il est ergodique.



2. Modélisation des files d’attente PRASRN[oJe IRV I YA ¢

* Les probabilités stationnaires du systeme M/M/S/K:

. A p
e Soitp=-¢eta == 1
W S s-1 K
AT A"
PO —_ + z
I yn n-Scgil n
n=0n H n=SS S H
fpn
n_'PO 1<n<S$S
* Py: Probabilité de rejet d’un client Pn =1 om
\S"_SS' 0 S<n<K
La probabilité qu'un client qui arrive doive attendre est:
K
p
s - (B)K—S Py SK—Sg] Py

K
S
Pwaiting = P(S <nc< K Z = S D

S



2. Modélisation des files d’attente PRASRN[oJe IRV I YA ¢

K
N = z nP,,
n=0
K
Ng = Z (n—s)P,
n=s+1
Ny = p(1 — Pg)
* Le taux d’entrée dans le systeme 1, = A(1 — Py)
_ N N
T=—-=
/16 /1(1 B PK)
. Ng Ng
CT A, A1 - Py)




M/M/S/K

M/M/S

Condition de stationnarité

Le systeme est irréductible a espace d’états
fini, donc, il est stationnaire.

A
a,—-§;<< 1

(a: le taux d’utilisation du systeme)

-1

-1

S—1 K S—1
Py: Probabilité que le systeme est vide (Aucun client . A A n ok (pS 1
dans le systeme) 0~ Zn! pn+an—55!pn 0~ ZEJ’ S'1-p/S
n=0 n=Ss k=0
p K-S
B,,: Probabilité d'attente (la probabilité qu'un client pS1— (g) S
doive faire la queue (au lieu d'étre immédiatement By = POE 1-P C(S,p) = Py, X i
servi) S S—1D!(S-p)
K
_ . X _ _ c(S,p)
N: Nombre moyen de clients dans le systeme N = z npP, N=p([1l+ S o
n=0 p
K
o: Nombre moyen de clients dans la file d’attente Ng = Z (n —s)B, Ng = =
n=S+1 p
Ns: Nombre moyen de clients en service (au guichet) |N, = p(1 — Pg) e =2
T: Temps moygn qgu’un client passe darf le syfteme N i 1 c(s, p)
(attente + service). (temps moyen de séjour d’un T = - Id—F T =-— 5= o)
client dans le systéme) e A(L=Py) K P
N N
— T —=_9_ Q _ C(S,
T: Temps moyen d'attente dans la file To Ao A1 —Py) 0= (S,p)
u(Ss —p)
_ _ _ 1 _ 1
Ts: Temps moyen de service T = — T =—




