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CHAPITRE 1

ESPACES NORMES

Dans ce chapitre d’introduction, on donnera quelques généralités sur les espaces normés abstraits, avec
des exemples, et on traitera le cas des espaces de dimension finie. C’est essentiellement un rappel des cours
de Licence. Ce sera aussi I’occasion de fixer certaines notations.

1.1 Espaces vectoriels normés

1.1.1 Norme

Définition 1.1.1. Soit E un espace vectoriel réel ou complexe. une norme sur E est une application, le
plus souvent notée ||.|| :
|1+ B — Ry = [0, +o0]

ayant les trois propriétés suivantes :

1. a) ||z||20p0urt0utx€Eetb)‘||a:H=O<:>x=O

7

2 [\l = llz]| | ¥ € B, YA €K (homogénéité) ;

3. e+ yll < |zl + lyll, Yo,y € E (inégalité triangulaire).

Si on supprime le 1) b), on dit que ||.|| est une semi-norme. Notons qu’alors 2) entraine néanmoins que
1]} = 0.
A partir d’une norme, on obtient une distance sur £ en posant ‘ d(z,y) = ||z — y|| ‘

On définit alors les .

e boules ouvertes : B (z,r) = {y € E;||lz —y| < r};

e boules fermées : B(x,r) = {y € E; |z —y| < r},

ce qui permet de définir une topologie sur E; une partie A de E est ouverte (et on dit aussi que A est
un ouvert de E) si pour tout z € A il existe une boule centrée en z, de rayon r = r, > 0, contenue dans

A. Il n’y a pas besoin de préciser s’il s’agit d’'une boule ouverte ou d’une boule fermée. En effet, si A
[e]
contient la boule fermée B(z,r), elle contient a fortiori la boule ouverte B (z,7); et, inversement, si A

contient la boule ouverte B (z,7), elle contient la boule fermée B(x,r’), pour tout ' < r. Notons que
Iensemble vide @ est un ouvert (puisqu’il n’y a aucun x dans A, la propriété définissant les ouverts
est trivialement vérifiée). L’espace E tout entier est clairement un ouvert. Il résulte de la définition que
toute réunion d’ouverts est un ouvert. Toute intersection d’un nombre fini d’ouverts est un ouvert : si
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0 o
xe€A=AN---NA,, et B(x,1) C Ag, alors B (z,r) C A, avec r = min (r,...,ry,)

Une partie V' contenant le point zg € E est un voisinage de xg si elle contient une boule (ouverte ou
fermée) de centre g, de rayon r > 0.

Une partie est fermée (on dit aussi que c’est un fermé) si son complémentaire est ouvert. Par
complémentation, on obtient que & et F sont des fermés, que l'intersection de toute famille de fermés est
encore un fermé, ainsi que toute réunion d’'un nombre fini de fermés.

Si A C F est une partie de E, on appelle intérieur de A, et on note ;1, ou int (A), le plus grand
ouvert contenu dans A (c’est la réunion de tous les ouverts contenus dans A), et on appelle adhérence, ou
fermeture, de A le plus petit fermé contenant A (c’est I'intersection de tous les fermés contenant A). On
note A I'adhérence de A. On rappelle (c’est facile & voir) que = € A si, et seulement si, il existe une suite
d’éléments de A convergeant vers x. On dit que A est dense dans F si A = E.

Proposition 1.1.1. Toute boule ouverte est un ouvert et toute boule fermée est un fermé.

Preuve. 1) Soit z €B (x0,70) et soit 0 <7 < rg— ||l&—xol > 0. Pour ||z —y| <7, onaly— ol <
[e]
lly — z|| + ||z — zo|| < 7+ ||z — 20| < 70; done B(x,r) CB (xg,70)-
2) Soit « ¢ B(xg,79) et soit 0 < r < ||a — xo|| — ro; alors B(xz,r) C [B(zg,r0)]¢, puisque, si ||y — z| < r,
ona [ly —zol| = [lzo — 2| =z = yll = lzo — 2| =7 > 7. W

Toutes les notions topologiques précédentes ne font pas intervenir le fait que F soit un espace vectoriel,
ni que la distance est définie a partir d’'une norme; elles sont donc valables dans tout espace métrique. Par
contre, on a une propriété spécifique dans les espaces normés, qui justifie la notation des boules ouvertes :

lintérieur de B(r,r) est la boule ouverte B (z,7) et Padhérence de la boule ouverte B (z,7) est la boule
fermée B(x,r) (voir ci-dessous).

Définition 1.1.2. Lorsqu’un espace vectoriel E est muni d’une norme et de la to pologie associée a cette
norme, on dit que c’est un espace vectoriel normé, ou, plus simplement, un espace normeé.

Notation. On notera par B la boule fermée B(0,1) de centre 0 et de rayon 1.
On dira que c’est la boule unité de £. m

Proposition 1.1.2. Si E est un espace normé, alors les applications :
+: ExE—E et KxE—FE
(T, y) = x+y A\, z) = Az
sont continues.

Définition 1.1.3. Soit E un espace vectoriel réel ou complete, muni d’une topologie. On dit que E est un
espace vectoriel topologique (e.v.t.) si les applications :

+: ExE—=SE et KxE—E
(r,y) —»xz+y (AN z)—= Az

sont continues.

On dit qu’un espace vectoriel topologique est un espace vectoriel topologique loca lement convexe, ou
espace localement conveze (e.l.c.), si tout point posséde une base de voisinages convezes.

11 résulte de la Proposition 1.1.5, et du fait que les boules sont convexes, que tout espace normé est un
e.v.t. localement convexe.

preuve de la proposition 1.1.2. F x E et K x E sont munis de la topologie-produit, qui peut
étre définie par les normes :

1z, y)|| = max{]jz]], ly]|} et A 2) || = max{[A[, [|z[[}-
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11 suffit ensuite d’utiliser les inégalités :

(@ +y) = (zo + yo) | = [[(z = z0) + (¥ = yo) | < [l = ol + [ly — woll

et :
Az — Xozol| = [[(A = Xo) (. — 20) + Ao (& — z0) + (A — Ao) 20|

<A = Aol |z = zoll + Aol [l — ol + A = o] [loll -
]

Corollaire 1.1.1. Les translations :

Toa: E—FE (a € E)
r——x+a
et les homothéties :
hy: E—F (A eK)
T — Ax

sont continues. Ce sont des homéomorphismes (si X\ # 0 pour les homothéties).

Corollaire 1.1.2. Toutes les boules fermées de rayon r > 0 sont homéomorphes entre-elles, donc a Bg.
Toutes les boules ouvertes de rayon r > 0 sont homéomorphes entre-elles.

Corollaire 1.1.3. L’adhérence de la boule ouverte B (x,7) est la boule fermée B(x,r) et Uintérieur de la

boule fermée B(x,r) est la boule ouverte B (x,r).

Preuve. 1) L’adhérence de la boule ouverte est évidemment contenue dans la boule fermée, puisque
celle-ci est fermée dans E. Inversement, si y € B(z,r), on a

Yn = %er(l—%)yeé (z,r)car||z — [2o4+ (1= 2)y]|| = (1= L) |z —y[| <7; comme y = limp, 00 Y,

on obtient y € B (x,r).
2) Etant ouverte dans E, la boule ouverte est contenue dans l'intérieur de la boule fermée. Pour montrer
linclusion inverse, il faut montrer que si y n’est pas dans la boule ouverte, alors aucune boule B(y, p) de

centre y et de rayon p > 0 n’est contenue dans B(z,r). Or si y ¢é (xz,7), on a [y — x| = r. Pour tout
p > 0,le vecteur z =y + M(y — ) est dans B(y, p), puisque ||z — y|| = m”y — x|| = p, mais n’est

pas dans B(xz,r), car ||z — x| = Hy+ m(y —x) — xH = (1 + m) ly —z|| = 1+ m)r > r. Donc

y n’est pas dans Uintérieur de B(z,r). ®

Corollaire 1.1.4. Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors son adhérence F aussi.

Preuve. Soit z,y € F et a,b € K. 1l existe z,,,y, € F tels que ,, — x et y, — y. Par la

n—oo n—oo _

Proposition 1.1.5, on a ax 4 by = lim,_, o (az, + by, ) ; et comme ax,, + by, € F, on obtient ax + by € F.
|
Proposition 1.1.3. lapplication x € E — ||z|| € R4 est continue.

Preuve. Il suffit d’utiliser I'inégalité |[|lz|| — [jy||| < [l — y[|. =
1.1.2 Quelques exemples usuels
Espaces de suites

1) a) 1l est immédiat de voir que si 'on pose, pour = (21,...,n) € K" :

zllv = [z1] + - + |zn]
||$Hoo = maX{|x1‘ IR |xn|}

7
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alors ||.||1 et ||.]|o SONt deux normes sur K”.
On note £7 = (K™, [|.[[1) et £, = (K™ ||-[lsc)-
b) Si p est un nombre réel vérifiant 1 < p < oo, on obtient une norme sur R™ en posant :

n 1/p
]l = <Z|$k|p>
k=1

On note £} = (K™, ||.||p)-
Seule I'inégalité triangulaire :

n 1/p n 1/p n 1/p
(z|xk+yk|p> <<z|mkp> +<z|yk|p) |
k=1

k=1 k=1

appelée inégalité de Minkowski, n’est pas évidente; elle peut se démontrer ainsi : Par convexité de
la fonction t € Ry — P, on a [au + (1 — a)v]? < au? + (1 —a)v? si 0 < a < 1 et w,v > 0. Prenons
|z ]
[z]]

Izl Iyl |y |
B o T (T o T T U = +—F et V= 7T/
l=llp+lvll, =l +lvll, ), =l llylln

résultat est évident). En sommant, on obtient W iy (lzx] + lykl)? < 1, ce qui donne le résultat,
p p

a = (de sorte que 1 — a = (si ||zl = 0 ou ||yll, =0, le

puisque |zg + Y| < |zk| + |yk| pour tout k=1,...,n.
Une inégalité tres utile est D’inégalité de Holder . Rappelons que si 1 < p < oo, ’exposant

conjugué de p est le nombre q vérifiant 1% + % =1 | Explicitement, | ¢ = # .Onal<qg<oo, etp

est exposant conjugué de q. Ils sont aussi liés par ’égalité ’ p—-D@-1)=1 ‘

L’inégalité de Holder s’énonce alors ainsi si 1 < p < oo et q est I'exposant conjugué de p, alors, pour
tous 1, ..., T, Y1, -, Yn € K, on a:

n n 1/p n 1/q
S Lo < (zw) (zw)
k=1 k=1 k=1

Lorsque p = 2, alors q = 2 : c’est l’inégalité de Cauchy-Schwarz (due, sous cette forme, & Cauchy en
1821).

Pour montrer I'inégalité de Holder, on part de 'inégalité ab < a”

2
conséquence de la convexité de la fonction ¢t € Ry +— % et du fait que sa dérivée t —

+ %7 pour a,b > 0 (c’est une
tP=1 est la réciproque

s e s — q . . . .
de la dérivée t — t97! de t — L& comme on peut s’en convaincre en faisant un dessin; mais on peut
q’ )

le voir aussi simplement, par exemple en étudiant les variations de la fonction ¢ — % + % —bt); on
I'applique P avec a = ‘I:ﬁl) et b= m‘q (on peut supposer ||z||, > 0 et |y, > 0), et on somme. On obtient

m Sorey leye] < % + % =1, d’ou I'inégalité de Holder.
2) Ces exemples se généralisent en dimension infinie. a) Soit :
a)Soit :

Co = {33 = (-Tn)n21 S KN*ahmn—)oo T = 0} )

et :

b = {:z: = (Tn)ps € KN (x,,),, soit bornée } ;

on les munit de la norme définie par :

||x||00 = Suanl |x71| .
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b) pour 1 < p < o0, op pose :

b, = {x = (Tn)p>1 € KN*;Z |z, [P < —|—oo} :

n=1

on le munit de la norme définie par :

> 1
lzll, = (Z |zn‘p)p .
n=1

Le fait que ¢, soit un sous-espace vectoriel de I'espace des suites, et que ||.||, , soit une norme sur ¢, se
déduit de l'inégalité de Minkowski (évidente lorsque p = 1) généralisée comme suit :

oo 1/p o 1/p o 1/p
(Z |Tn + yn|p> < <Z |xn|p> + (Z |yn|p> )
n=1 n=1 n=1

pour tous x1,Z2,...,Y1,Y2,... € K. On obtient a partir de la précédente en faisant tendre le nombre de
1/p 1/p 1/p
termes vers I'infini : pour tout N > 1, on a (25:1 |z, + yn|p) < (25:1 |xn|p) + (Zgil |yn\p) <

1/ 1/
(o lznl) P + (202 lyal?)”
L’inégalité de Holder se généralise de la méme fagon. Si 1 < p < 0o et si g est 'exposant conjugué de

p,on a:
[eS) [eS) 1/p 00 1/q
n=1

n=1 n=1
En particulier, lorsque & = (2n)n € €y et Yy = (Yn)n € £y, on a zy € 41 et |lzyllr < ||lzlpllyllq -

Les espaces ¢, sont en fait des cas particuliers des espaces de Lebesgue LP(m), dont nous rappellerons
la définition ci-dessous, correspondant & la mesure de comptage sur N* .

Espaces de fonctions

1) a) Soit A un ensemble et soit l'espace .#,(A) Pespace (que l'on note aussi £o(A) si 'on veut
privilégier I’aspect "famille d’éléments") des fonctions bornées sur A, & valeurs dans K = R ou C. Si l'on
pose :

[1lloc = supea |f ()]

on a une norme, appelée norme uniforme. La topologie associée a cette norme est la topologie de la
convergence uniforme; en effet, il est clair que ||f, — f||l., — O si et seulement si (f,), converge
n—oo

uniformément sur A vers f .

b) Soit K un espace compact et | €' (K) | 'espace des fonctions continues sur K (& valeurs scalaires).

Toute fonction continue sur un compact étant bornée,%’(K) est un sous-espace vectoriel de .Z,(K). On le
munit usuellement de la norme induite || f||o = sup,¢, | f(z)] -

Notons que, lorsque K = [0, 1], par exemple, on peut aussi munir € ([0, 1]) de la norme définie par :

1
1 = / £(1)dt,

qui vérifie [ flly < [[flloo -
¢) Sur lespace €([0,1]) des fonctions k fois continiment dérivables sur [0,1] ,on peut mettre la norme :

1% = e {0 floes 1 - ||}

9
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2) Les espaces de Lebesgue.

Soit (S, #,m) un espace mesuré; pour 1 < p < oo, on note W I’espace de toutes les fonctions
mesurables f : S +— K =R ou C telles que :

[ 1spam(o < +oc,
S

et 'on pose :

151 = ([ 150ram)” |

Notons que || f||, = 0 si et seulement f = 0 m-presque partout.

Théoréme 1.1.1 (Inégalité de Minkowki). Soit 1 < p < co. Pour f,g € £P(m), on a linégalité de

Minkowski :
1/p 1/p 1/p
([1r+apan) < ([1sran) "+ ( [loran)
s s s

Il en résulte que LP(m) est un sous-espace vectoriel de Uespace des fonctions mesurables et que ||.||p, est
une semi-norme sur £P(m). Pour p =1, linégalité est évidente.

Preuve. La preuve est la méme que pour les suites. On se place dans le cas p > 1. On peut
supposer || f|l, > 0 et ||g|l, > O(car sinon f = Om-p.p. et alors f 4+ g = gm-p.p., ou g = 0 m-p.p. et
alors f + ¢ = N m-p.p.). On applique l'inégalité de convexité [au + (1 — a)v]? < au? + (1 — a)vP avec
a = ||fllp/ Ufllp +1lgllp) € [0,1), w = [FOI/ Nl et v = [g®)|/llgllp- Comme a/[|fll, = (1 —a)/llgll, =

Hl+lg®)]\* 1— ; g }
/31 fllp +1lgllp), on a (%) < ﬁﬁ(mp + ﬁm(tﬂp, d’ou, en intégrant :

(5O +loO
/. T+ gl ) <

- Pdm 1_704 Pdm,
i e+ o [l rane
=a+(1—-a)=1

cela donne le résultat puisque |[f(t) + g(¢)| < |f(¢)] + |g(t)|- m On a vu que ||.||, , n’est pas une norme
en général, puisque ||f|l, = 0 si et seulement f = 0 m-presque partout. Si désigne ’espace des fonctions

mesurables f : S +— K nulles m-presque partout, I’espace-quotient | LP(m) = @ est alors normé si ’on

pose || fll, = Ifll, (voir 'Exercice 15). Dans la pratique, on ne fera pas de distinction entre la fonction
N et sa classe d’équivalence m-presque partout f , et on écrira donc f € LP (m) au lieu de f € ZP(m) .
Toutefois, il faut parfois faire attention, notamment lorsque I’on manipule des quantités non dénombrables
de fonctions. Cette distinction peut déja intervenir pour des questions de mesurabilité. On peut aussi le
voir sur I’exemple suivant :

Soit # l’ensemble de toutes les parties finies de [0, 1] ; pour tout A € #, on a,

relativement a la mesure de Lebesgue,I4 = 0 p.p.; donc Iy = 0. Mais, d’un autre coté, supac.zIs(z) =
1 pour tout x € [0,1]; donc (supaczla) = 1.
Comme pour les suites, I'inégalité de Holder est tres utile.

Théoréme 1.1.2 (Inégalité de Holder). Sil < p < oo et si g est l'exposant conjugué de p, on a, pour
feZLF(m)et g e Lm) , linégalité de Holder :

1/p 1/p
[ 1sgpam < ( / If”dm> ( / |g|pdm>

Pour p=q =2, on Uappelle inégalité de Cauchy-Schwarz :

| \rafam < ( / |f|2dm)1/2 ( / |92dm>1/2

10
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si f,g € £%(m) (elle a été démontrée par Bouniakowski en 1859 et redémontrée par Schwarz en 1885 ;
elle généralise I'inégalité pour les sommes démontrée par Cauchy). Elle se démontre de la méme fagon que
pour les sommes, en intégrant au lieu de sommer.

Preuve. On peut supposer | f||, > 0 et Hqu > 0 car sinon f = 0m — p.p. ou g = 0 m-p.p., et alors
fg = 0m — p.p. On utilise 'inégalité ab < <& + b— avec a = |f(¢)|/|| fllp et b=19(t)|/|lgllq- En intégrant,

on obtient :
|f(t)g(t)] L[ If@P 1 [ |g(t)] 1 1
LI i (t) < = dm(t) + = dm(t) ==+~ =1
/sllflpllglq <3 o AR IO e 0 =5+

d’ot le résultat. m
Comme application on a le résultat suivant.

Proposition 1.1.4. Soit (S, #,m)un espace mesuré de mesure finie. Alors, pour 1 < P < Py < 00, on
a L2 (m) C £ (m) C LU (m) . De plus si m(S) =1 (c’est d-dire que m est une mesure de probabilité),
alors |[flly < [ fllps < |fllp, pour toute f € L72>(m) .

Preuve. On peut supposer p; < ps Posons p = %ﬁ . Comme p > 1, on peut utiliser I'inégalité de

Holder
[ < ( [ 17am) B (f (Ifl”l)”dm>1/p=[m(5)]1/“ (f |f|p2dm)1/p;

dot || fllp, < [m(S)]7r 72 || fllp, -

La seconde inclusion s’obtient en remplagant p, par p; et en prenant p; =1. m
Remarque 1. Au contraire, pour les espaces £p, on a les inclusions inverses; pour 1 < P, < Py < o0 :
Elggpl g€p2 gcoggoo

De plus 2o < 2], < 2], < Izl pour tout z € £y .
En effet , six € Ly, ,> 0 |zalP? < +00; donc x, — 0 . De plus , pour tout n > 1, |z,| <

n— oo
D |$n\p2)1/p2 = ||2[lp,; donc [|x||o = sup,>; [Tn] < [|2]|p,. Maintenant, si x € £, n'est pas nul,
posons x' = z/||z||p,. On a ||2'||, =1, c’est-d-dire 37 |x),|”* = 1. Il en résulte que |z, ["* < 1, et donc
|z/.| < 1, pour tout n > 1. Alors, pour tout n > 1,|x}|"* < |zl|"", puisque py > p1. Il en résulte que
Yonm [l S oy |l =1, clest-d-dire que 37,y |wn|™ < ||z]1}3. Donc @ € by, et [[x]lp, <z, -

Remarque 2. Par contre, il est important de noter que‘ ZP(R) ¢ £P2(R) ‘ pour tous p1 & pa .

En effet, si p1 < pa, la fonction définie par f(t) = 1/t/72 pour 0 < t < 1, et par f(t) = 0 ailleurs, est dans
ZLP1(R) car p1/p2 < 1, mais pas dans £ (R). Sipy > ps, alors la fonction définie par f(t) = 1/tY/P2 pour
t>1, et f(t) =0 pourt <1, est dans LP*(R) car cette fois-ci p1/p2 > 1, mais n'est pas dans £P2(R).

1.1.3 Espaces de Banach
Définition 1.1.4. Une suite (xy)r d’éléments d’un espace normé E est dite suite de Cauchy si :
MVe>0) AN21) ki>2N = |zx—a|<e

Toute suite convergente est de Cauchy.

Définition 1.1.5. On dit qu’un espace normé est complet si toute suite de Cauchy
est convergente. On appelle espace de Banach tout espace normé complet.

Exemples.

11
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a) Il est immédiat de voir que £; = ((K)", ||.|[,) est complet pour 1 < p < oo.
b) Les espaces ¢ et £, pour 1 < p < co sont complets (Exercice 3).

¢) (F(K),|-lloo) est complet : toute suite uniformément de Cauchy est ment convergente, et si elles
sont, continues, la limite est continue.
Par contre, (¢'([0,1]), ||-|l1) n’est pas complet (Exercice 3).

d) (€*%(]0,1]), ||.]lec) n’est pas complet pour k > 1, mais (€*([0,1]),]].]|*)) est complet.

e) Les espaces de Lebesgue sont complets. C’est ’'objet du théoréme suivant.

Théoréme 1.1.3 (Théoréme de Riesz-Fisher). Pour tout espace mesuré (S, 7, m), et pour
1 < p < oo, lespace LP(m) est un espace de Banach.

E. Fisher et. F. Riesz ont en fait démontré, indépendamment, en 1907 que L?([0,1]) est isomorphe a
{5 ; cela repose essentiellement sur le fait que L?([0,1]) est complet (voir le Chapitre 2 sur les espaces de
Hilbert) ; c’est pourquoi on donne le nom de Riesz-Fisher & ce théoréme, démontré en fait, pour L ([0, 1])
et 1 < p < oo, par F. Riesz en 1910 (et pour le distinguer des nombreux autres théorémes dus a F. Riesz).
Preuve. Soit (F,), une suite de Cauchy dans L¥ (m). Choisissons un représentant f,, € £?(m) de F,.
a) Comme la suite est de Cauchy, on peut construire une sous-suite (fy,, ); avec (n1 < na < ...) telle
que :

1
Hf"k+1 - fnka < 27 vk > 1.

Posons : .
9k = Zojozl |fnj+1 - fn;|
9= ijl ’f"j+l - fny}

Ces fonctions sont mesurables et 'on a :

k k k
1
||gk||p< ‘§1|anj+l _fn]“Hp: E 1anj+1 _fnjH 27
J= j=

Jj=1

Le Lemme de Fatou, appliqué & la suite (g}) donne :

k>17

Pd 1 f Pdm = lim inf Pl
/S m < lkmm/gkm iminf | g/

La fonction gP est donc intégrable. En particulier elle est finie presque partout; donc g aussi. Cela
signifie que la série Y, < (fn,.. (t) — fn, (t)) converge absolument, pour presque tout t € S .

£(t) = { gm(t) + 20001 (s (8) = fu (1) sig(t) < +o0

sinon

Posons alors :

Alors f est mesurable et :

f@) = lim f, (t) pour presque toutt € S.
k—o0

b) Il reste & voir que la suite est de cauchy , il existe un entier N > 1 tel que :
k=N = |fu—fill, <e
Pour £ > N, le Lemme de Fatou donne :
/ lf — fel? dm < liminf/ | fr, — fk|pdm <eP
S J—=eo Js

On en déduit d’abord que (f — fx) € £P(m), donc que f = (f — fx) + fx € ZLP(m); et ensuite,
puisque € > 0 est arbitraire, que limg_, o || f — fk||p =0.

12



CHAPITRE 1. ESPACES NORMES

¢) Finalementsi ’'on note F' € LP(m) la classe d’équivalence m-presque partout de f , on a limg_, o0 || F —
Fiellp = limp o0 [|f = fellp = 0.
]
Remarque. Notons qu’au passage , on a prouvé le trés important résultat suivant ( on ne fera plus
désormais de distinction entre une fonction et sa classe d’équivalence presque partout ) : m

Théoréme 1.1.4. 57 f, — f dans LP(m), avec 1 < p < oo, alors on peut extraire une
n—oo

sous-suite (fnk)k qui converge presque partout vers f.

Remarque. La suite elle-méme peut trés bien ne converger nulle part.

Par exemple, sur S =0, 1], soit f, = I] = lorsque n =28 4+7,0<1<2"-1: =
4

1
2k’

—
1 1 !
- ' Vv e ] I
[ ] 1 1
] ' I
4 2 1 [ 7 1
m ™M ™
1 - 1 [ [
. 1 G (B} [ [
A ! [ 1 [
[} [ [ [
0 V4 1 o V4 12 1 ¢ 172 341 0 ¥vs 1

Alors, || full, = 575 pour 28 <n < 2MH —1; done f, — 0dans LP([0,1]), mais pour aucun ¢ €]0, 1,

la suite (fn(t)), n'est convergente. Toutefois, la sous-suite (far ), (. par exemple, converge ponctuellement
vers 0 .

1.1.4 Applications linéaires

Pour les application linéaires, on a un critere tres simple, et tres utile, de continuité.

Proposition 1.1.5. Soit (E, ||.||g) et (F,||.|r) deuz espaces normés et soit T : E — F une
application linéaire. Alors T est continue si et seulement s’il existe une constante K > 0 telle

que :

T (@)lr < Kllallp. Vo E|

Preuve. Il est clair que cette propriété entraine la continuité de T car on a, grace a la linéarité :
IT(z) = TW)|F < Kllz—ylp, Va,y € E;

T est donc méme lipschitzienne.

Inversement, si T" est continue en 0, on a, par définition :

AK>0) fy=0lz=lyle <1/K = T®lr=IT() -TO)|r <1

Pour tout & € E, non nul, posons y = KH;HEW on a |ly||lg = 1/K et 'implication ci-dessus donne, grace a
I’homogénéité de T et de la norme :
1
= IT(@)|[Fr <1,
2Tl

13



CHAPITRE 1. ESPACES NORMES

dotu ||T(x)||r < K||z||g. Comme cette inégalité est évidemment vraie pour z = 0, cela montre la
Proposition 1.1.5 .
1T ()|~

llzlle

On a donc sup, < 4o00. La proposition suivante est alors évidente : m

Proposition 1.1.6. Soit T : E — F wune application linéaire continue. Si l'on pose

T
|T|| = sup,_o I HST‘);'F . alors :

IT@)r < |Tl]2]ls, ¥zeE

|7 est donc la plus petite constante K > 0 apparaissant dans la Proposition 1.1.5.

Proposition 1.1.7. On a aussi

||| = SUP||z| <1 1T(z)|Fr = SUP||z|| g=1 1T ()| F-

Preuve. Appelons S la premiére expression et S; la suivante. On a bien siir S; < S, et aussi S < ||T|
, puisque || T(z)||lr < ||T| si ||z|]|g <1, par définition de ||T']| . Il reste & voir que ||T'|| < Sy ; mais :

1T ()=
]l

X

]|

|7} = sup = sup | T (i) || < 51,
¢l ¢l

Car

m est de norme 1. m

Proposition 1.1.8. Soit Z(E,F) lespace de toutes les applications linéaires con tinues de E dans F.
L’application T — ||T|| est une norme sur £ (E, F), appelée la norme opérateur.

Si F est complet, Z(E,F) aussi.

Preuve. Le fait que ce soit une norme est facile a vérifier.

Supposons F' complet, et soit (T},), une suite de Cauchy dans.Z(FE, F). Alors, pour tout = € E, la
suite (T, (z))n, est de Cauchy dans F, en vertu de I'inégalité :

1T () = Th(2) | P < [0 = Tillllzl| &, (1.1)

Elle converge donc vers un élément 7'(x) € F. Il est facile de voir qu'alors T': E — F est linéaire. Elle est
continue car :

ITallr = lim |Tyallp < limsup [Tl o]z < (sup ||Tn||) lalle
n—00 n—oo n>=1

et car (supn>1 HTnH) < 400 puisque toute suite de Cauchy est bornée. Pour finir, en faisant tendre k vers
I'infini dans 1.1, on obtient :

ITu(2) - (@)l < (hglsup T - Tkn) ol
—o0

quand n tend vers l'infini, puisque (7},)
opérateur.

est de Cauchy. Donc (7)), converge vers T pour la norme

n n

En particulier, si F' = K, Z(E,K) est toujours complet. m

Définition 1.1.6. Z(E,K) est noté E* et est appelé le dual de E. C’est toujours un espace
de Banach.

Notons que E* est le dual topologique de E | et est strictement plus petit que le dual algébrique,
Pespace de toutes les formes linéaires, de E, du moins si E est de dimension infinie (voir I'Exercice 8). La
norme de ¢ € E* est donc définie par :

lioll = el = sup, 0 2L = sup, <1 lo(@)] = sup -1 (@)

Notation. On utilise souvent la notation | (¢, z) = @(z)|. =

14



CHAPITRE 1. ESPACES NORMES

Définition 1.1.7. Si Uapplication linéaire T : E — F est bijective continue et si T™' : F — E est
continue, on dit que T est un isomorphisme (d’espaces normes) entre E et F.

On dit que E et F sont isomorphes s’il existe un isomorphisme entre E et F ; on dit qu’il sont
isométriques s’il existe un isomorphisme isométrique T : E — F .

Notons que dire qu’'une application T : E — F est isométrique signifie que Uon a |T(x1) — T(z2)||F =
lx1 — z2||g pour tous x1,22 € E. Lorsque T est linéaire, cela s’exprime par |T(x)||r = ||zc||g pour
tout x € E ;T est donc en particulier de norme ||T|| = 1. Toute isométrie est injective ; dire qu’elle est
bijective équivaut donc d dire qu’elle est surjective. Dans ce cas, T~ est aussi une isométrie; elle est donc
automatiquement continue.

Dire que T est un isomorphime signifie que T est linéaire bijective et qu’il existe deux constantes
0<a<f <o telles que

lallz]ls < ||Tallr < Blals| pour tout » € B

En effet, si T est un isomorphisme, la continuité de T~' permet d’écrire : |T~ y|lg < T~ ||lyllF pour
tout y € F , soit ||z||g < | T~ |||Tz|| ¢ pour tout z € E. On a donc la double inégalité, avec o = ﬁ et

B =|T| . Inversement, si on a cette double inégalité, alors T est continue et |T|| < B et T~ est continue
et [T~ <L, puisque o| T y|le < |lyle pour tout y € F.

(6%
On peut aussi remarquer que l'inégalité de gauche entraine l'injectivité de T'.
1.1.5 Normes équivalentes

Définition 1.1.8. Soit E un espace vectoriel muni de deux normes ||.|| et |||.||| . On dit que |||.]||est plus
fine que ||.||( et que ||.|| est moins fine que |||.|||) s’il existe une constante K > 0 telle que :

=] < K|l|lfl|, VzeE.
Cela équivaut a dire que 'application identité :
idp : (B, — (&,

est continue.

Cela équivaut encore a dire que :
By (0,7/K) € By j(0,r);

les boules pour |||.||| - sont donc "plus petites” que les boules pour ||.|| : elles séparent mieux les points ; plus
précisément, la topologie définie par |||.||| est plus fine que celle définie par ||.| (il y a plus d’ouverts).

Exemple. Dans %([0, 1]), la norme ||.||s est plus fine que la norme ||.||;. ®

Définition 1.1.9. On dit que deux normes ||.|| et |||.||| sur U'espace vectoriel E sont équivalentes s’il existe
deuzx constantes Ky, Ko > 0 telles que :

Kille] < [lfzll] < Kajzl|, Vo e E.

En d’autres termes, chacune est plus fine que l'autre.

Cela revient a dire que Uapplication identité ide réalise un isomorphisme de E sur lui-méme (ou
plutot de E muni de ||.|| sur E muni de |||.]|| ). Cela revient aussi a dire que ||.||et |||.|||. définissent la
méme topologie sur E.

Exemples.
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CHAPITRE 1. ESPACES NORMES

1) Dans K" les normes |||, pour 1 < p < oo sont équivalentes :

[2lloo < ll2llp < llzfly < nl2]|oo-

On va voir qu’en fait toutes les normes sur K" sont équivalentes entre elles.

2) Dans ([0, 1]), les normes ||.||co €t ||z|/1 ne sont pas équivalentes, comme on peut le vérifier facilement
(voir par exemple 'Exercice 2).

1.2 Espaces vectoriels normés de dimension finie

1.2.1 Equivalence des normes

Théoréme 1.2.1. Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les mormes sont
équivalentes entre-elles.

Preuve.

1) Soit ||.|| une norme arbitraire sur E. Nous allons montrer qu’elle est équivalente & une norme
particuliere sur F, de sorte que, par transitivité, deux normes arbitraires seront équivalentes.

2) Soit {e1,...,e,} une base de E. Siz =, _, e, on pose :

[z [ | = max {[&],. .., |&al} -
Ainsi, (E, ||| -|||) est isométrique & (K™, || - ||oo) = €% (K), par Papplication
V: K'v— FE

a=(ay,...,a,) +— V()= Zakek.
k=1

On a de plus :

< . .
ol < X le el < (Zmn) max 16 = K] Ja|
(

3) Cela signifie que Papplication identité idg : (E, |||.]||) = (E, || - ||) est continue. Alors, lapplication :
N (B — Ry
z— ||

est aussi continue, par la Proposition 1.1.3
4) Soit :
Sp={a=(a1,...,an) € K" |lafoc =1}.

C’est une partie fermée et bornée, donc compacte, de K™ (on notera que la norme || - ||oo définit la
topologie usuelle sur K™ ). Donc :

S ={x e B[z =1}

est une partie compacte de (E, |||.|||) (par isométrie : S =V (S) ).
5) Il en résulte qu'’il existe xy € S tel que ||zg|| = N (2¢) = inf,eg N(x) = inf,eg ||z||. Comme z¢ # 0
(puisque ||||zo]| =1 ), on a ¢ = ||xo|| > 0. Cela signifie que :

VzxelS) |z|| =c
Par homogénéité (pour tout = # 0,2’ = x/|||z|| € S ), on obtient :
(Ve e B) |zl = clll]],

ce qu’il fallait démontrer.
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CHAPITRE 1. ESPACES NORMES

® Remarque. Au passage, on a montré :

Corollaire 1.2.1. Tout espace normé de dimension finie n est isomorphe a K™, muni de
l'une de ses normes usuelles.

Il en résulte :

Corollaire 1.2.2. Si E est un espace normé de dimension finie, ses parties fermées bornées
sont compactes.

Corollaire 1.2.3. 1) Tout espace normé de dimension finie est complet.

2) Tout sous-espace vectoriel de dimension finie dans un espace normé est fermé dans cet
espace.

3) Si E est un espace normé de dimension finie, alors toute application linéaire T : E — F
dans un espace normé arbitraire est continue.

m Preuve. 1) résulte immédiatement du Corollaire 1.2.1, et 2) de ce que tout sous espace complet
est fermé. Pour le 3), il suffit de remarquer que si ey, ..., e, est une base de E, et [||.||| la norme associée
comme dans la preuve du Théoreme 1.2.1, alors, pour z = Zzzl arer € E ,on a :

< = <
1T (@)l[F < (; T(@k)ll;v) max |ag| = C| [l < CKllz]g

puisque |[||.||| et ||.||z sont équivalentes. m

On fera attention, par contre, que si c’est 'espace d’arrivée qui est de dimension finie, la continuité
n’est pas automatique (puisqu'il existe des formes linéaires non continues, si E est de dimension infinie :
Exercice 8).

1.2.2 Compacité des boules

Nous avons vu dans la preuve du Théoréeme 1.2.1 que le point essentiel (via le Corollaire 1.2.2) est
que les parties fermées bornées d’un espace normé de dimension finie sont compactes. Notons qu’il est
équivalent de dire que toutes les boules fermées sont compactes. Nous allons voir que cela n’arrive en fait
qu’en dimension finie.

Théoréme 1.2.2 (Théoréme de Riesz, 1918). Si un espace normé E posséde une boule
compacte B(x,,r), de rayon r > 0, alors il est de dimension finie.

On en déduit que dans un espace de dimension infinie, les compacts sont "trés minces" :

Corollaire 1.2.4. Si E est un espace normé de dimension infinie, alors tout compact de E
est d’intérieur vide.

En effet, si K est un compact d’intérieur non vide, il contient une boule fermée de rayon r > 0, qui est
donc compacte, et donc E est de dimension finie.

Notons que si une boule est compacte, c’est forcément une boule fermée. D’autre part, si une boule,
de rayon r > 0, est compacte, alors toutes les boules fermées le sont, puisqu’elles sont homéomorphes
entre-elles (celles de rayon nul étant de toute fagon compactes). Il suffit donc de montrer que si E est de
dimension infinie, alors sa boule-unité B n’est pas compacte. Pour cela, on utilisera un lemme.

Lemme 1.2.1 (Lemme de Riesz). Soit F' un sous-espace vectoriel fermé d’un espace normé E, qui n'est
pas E tout entier. Alors, pour tout nombre § tel que 0 < § < 1, il existe x € F tel que :

]| =1
dist(z, F) >21-9¢6

Rappelons que :
dist(x, F') = inf ||z —y||.
15 ( 9 ) ’[}EF || H
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Si F' est de dimension finie, un argument de compacité permet de montrer qu’en fait on peut choisir
un tel x € E, de norme 1 , avec dist (z, F) = 1, mais nous n’en aurons pas besoin. Dans le cas de
lespace euclidien (R™, || - ||2), il suffit de prendre x de norme 1 et orthogonal a F' (car alors, pour tout
y € F,ona ||z —yl3 = |z|3 + ||lyl|3, par le Théoréme de Pythagore; donc dist (z, F) > ||z|2 = 1, d’on
Pégalité car ||z| > dist (z, F), puisque 0 € F' ). C’est pourquoi ce lemme est parfois appelé Lemme de la
quasi-perpendiculaire.

preuve du Théoréme de Riesz. Soit E un espace normé de dimension infinie. Fixons un nombre
§ €]0,1[,; par exemple § = 1.
Partons d'un 1 € F , de norme 1, et prenons pour F' le sous-espace vectoriel I engendré par x;. Comme
il est de dimension 1, il est fermé, et n’est pas égal a E, puisque E est de dimension infinie. Le lemme
donne un x5 € E, de norme 1 tel que :

HCCQ - I1|| 2 diSt(:E2,F1) Z

N | =

Prenons ensuite pour F le sous-espace vectoriel Fy engendré par x1 et zo . Il est de dimension 2 (car
xo ¢ F1), et est donc fermé, et différent de F'; il existe donc x3 € E, de norme 1 tel que :

DN | =

lxs — 1]||et]|zs — x2|| > dist(xs, Fa) >

Comme FE est de dimension infinie, on peut itérer le procédé indéfiniment. On obtient une suite (zx)r>1
de vecteurs de norme 1 telle que :

1
ka_lezia Vk # 1.

Cette suite ne peut avoir aucune sous-suite convergente. Comme elle est contenue dans la boule-unité de
E, cette boule n’est pas compacte. m

Remarque. On a en fait démontré un peu plus que ce qui était énoncé, a savoir que si F est de dimension
infinie, sa sphere unité Sg n’est pas compacte (noter que Sg est fermée dans Bg ; donc si By est compacte,
Sp aussi). ®

preuve du lemme. Comme F' # E | on peut trouver zg € E tel que zg ¢ F. Comme F est fermé, on a :

d = dist(xg, F) > 0.

Comme 0 < 6 < 1,0n a % > d et Pon peut donc trouver un yo € F tel que ||xg — yol| < ﬁ. Il ne reste
plus qu’a "corriger" z, par yo et a normer ce vecteur : soit r = uig:ggu ; ¢’est bien un vecteur de norme 1

et, comme yo + ||zg — ylly € F
on a: )
lz —yll = 77— [l(zo — v0) =l o — vol|¥ll
7o — woll
d
>1-3,

dist (-TO,F) = ||£L’0 — yO” =

>
lzo — yoll

pour tout y € F'. m
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CHAPITRE 2

ESPACES DE HILBERT

2.1 Généralités

2.1.1 Définitions

Définition 2.1.1. Soit H un espace vectoriel réel, resp. complexe. On appelle produit scalaire
sur H toute forme bilinéaire symétrique, resp. hermitienne, qui est définie positive.
On notera (z|y) le produit scalaire des vecteurs x,y € H.

Cela signifie que ’application :
(J): HxH-—K=RouC
(@,y) — (z [ y)

vérifie : 1) pour tout y € H, lapplication x € H — (z | y) € K est une forme linéaire; 2) pour tous
r,y € Hyona:

(y|x)=(x|y) silespace est réel
(y|x)=(x|y) silespace est complexe;

3) pour tout x € H,on a (x| ) >0 et (x| x) =0 si et seulement si x = 0.

Remarque. Notons que dans le cas complexe, on a donc, pour z,y € H et A€ C:

(| Ay) = Az | y)

Définition 2.1.2. Si l’espace vectoriel H est muni d’un produit scalaire, on dit que c’est un
espace préhilbertien.

Exemples. 1) a) Le produit scalaire usuel de R™ est défini par :

‘ (zly) =$1y1+.-.+xnyn‘

pour z = (z1,...,Zn),y = (Y1,---,Yn) € R™.
Le produit scalaire usuel de C™ est défini par :

[(@ly) = 2151 + . + 2t
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pour & = (z1,...,2n),y = (Y1,...,yn) € C"™.
b) On peut définir d’autres produits scalaires sur K™ en se donnant des poids, c’est-a-dire des nombres
Wi, ..., W, > 0, et en posant :

(z|y) = Zgzl wrTpyk, siK=R
(| y) =D pq weTrlr, siK=C

2) Si(S, .7, m) est un espace mesuré, on munit H = L?(m) d’un produit scalaire (que 'on qualifiera de
naturel) en posant, pour f,g € L?(m) :

(flg) = / fgdm | dans le cas réel,
s

et :

(f l9) = [4 fgdm | dans le cas complexe.

En particulier, sur /5, on a le produit scalaire naturel défini par :

(@ 1Y) =0 wagn

dans le cas réel,

et :

‘ (x|y) =300 Tnn ‘ dans le cas complexe.

pour x = (_’L‘n)n>1 , Y= (yn)n>1 S £2- | |

2.2 Propriétés élémentaires

Notation. puisque (z|z) > 0 , on peut poser :

]| = /(x]2).

Proposition 2.2.1. pour tous x,y € H :
a) |llz+ I = |2l + llyll® + 2aly) | (cas réet);

b) |l +ull = ||? + lyl* + 2Re(xly) | (cas compleze).

Preuve. Il suffit de développer :

lz+yl* = (@ +ylety)=(@]a)+ @y + =]y + ] 2),

et utiliser le fait que (x| y) + (y | ) = (x| y) + (x | y) = 2(x | y) dans le cas réel, et = 2Re(z | y) dans le
cas complexe.

Théoréme 2.2.1 (inégalité de Cauchy-Schwarz). Pour tous x,y € H :

[ )< lzllyll- ]

Exemple. Dans le cas ott H = L?(m), elle est équivalente & I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les

intégrales :
1/2 1/2
‘/ fgdm‘ </|fg|dm< (/ |f2dm> (/ |g|2dm>
S S S S
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m Preuve. On ne la fera que dans le cas complexe ; ¢’est un peu plus facile dans le cas réel (on considére le

signe du produit scalaire au lieu de son argument). En fait la preuve est valable méme pour les semi-produits

scalaires, ¢’est-a-dire si la forme bilinéaire symétrique (resp. hermitienne) est seulement positive (c’est-a-dire

que I'on ne demande pas que (z|z) = 0 entraine z = 0).
Soit 6 € R tel que :

72'0(

ez |y) = "(z|y) eRy

(si (z | y) # 0,0 est "argument du nombre complexe (x | y) ). Posons 2’ = e~*z. Pour tout t € R, on a,
par la Proposition 2.2.1 :

2 2
12" + 2Re (2" | y) t + [lyl*t* = ||la" + ty||” > 0.

Si [ly| =0, on a ||2'||* + 2Re (¢’ | y)t = 0 pour tout ¢ € R; cela n’est possible que si Re (2’ | y) = 0. Si
llyll # 0, on a un trindéme du second degré en ¢, qui est toujours positif ou nul; son discriminant doit étre
négatif ou nul :
2
Re (2" | y) — [|l2"|” [lyl* < 0.

Comme :
(@ |y) =e(x]y) = (= |y)| €Ry
ona:
Re (' [y) = (2" [ y) = |(= [ y)|-
Comme, de plus, ||2'|| = ||z||, on obtient I'inégalité annoncée. m

Corollaire 2.2.1. L’expression x| = /(z|x) définit une _norme sur H, appelée norme
hilbertienne.

Preuve. Il suffit de vérifier I'inégalité triangulaire :
Iz +yl* = llzlI* + llyl|* + 2Re(z[y) < |z + |yl + 2llz/lly] = (=]l + [ly])?,
grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz. m

Corollaire 2.2.2. pour chaque y € H , la forme linéaire :

®,: H — K=RouC
x — (z |y)

est continue. Sa norme dans H* est || D] = |ly]| |

Preuve. On peut supposer y # 0. L’inégalité de Cauchy-Schwarz dit que :

@y ()] = (= [ )] < llyllll=ll;

cela prouve que O, est continue et que | @, || < ||y

Comme ®,(y) = [[yl*, on a @] > Tpl = ||y||. =

Remarque importante. Cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Lorsque I'on regarde la
preuve de l'inégalité (dans le cas d’un produit scalaire), on voit que on a |(z|y)| = ||=|/|ly|| si et seulement
si y = 0 ou bien si y # 0 et le discriminant du trinéme du second degré en t est nul; cela signifie que ce
trindme possede une racine (double) : il existe ty € R tel que ||z’ +toy|| = 0; autrement dit e~z +toy =0 :
les vecteurs x et y sont linéairement liés.

Inversement, si x et y sont linéairement dépendants, il est clair que l'on a égalité. m
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2.2.1 Orthogonalité

Définition 2.2.1. On dit que deuz vecteurs x et y d’un espace préhilbertien H sont orthogonaux si

(z]y) = 0. On note .

Exemple. Dans H = R? | pour le produit scalaire usuel, on a (—1,1) L (1,1).
Notons que la relation d’orthogonalité est symétrique : si # L y, alors y L z(car (y|z) = (z]y)).

D’apres la Proposition 2.2.1, on a, dans le cas réel :

o Ly < [z +y)? = 21 + ly)1*}

ce que l'on peut appeler le "Théoréeme de Pythagore".

Dans le cas complexe :
oLy [le+yl*=llzl” +lyl* et o +iyl? = lzl* + [lylI*]-
En effet, pour tout nombre complexe a, on a I'm(a) = Re(—ia) et par conséquent Im(z|y) = Re(z|iy).
Des parties A, B C H sont dites orthogonales si tout x € A est orthogonal a tout y € B :
xly, VreAVyeB.
On dit aussi que 1'une est orthogonale a 'autre. m

Définition 2.2.2. L’orthogonal d’une partie A C H est [’ensemble :

‘AL:{yGH;yJ_z,VxéA}‘

On a B* C At si A C B; donc en particulier (A)* C AL ; mais la continuité des applications
‘cby cx— (x] y)‘ entraine que (A)* = A+,

Proposition 2.2.2. Pour toute partie A de H, AL est orthogonal a A;c’ est la plus grande partie
orthogonale a A.

De plus AL est un sous-espace vectoriel fermé de H.
Preuve. Le début est clair. Pour le reste, remarquons que :

At =0

ker ®,,

rz€A

et que chaque sous-espace vectoriel ker ®, = ®_1({0}) est fermé puisque ®, est continue. m

2.2.2 Espaces de Hilbert

Définition 2.2.3. Si un espace préhilbertien est complet, pour sa norme hilbertienne, on dit
que c’est un espace de Hilbert.

C’est donc un cas particulier d’espace de Banach. Exemples. 1) Tout espace préhilbertien de dimension
finie est un espace de Hilbert. Lorsque le corps de base est réel, on dit que c’est un espace euclidien, et que
c’est un espace hermitien lorsque le corps de base est complexe.

. en vertu du Théoréme de Riesz-

2) Pour toute mesure positive m, ‘LQ(m) est un espace de Hilbert

1£2 = ( /S If(t)zdm(t))m

est la norme hilbertienne associée au produit scalaire usuel :

(fg) = /S FOg@dm(t).

Fisher, puisque la norme |||z :

En particulier, | £5 est un espace de Hilbert ‘ . m

22



CHAPITRE 2. ESPACES DE HILBERT

2.3 Le Théoréme de projection et ses conséquences

2.3.1 Le Théoréme de projection

C’est grace a ce théoréme que I'on obtient toutes les "bonnes" propriétés des es paces de Hilbert.

Rappelons d’abord qu’une partie C' d’un espace vectoriel est dite convexe si le segment [z,y] est
contenu dans C' des lors que z,y € C' :

z,y € C=[r,y] €C,
ou [z,y] =tz + (1 —t)y;t €[0,1] .

sous-espace vectoriel est convexe ; toute boule est convexe.

Théoréme 2.3.1 (Théoréeme de projection). Soit H un espace de Hilbert et soit C' une
partie convexe et fermée, non vide, de H. Alors, pour tout x € H, il existe un unique
y € C tel que :

|l —y|| = dist(x,C).

On dit que y = Po(x) est la projection de x sur C. Il est caractérisé par la propriété :

yeC et Re(r—ylz—y) <0,VzeC. *)

-

Dans le cas réel, I'inégalité dans la caractérisation (x) signifie que 'angle o = (z — y, z — y) est obtus.

Notons que la complétude de H n’est pas absolument indispensable : on peut la supprimer, mais en
supposant que c’est C' qui est complet.
Preuve. 1) Existence. On aura besoin du lemme suivant, dont la preuve est immédiate, avec la Proposition
2.2.1.

Lemme 2.3.1 (identité du parallélogramme). Pour tous u,v € H :

[l o+ ool = 2l + 1)}

Cela signifie que la somme des carrés des diagonales d’un parallelogramme est égale a la somme des
carrés des quatre cOtés.

Soit d = dist(z,C) = infrec|lz — 2|
Notons que si d = 0, alors z € C (car C est fermé), et y = x est 'unique point de C tel que ||z — y| = d.
Pour tout n > 1, il existe z, € C tel que :

1
2 — zn|® < d? + =
n
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Appliquons alors, pour n,p > 1, I'identité du parallélogramme a u = z — 2,, et v =  — 2, ; on obtient :

2
Zn + 2p

4 —
=

2 2 2
20 = 2l =2 (Il = 2all® + llz = 2 1*) .
Mais, C' étant convexe, on a @ € C; donc :

zZ z

2

de sorte que 1’on obtient :

1 1 1 1
2n — 2p)° <2<d2++d2+) —4d2:2(+).
n p n . p
La suite (z,),, est par conséquent une suite de Cauchy. Comme H est complet, elle converge donc vers un
élément y € H. Mais comme C' est fermé, on a en fait, puisque les z, sont dans C,y € C.

De plus, le fait que ||z — z,|°> < d? + 1/n entraine, en passant a la limite, que ||z — y|| < d. On a
donc ||z — y|| = d, puisque y € C. 2) Unicité. Si ||z — y1]| = ||z — y2|| = d, avec y1,y2 € C, alors, comme
ci-dessus, Iidentité du parallélogramme donne :

2

Y1+ Y2 2
| + Iy — vl

2
=2 (e —pll* + o — pal?) =2 (& + )

40 + g — yol? <4Hx

d’ou |ly; — y2|\2 < 0, ce qui n’est possible que si y; = ys.
3) Preuve de ().
a)SizeC,ona (1—t)y+tze C pour 0 <t <1, par la convexité de C'; donc :

lo = (1= t)y — tz]|* > [l -y,
soit en développant ||z — (1 —t)y — t2]|?> = ||(z — y) + t(y — 2)||? avec la Proposition 2.2.1 :
2y — 2> + 2t Re(z —y | y — 2) > 0.
Pour ¢ # 0, divisons par t, puis faisons ensuite tendre ¢ vers 0; il vient Re(x —y | y — 2) > 0, soit :
Re(z —y| 2 —y) <0.

b) Réciproquement, si y vérifie (x), on a, pour tout z € C' :

lz—zl> = (z—y+ @y —2)|* =[]z —y|]*+||y — 2I” + 2Re(z —y | y — 2)
=z —yll>+ly— 21> —2Re(z —y | 2 —y) = ||lz — y[|*;

donc y = Po(z), par unicité . m

2.3.2 Conséquences

Proposition 2.3.1. L’application P : H — C' est continue ; plus précisément, on a , pour tous x1,xs € H :
[Pe (1) = Po (x2)|| < [lzy — a2 -

Preuve. Posons y; = Pc (r1) et yo = Po (22) ; la condition (*) donne :

Re(z1—y1 |2 —y) <0 Vze(;
Re(za—y2 | 2/ —y2) <0 V' eC.
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En prenant z = y5 et 2/ = 41, et en additionnant, il vient :

Re ([z1 —y1] = [#2 — y2] | y2 —y1) < 0.
On obtient donc :

lyr = y2)l* = Re [ly1 — ol|” = Re ([yo — @2 + [w2 — 21] + [21 — 31] | y2 — v1)
=Re([z1 —y1] — [x2 — y2] [ y2 — 1) + Re (z2 — 21 | y2 — y1)
<Re(ra — o1 [y2 —11)
<2 =21 [y2 —yo)| < [loz — 21l [y2 — w1l
par 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Il en résulte, en divisant par ||y2 — y1]| (que 'on peut supposer non nul,

car sinon le résultat est évident), que 'on a bien |ly1 — y2|| < ||z2 — z1|| W Dans le cas ol le convexe C est
un sous-espace vectoriel, on a de meilleures propriétés.

Théoreme 2.3.2. Si F' est un sous-espace vectoriel fermé de l’espace de Hilbert H, alors
Uapplication Pr : H — F est une application linéaire continue, et Pp(x) est l'unique point
y € F tel que :

‘yeF et m—yGFJ-‘.

Preuve. Preuve. D’abord, siy € Fet x —y € F+, on a :

dist(z, F)* = inf [|lz — 2|? = inf [llz - yl? +lly = 2] = llz = yll*;

donc ||z — y|| = dist(x, F) et y = Pp(x). La réciproque résulte de la condition (*) :
Re(zr—y|z—y) <0, VzeF,
en effet, comme F' est un sous-espace vectoriel, on a :
z=y+weF, YweF e Viek
Lorsque H est réel, on a donc, pour tout w € F :
Me—y|lw)=(z—y | w) <0, VAeER

ce qui n’est possible que si (z —y | w) = 0. Lorsque l'espace H est complexe, on a, de méme, pour tout
weF:
ARe(z —y | w) =Re(z —y | \w) <0, VAER,
et, avec z =y + i \w :
Am(z —y |w) =Re(z —y | iAdw) <0, VAeR
ce qui, de nouveau, n’est possible que si (z —y | w) = 0. La linéarité de Pr est alors facile a voir,
grace a l'unicité; en effet, si y; = Pr (1), y2 = Pr (z2), alors (z1 — 1), (v2 — y2) € F*; donc, pour
ar,az € K, (121 + agw2) — (a1y1 + agyz) € F-; done Pr (a171 + agrs) = aryr + agyz. W
Notons que la continuité a été vue a la Proposition 2.3.1, et qu’en prenant x5 = 0 dans cette proposition,
on a: ||Pr(x)| < ||z|| pour tout « € H ; la norme de Pr est donc < 1. Mais comme Pp(x) = x pour tout
x € F, on obtient, si F' # {0}, que|||Pr| =1].
A titre d’exercice, on pourra montrer que, pour un convexe fermé C, Po est linéaire si et seulement si
C est un sous-espace vectoriel.

Théoréme 2.3.3. Si H est un espace de Hilbert, alors, pour tout sous espace vectoriel

fermé, on a :
H=FaF|

et la projection sur F parallélement & F+ associée est Pr. Elle est donc continue, de sorte
que la somme directe est une somme directe topologique.
On dit que Pp est la projection orthogonale sur F.
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Le fait que H soit la somme directe de F' et F'* signifie que tout = € H s’écrit, de facon unique,

r=y+z| avec|y € F,z € F- | Notons que, puisque F et F* sont orthogonaux, on a : [|z||? = ||y||I?+||z|?;
Yy y Yy , que, puisq g , Yy ;

en d’autres termes :

2> = [1Pr@)|° + llz — Pr()||”.

On retrouve le fait que Pp est continue et de norme 1, si F' # {0}. On voit aussi que || Idyg — Pr| =1, si
F+ # {0}; mais on verra juste aprés qu'en fait Idy — Pr est la projection orthogonale sur FL.

Preuve. On a x = Pp(z) + (v — Pr(x)), avec * — Pp(z) € F*, par le Théoréme 11.2.4. D’autre part,
six € FNFL, on a, en particulier, (z | ) =0; donc z = 0. m

Remarque. Le Théoreme 2.3.3 est vraiment spécifique aux espaces de Hilbert ; en effet, J. Lindenstraus
et L. Tzafriri ont montré en 1971 que si F est un espace de Ba nach dans lequel tout sous-espace vectoriel
fermé est 'image d’une projection conti nue, alors cet espace E est isomorphe a un espace de Hilbert. La
preuve repose sur le Théoréeme de Dvoretzky, disant que tout sous-espace vectoriel de dimension finie n
d’un espace normé contient un sous-espace vectoriel, de dimension "assez grande"', de 'ordre de logn, qui
est trés proche d’un espace de Hilbert (voir le Chapitre 8 du livre : D. Li H. Queffélec, Introduction a
I’étude des espaces de Banach - Analyse et Probabilités, Cours Spécialisés 12, Société Mathématique de
France, 2004).

Le résultat suivant peut étre montré directement, mais il est facilement obtenu a partir du Théoreme
233 m

Corollaire 2.3.1. On a F+ = F pour tout sous-espace vectoriel F' de lespace de Hilbert H.

Preuve. Comme F est un sous-espace vectoriel fermé, par la Proposition 2.2.2, on H = F++ @ F+

D’autre part, on peut aussi appliquer ce théoréme au sous-espace vectoriel fermé F : H = F & (F )=
F @ F*. 1l en résulte, puisque 'on sait que F C F++ que F*- =F. =
Notons qu’en général un sous-espace vectoriel a une infinité de supplémentaires; mais il n’a qu’un seul
supplémentaire orthogonal.

On en déduit, puisque H+ =0 et 0+ = H , le critére trés pratique suivant de densité.

Corollaire 2.3.2. Soit H un espace de Hilbert, et F' un sous-espace vectoriel de H. Alors F'
est dense dans H si et seulement si F+ = 0.

Ainsi, pour montrer qu’un sous-espace vectoriel F' est dense dans H, il suffit de vérifier que :

[(zly) =0, ¥z e F] — y=0]|

Voyons un exemple d’application. Rappelons que le support de f : R — C, noté supp f, est 'adhérence de
xeR; f(x)#0.

Théoréme 2.3.4. L’espace & (R) des fonctions continues sur R d support compact est
dense dans L*(R).

Ce théoreme se démontre, sous une forme plus générale d’ailleurs, dans tout cours d’Intégration (voir
aussi le Théoréme II1.1.2) ; mais il s’agit ici, méme si le résultat est important par lui-méme, de voir
comment appliquer le Corollaire 2.3.2

Notons que # (R) n’est pas réellement contenu dans L?(R), puisque ce dernier est un espace de classes
d’équivalence de fonctions, mais, comme deux applications continues qui sont égales presque partout, pour
la mesure de Lebesgue, le sont en fait partout, 'application canonique j : # (R) — L?(R), qui associe a
chaque fonction sa classe d’équivalence, est injective; on peut donc identifier chaque N € .7 (R) & sa classe
d’équivalence j(f), c’est-a-dire # (R) aj[.# (R)].

Preuve. Soit g € L?(R) telle que :

(F19)= [ aix=o. vrexm.

On veut montrer que g = 0.
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En prenant les parties réelles et imaginaires, on peut supposer que g est a valeurs réelles, et ’on écrit
g=g" —g . On a, pour toute f € #(R) :

/ ft)g*(t)dt = / f(t)g™(t)dt.
R R
Soit a < b. Il existe des f,, € # (R) telles que :

0< fn < 1]a,b|
fn(t) j 1]a,b[(t) pour ¢ € R,

et telles que la suite (f,),, soit croissante.

— 4
a4 arim beth b

Le Théoreme de convergence monotone donne :

b b
/ gt (t)dt = tim 1 | fuOgT@dt = Tim 1 [ fu()g” (1)t = / g~ (t)dt.
a R R a

n— oo n— 00

Cela veut dire que les mesures positives p1 = g7\ et v = g~ .\ sont égales sur tous les intervalles ]a, b[ et y
prennent des valeurs finies :

b b
[ ot wae< [Clalar= [ la®on i < Vi=algl < +.

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Le Théoreme d’unicité des mesures dit alors que pu = v. Cela signifie
que gt = g~ presque partout, c’est-a-dire g = 0 dans L*(R). m

Corollaire 2.3.3. €([0,1]) est dense dans L?(0,1).

Preuve. Soit f € L?(0,1). Prolongeons-la en f sur R par 0 en dehors de [0,1]. On a f € L*(R). Pour
tout € > 0, il existe g € #(R) telle que || f — g||z2r) < €. Soit h = gjjo,1] la restriction de g & [0,1]. On a,
d’une part, h € ([0, 1]) et, d’autre part, ||f — h|[z2(0,1) < = gllr2m) <e. m

2.3.3 Représentation du dual

Rappelons que le dual est :
H*={®:H —K; & linéaire continue},

ol K =R ou C est le corps de base.

Savoir donner une représentation "concrete" du dual d’un espace fonctionnel per met souvent de
résoudre des problémes sur ’espace lui-méme. Dans le cas des espaces de Hilbert, c’est particulierement
simple.

Rappelons d’abord que nous avons vu que, pour tout y € H , la forme linéaire ®, : € H — (z|y) est
continue, c’est-a-dire est un élément du dual H*, et que ||®,| = ||y[|. Il s’avere que tous les éléments du
dual sont de cette forme.

Théoréme 2.3.5 (Théoréme de représentation de Fréchet-Riesz). Soit H un espace de

Hilbert. Pour toute ® € H* | il existe un (unique) y € H tel que | ®(x) = (z|y) | pour tout
r e H .
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Ce théoréme a été prouvé, de facon indépendante, par M. Fréchet et F. Riesz en 1907, pour H = L?(0,1);
les deux articles ont été publiés, par coincidence, dans le méme numéro des Notes aux Compte-rendus de
I’Académie des Sciences.

Une autre fagon de voir ce théoreme est de dire que I'application :

J: H — H*
Y — (I)y:'](y)

est surjective. Elle est donc bijective car ¢’est une isométrie (au sens des espaces métriques) : ||J(y) — J (/)| =
1By = @yl = [[Py—y || = lly =¥/l
Notons que dans le cas réel, J est linéaire, mais que dans le cas complexe, elle n’est que semi-linéaire.

Preuve. Nous savons déja que J est une isométrie métrique ; cela prouve l'unicité. Ce qu’il faut voir,
c’est la surjectivité.

Soit ® € H*, non nulle. Comme ¢ est continue, le sous-espace vectoriel F' = ker ® est fermé. Donc :
H = (ker ®) @ (ker ®)*.

Mais comme @ est une forme linéaire non nulle, ker ® est de codimension 1; donc (ker @)1 est de dimension
1.

Soit u € (ker @), de norme 1 , et posons y = ®(u)u. Alors, comme y € (ker ®)*, ®, est nulle sur ker
®; mais, d’autre part :
@y (u) = (u ] y) = @(u)(u | u) = @(u)||ul* = 2(u)

Ainsi 'on a bien & = ¢,. m

Remarque. La valeur y = ®(u)u peut sembler "tomber du ciel”. En fait, si 'on veut avoir ®(z) = (z|y)
pour tout x € H , on doit 'avoir pour z € ker® ; donc y doit étre dans (ker@){. Ainsi y = cu, et ’égalité
®(u) = (uly) entraine ®(u) = ¢(u|u) = ¢|jul|> = ¢ . On a donc forcément y = ®(u)u . m

2.3.4 Adjoint d’un opérateur

On appelle opérateur sur H toute application linéaire continue T': H — H .

Proposition 2.3.2. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout T € £ (H), il existe un autre opérateur, noté
T*, et appelé 'adjoint de T, tel que :

[(T2ly) = (2|T"y) |, Va,y € H.

De plus || T[] = [|T]| .
Preuve. Soit y € H. L’application :

¢,0T: H-—H
zr— (Tz | y)

est une forme linéaire continue sur H ; il existe donc, par le Théoréme de FréchetRiesz, un unique élément
de H, que l'on notera Ty, tel que :

(@[ T"y) =Tz |y), VzeH.

A cause de 'unicité, 'application T* : y € H — T*y € H est clairement linéaire : si y;,y2 € H et
ai,as € K, on a, pour tout x € H :

(x| T* (a1y1 + a2y2)) = (T | aryr + az2y2) = a1 (Tw | y1) + ag (Tx | y2)
=ay (x| T )+ as (x| T y2) = (x| a1 T y1 + axT y2)
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done T* (a1y1 + asy2) = a1T*y1 + axT*ys.

D’autre part, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :
[(@y o T) (x)| = [(Tz [ y)| < 1 T=l[lyll < T[] lIy]l:

donc [|[T*y|| = ||y o T|| < ||IT|||ly]|- Cela prouve que 'application linéaire T* est continue et que ||T%|| <
17

Pour voir que ||T|| < ||T%]|, remarquons que T™* a lui-méme un adjoint 7**, et que 'on a T** =T :
(y | T"2) = (T"y | x) = (y | Tx)

pour tous z,y € H ; cela implique que T**z = Tz pour tout z € H. Alors ||T|| = ||T**|| < ||T*|| =

2.4 Bases orthonormées

Pour éviter de parler de familles sommables, on se restreindra aux espaces séparables. Pour le cas
général, on pourra se reporter, par exemple, au livre de G. Choquet, Cours d’Analyse, Masson.

2.4.1 Espaces séparables

Définition 2.4.1. Un espace topologique E est dit séparable s’il existe une partie D C E qui est dénombrable
et dense dans E : D = F .

Dans le cas des espaces normés, on a une notion équivalente.

Proposition 2.4.1. Soit E un espace vectoriel normé. Pour que E soit séparable, il faut et il suffit qu’il
existe dans E une partie A qui soit dénombrable et totale dans E.

On dit qu’une partie A d’un espace vectoriel normé E est totale lorsque le sous espace vectoriel vect
(A) engendré par cette partie est dense.

Preuve. Le Q-sous-espace vectoriel (respectivement le (Q + ¢Q)-sous-espace vectoriel) engendré par
A est dénombrable et son adhérence est la méme que celle de vect (A). m Exemples. 1) Tout espace
vectoriel de dimension finie est séparable. 2) Les espaces ¢y et £, pour 1 < p < oo, sont séparables, car si

en=(0,...,0,1,0,...)
T

ni2me place

alors A = {e,;n > 1} est totale, puisque, pour tout = = (§1,&2,...) € {p, on a :

le = (Grer + -+ &re)l” = D Jal” — 0
k=n-+1

et lorsque = € ¢g :
|2 = (§re1 + -+ 4 &nen)llo = sup [&] — 0.
k>n+1 n— oo

On peut montrer (Exercice 19 du Chapitre I) que ¢, n’est pas séparable. m

Proposition 2.4.2. Tout sous-espace d’un espace métrique séparable est séparable.
Preuve. Soit E un espace métrique séparable, D = {z,;n > 1} une partie de F dénombrable dense,

et I C E. Pourtout couple d’entiers n,k > tels que F' N B (x,,1/k) ne soit pas vide, choisissons un
élément y, r € F'N B(zy,1/k); sinon (pour des questions de notation), posons y, r = Yo, ol Yo est
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un élément fixe donné de F (on peut supposer F' non vide). Alors Dy = {y, x;n,k > 1} est une partie
dénombrable de F', et elle est dense dans F : soit y € F'; il existe, pour tout £ > 1, un entier n > 1 tel
que d (y,z,) < 1/k;onadoncy € B(xy,1/k); donc FN B (x,,1/k) #0, et y,r € FN B (x,,1/k); alors
d (ya yn,k) <d (y, xn) +d (xny yn,k) < Z/k u

Remarque. Ce n’est pas vrai dans les espaces topologiques généraux. En effet, pour tout ensemble I,
il existe un "gros" espace compact 81, appelé compactifué de StoneCech de I dans lequel T est dense (il a
la propriété que toute fonction bornée sur I a valeurs scalaires se prolonge de fagon unique en une fonction
continue sur 31, avec les mémes bornes). Le compactifié de Stone-Cech BN de N est donc séparable ; mais
on peut montrer que SN\N n’est pas séparable.

Notons que, d’apres la propriété de prolongement, I’espace € (SN) des fonctions continues sur SN est
isométrique & lo. Alors cg est isométrique au sous-espace {f € € (BN); f(z) = 0 pour x € SN\N}. La non
séparabilité de I’espace topologique SN\N correspond & la non séparabilité de 1’espace de Banach quotient
Eoc /CO . n

2.4.2 Systemes orthonormés
Nous supposerons dans la suite que H est un espace préhilbertien, de dimension infinie .

Définition 2.4.2. Soit (u;);c; une famille d’éléments de H, indexée par un ensemble arbitraire I, non
vide. On dit que c’est une famille orthonormée, ou un systéme orthonorme, si :

Djugl| = 1,Vi € I;

2u; L uj, Vi # j.

Notons que tout sous-systéme (u;)ics (J C I) d’un systéme orthonormé (u;);cr est encore orthonormé.

Exemples. 1) Dans ¢, la suite (e,),>1 est orthonormée.
2) Dans L%(0,1), on pose :

en(t) = 2™ | n e Z;
le systéme (e, )nez est orthonormé ; on dit que c’est le systéme trigonométrique . m
Proposition 2.4.3. Si le systéme fini (uq, ..., u,) est orthonormé, alors, pour tous ay,...,a, € K :

n
§ apU
k=1

2 n

=D lail*

k=1

Preuve. Il suffit de développer en utilisant la Proposition I1.1.3 :

n 2 n
D anug|| = llawur]® + D (apun | ajuy),
k=1 k=1

ki

et d’utiliser que ||agpur| = |ak| ||ux|| = |ak| et que, pour k # j, (agus | aju;) = ard; (ug | u;) =0

Corollaire 2.4.1. Toute famille orthonormée est libre (c’est-a-dire que les vecteurs la composant sont
linéairement indépendants).

Proposition 2.4.4 (Inégalité de Bessel). Soit H un espace préhilbertien. Pour toute famille orthonormée
(u3);c; dans H, on a, pour tout x € H :

2
Yier (@ [ui)]” < [l]?.
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Dans 'inégalité ci-dessus, la somme au premier membre est définie de la fagon suivante : si (a;);er est
une famille de nombres réels positifs, alors :

déf
Se Y

icl JCI,J finie icJ
Si ly(I) = {(ai)iel €KLY o la;|* < —|—oo}7 l'inégalité de Bessel entraine que 1’on a une application :

S: H—s ()
z— ((w|u;))ier

elle est linéaire, et I'inégalité de Bessel dit de plus qu’elle est continue, et de norme < 1.

Preuve. Si & = (z | u;), on a, puisque la famille est orthonormée, pour toute partie finie J de I :

r=> &u

ic€J

2
= |lz))* - 2ZR6 (v | §ug) + Z &

icJ i€J

0<

ce qui donne le résultat car (z | &u;) = & (x| w) = &&= \§i|2. [

Proposition 2.4.5. Soit H un espace préhilbertien et soit (up)n>1 une suite orthonormée dans H. Si un
vecteur x € H peut s’écrire x =Y~ Eyuy , alors on a forcément | &, = (x|uy,) | pour tout n > 1.

Ici "suite" signifie "famille dénombrable’.

Preuve. Pour chaque k£ > 1, la forme linéaire ®,, est continue; donc :

n=1 n=1

Proposition 2.4.6. Soit (un)n21 une suite orthonormée et r = Zzozl Enup. Soit F, le sous-espace
vectoriel engendré par uy, ..., Uy,. Alors :

Pr, (x) = Z Epug
k=1

Preuve. Comme on a &, = (z | u), par la proposition précédente, on obtient que (z — >, _; &euk | uj) =
0 pour tout 7 < n; donc si y, = 22:1 &pug, on a x — gy, € F-. Comme y, € F,, la caractérisation du
Théoréme 11.2.4 dit que y, = Pg, (z). =

Proposition 2.4.7. Si H est un espace de Hilbert, et (un)n>1 est une suite orthonormée dans H, alors,
pour toute suite (fn)n>1 € ly, la série Y~ | Eyuy, converge dans H.

En d’autres termes (en utilisant la Proposition 2.4.5), Uapplication linéaire continue :

S : H— 42
z— ((|un))n>1

est surjective.

Preuve. Il suffit de remarquer que la série vérifie le critere de Cauchy, car la Proposition 2.4.3 donne :

n+p n+p

1Y Grunll® =D el — 0,
k=n k=n noree

uniformément en p =
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2.4.3 Bases orthonormées

Définition 2.4.3. On dit qu’une suite orthonormée (un)n>1 dans un espace préhilbertien H
est une base orthonormée de H si l’ensemble u,;n > 1 est total dans H. On dit aussi que
(un)n>1 est une base hilbertienne.

Notons que, comme on s’est restreint & prendre des familles dénombrables, ’espace H sera forcément
séparable.

D’autre part, il faut noter que cette notion de base orthonormée est, en dimension infinie, différente
de la notion de base, au sens algébrique du terme : une famille de vecteurs d’un espace vectoriel est une
base si tout vecteur peut s’écrire, de facon unique, comme combinaison linéaire d’un nombre fini de termes
de la famille; or le théoréme qui suit dit que, pour une base orthonormée, tout élément s’écrit comme la
somme d’une série, qui fait intervenir tous les termes de la base orthonormée.

Théoréme 2.4.1. Soit H un espace préhilbertien et soit (u,)n>1 une base orthonormée de
H. Alors, tout élément x € H s’écrit :

T = Zgnun s avec &n = (CL‘ | un)

De plus, pour tous x,y € H, on a les formules de Parseval :

) lel? = I | ua)l* |;

o0

2) | (xz|y) Z x| up) (Y| un) |, la série convergeant absolument.

Preuve. Notons F), le sous-espace vectoriel engendré par uq, ..., u,, et posons x,, = Pg_(z) .

L’ensemble u,;n > 1 étant total, le sous espace Up>1F), est dense dans H ; alors, la suite (£7,),>1 étant
croissante, on a :
|l — @, || = dist (x, F},) — 0.

n—oo

D’autre part, d’apres le Corollaire 2.4.1, {uq,...,u,} est une base, au sens usuel, de F, ; et, par la
Proposition 2.4.5, on a donc :

k=
Mais (z — z,,) € F&; donc, pour k < n, (z,, | ug) = (z | ux) = & ne dépend pas de n. On a donc bien :

x = hm nguk = kauk

De méme y = Y 7o | (ruk, avec Cx = (y | ug). Alors, par continuité (Corollaire 2.2.2) :

(z|y) = (Z&cuﬂy)Zka(UHy):kaCk,
k=1 k=1
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qui donne l'autre identité lorsque y = x. ® Il résulte du Théoréeme 2.4.1 et de la Proposition 2.4.7 que ’on
a:

Corollaire 2.4.2. Soit H un espace de Hilbert, séparable, et soit (uy)n>1 une base orthonor-
mée de H. Alors Uapplication linéaire :
S : H— fg
z— ((2|un))n>1
est un isomorphisme d’espaces de Hilbert, c’est-a-dire un isomorphisme conservant le produit
scalaire :(S(£)1S(C)) = (&|¢) pour tous &,( € £a.

C’est en particulier une isométrie ||S(x)|| = ||z|| pour tout € H . Lorsque H n’est pas complet, on a
toujours une isométrie conservant le produit scalaire, mais elle n’est pas surjective.

L’isomorphisme récipoque est :
S_l : 32 — H

(€n>n21 — Z gnun
n=1

Nous allons voir qu’en fait tout espace de Hilbert séparable posseéde des bases orthonormées, et donc le
corollaire précédent s’applique a tous les espaces de Hilbert séparables.

2.4.4 Existence des bases orthonormées

Théoréme 2.4.2. Tout espace de Hilbert séparable posséde des bases orthonormeées.

En fait la complétude ne sert pas ici (car & chaque étape, on ne travaille que dans des sous-espaces
vectoriels de dimension finie, donc complets).

On obtient, comme conséquence du Théoréeme 2.4.2 et du Corollaire 2.4.2, le résultat essentiel suivant,
dans lequel, cette fois-ci I’hypothése de complétude ne peut étre omise.

Théoréme 2.4.3. Tous les espaces de Hilbert séparables, de dimension infinie, sont iso-
morphes entre-euz, et en particulier a {y .

Preuve du Théoréme 2.4.2 . On utilise tout simplement le procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt.

Prenons une partie dénombrable {v,;n > 1} totale. On peut supposer que les v,,n > 1, sont

linéairement indépendants (en supprimant ceux qui sont combinaison linéaire des précédents).

Soit F,, le sous-espace vectoriel engendré par vy, ...,v,. On pose u; = Hf)i”, et
U/
/ _ _ n+1
Uny1 = Pri (Ung1),  Ung1 =77
[yl

Alors la suite (un)n>1 est orthonormée, et ’ensemble {u,;n > 1} est total car le sousespace vectoriel
engendré par uq, . .., u, est F,,. En effet, par le Théoréme 2.3.2, pour 2 < k < n,onau) —vy € F,j-_l-l = Fi_1,
et donc uj, € Fy, puisque vy € Fy, et F_1 C Fy,.
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2.5 Séparabilité de L?(0,1)

2.5.1 Théoréme de Stone-Weierstrass
C’est un théoréme de densité dans lespace Gxr(K) ou éc(K) des fonctions continues f : K — R ou C,

ou K est un espace compact. Selon que 1'espace est réel ou complexe, il ne s’énonce pas de la méme fagon :
il faut ajouter une hypothese dans le cas complexe.

Cas réel

Théoréme 2.5.1 (Théoréme de Stone-Weierstrass , cas réel). Soit K un espace compact et
A une sous-algébre de l'algébre de Banach réelle Er(K).
On suppose de plus que :

a) A sépare les points de K ;

b) A contient les constantes.
Alors A est dense dans 6r(K).

Remarques.

1) Une sous-algebre de ¥’ (K) est un sous-espace vectoriel stable par multiplication.

2) Dire que A sépare les points de K signifie que si z,y € K sont distincts, alors il existe f € A telle
que f(z) # f(y) -

3) L’hypotheése que A contienne les fonctions constantes n’est faite que pour éliminer le cas des
sous-algebres A = {f € ¥(K); f(a) = 0} pour un a € K donné.

Notons que, A étant un sous-espace vectoriel, A contient les constantes si et seule ment si 1 € A .

On obtient la conséquence immédiate suivante. m

Théoréme 2.5.2. Soit K une partie compacte de R? ; alors l’ensemble Pr(K) de tous les
polyndémes réels a d variables, restreints a K, est dense dans €r(K) .

‘Théoréme 2.5.3. L’espace réel L2(0,1) est séparable. ‘

Preuve. Nous savons que %z ([0,1]) est dense dans L%(0,1). D’autre part, le Théoréme 11.4.2 nous
dit que Pgr ([0, 1]) est dense dans €r([0,1]). Donc &?r([0,1]) est dense dans LZ(0,1), parce que la norme
uniforme sur ¢g ([0, 1]) est plus fine que la norme de L2(0,1) : pour toute f € L% (0,1) et tout £ > 0, il
existe g € Gr([0,1]) telle que || f — gll2 < £/2; il existe ensuite p € Pr([0,1]) tel que ||g — plloo < €/2;
mais alors ||g — pll2 < ||g — Plloo < /2, et donc ||f —p|l2 < e.

Il ne reste plus qu’a remarquer que g ([0,1]) est engendré par la suite définie par :

p()(t) = 1a pl(t) = t» pQ(t) = t27 ’ pn(t) = tnv

pour obtenir la séparabilité de L%(0,1).

Notons qu’au passage, nous avons prouvé la séparabilité de €x([0,1]). m

Corollaire 2.5.1. L%(0,1) est isomorphe a lespace réel ls . ‘

C’est le théoréme démontré par Fisher et Riesz en 1907. Le point essentiel étant le fait que L%(0,1)
soit complet.
Preuve du Théoréme de Stone-Weierstrass .

Elle se fait en plusieurs étapes.
Etape 1. Il existe une suite de polynomes réels (rn)n>0 qui converge uniformément sur [0, 1] vers la
fonction racine carrée r : t — /1.
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Preuve. On définit (rn)n>0 par récurrence, en partant de 7o = 0 et en posant, pour tout n > 0 :

P (®) = ra(t) + 5 (¢~ Fa0)?).

1l est clair, par récurrence, que les r,, sont des polynémes. De plus, pour tout n > 0, on a 0 < r,(¢) < V/1;
en effet, par récurrence : on a, d’'une part, t — [y, (£)]> = 0 et donc 7,41 (t) = r,(t) = 0, et d’autre part :

Vi () = [VE—ra(0)] {1 - % (\/i+rn(t))] >0

car V't + 7, (t) <Vt + vt = 2/t < 2. Notons qu’au passage, on a vu que la suite ()0 est croissante.

Etant croissante et majorée, elle converge, vers une limite r(t). La relation de récurrence montre
que 7(t) = V/t. Reste & voir qu’il y a convergence uniforme. Premiére méthode : "a la main'. Posons
en(t) =Vt —r,(t). On a vu ci-dessus, puisque ,,(t) > 0, que :

0% cunn(®) =) [t (Vi+r0)| <t (1- %)

donc :

0 < en(t) <eolt) (1 - \/Z)n \/Z(l - ﬁ>n

2 2
< sup 2(1—x)z™  (poser z =1 —+/1/2)
0<a<1/2
=2z, (1 —z,)z], avecz, =n/(n+1)
2 2

< .
n+1x"\n+1

m Deuxiéme méthode. Il suffit d’utiliser le théoréme suivant.

Théoréme 2.5.4 (Théoréme de Dini ). Soit K un espace compact.

St (un)n>1 est une suite croissante de fonctions continues u, : K — R qui converge simplement vers
une fonction continue u : K — R | la convergence est uniforme.

C’est bien sir évidemment fauzx si l'on ne suppose pas la limite continue.

Preuve. Soit ¢ >0 .

Pour chaque z € K , il existe un entier N(x) tel que :
n>N(@x) = 0<ux)—u,(z)<e/3.

Comme u et u sont continues, il existe un voisinage de x, que ’on peut prendre ouvert, tel que :
N(z) ) ) )

- N <e/3
eV { 1)1 <
(@) |uN(I) () — uN(z)(m)| <e/3.
Comme K est compact, il existe x1,...,z,, € K tels que :
K= ]JV ().
i=1

Si N =max{N (z1),...,N (xm,)}, on a, pour n > N :

0<u(z) —up(z) <e, VzekK,
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car x appartient & 'un des V (x;) et n > N (z;) ; donc :

0 < u(e)—un(x) < u(a) — (o))
(u(@) —w (@) + (w (@) = une) (@) + (Un ) (@) = un) (2))
€
sT3t

NN

€. e,
33 7

m Etape 2. Si f € A, alors |f| € A.

Preuve. En effet, on peut supposer f # 0. Soit @ = || f||s- On a [f(z)]?/a® € [0,1] pour tout z € K. Mais,
comme 7, est un polynéme, et A est une algebre, on a r, (f2/a ) € Asi f € A. En passant a la limite, on
obtient :

lfl=a ILm Tn (fz/az) €A

la limite étant uniforme, c’est-a-dire prise pour la norme de 6r(K). m
Etape 3. Si f,g € A, alors max{f, g}, min{f, g} € A.
Preuve. Il suffit de remarquer que :

max{f, g} = %(f'i‘g"‘ lf —gl)

min{f, g} = %(erg* If —gl)

et d’utiliser I'Etape 2 (ainsi que le fait que A est un sous-espace vectoriel). m

Etape 3 bis. Si f,g € A, alors max{f, g}, min{f, g} € A.

Preuve. Cela résulte de ce que A vérifie les conditions demandées pour A : elle reste une sous-algébre
(rappelons que la convergence dans € (K) est la convergence uniforme), et, puisque A contient les constantes
et sépare les points de K, il en est a fortiori de méme pour A. m

Bien siir, par récurrence :

fivoosfn€A = max{fi,...,fn} €A et min{fi,...,f.} €A
Etape 4 . Siz,y € K et x # y, alors :
(Va,€R) (3heA) hzx)=a e hly)=p

C’est la premiére étape dans approximation : on peut obtenir avec une fonction de A des valeurs données
en deux points donnés distincts de K.
Preuve. Comme A sépare les points, il existe g € A telle que g(z) # g(y). Posons :

_B-a
g(y) — g(z)

On a bien h(z) = o, h(y) = B, et h € A, car g € A, T € A, et A est un sous-espace vectoriel. m Etape 5.
Pour toute f € €(K), pour tout z € K, et tout £ > 0, il existe g € A telle que :

h=al+ (g — g(z)I).

g(@) = f(z) et gy) < fly)+eVyeK.
Preuve. Pour tout z € K tel que z # z, il existe, par 'Etape 4, en prenant o = f(z) et 8 = f(z), une
h, € A telle que h,(z) = f(x) et h,(2) = f(2).
Notons h, la fonction constante égale a f(x) I. Alors :

(Vze K) h.(z)=f(x) et h,(z)=f(2).

La continuité de f et celle de h, donnent un voisinage, que ’on peut prendre ouvert, V, de z tel que :

yeV(z) = h,(y)<fly)+e.
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Comme K est compact, il existe un nombre fini d’éléments z1, ..., 2z, € K tels que :
K=V (z)U---UV (z1).

Alors g = inf {h.,,..., h, } € A, par 'Etape 3 bis, et I'on a, pour tout y € K : g(y) < f(y) + ¢, puisque y
appartient & 'un des V' (z;). ®

Etape 6. On a A = Gr(K).

Preuve. Soit f € 6r(K), et soit € > 0.

Pour tout z € K, il existe g, € A vérifiant les conditions données dans I'Etape 5 .

La continuité de f et celle de g, donnent un voisinage, que ’on peut choisir ouvert, U(z) de x tel que :

yelU(x) = g0 =2f) -
La compacité de K permet de trouver un nombre fini d’éléments z1,...,x, € K tels que :
K=U(z)U---UU (xp).
Alors p = max {gml yens ,gmp} € A, grace & PEtape 3 bis; et elle vérifie :

fly) —e<ely) < fly)+e, Vyek,

car chaque y € K est dans 'un des U (z;).

Cela veut dire que ||f — || < e

Comme ¢ > 0 était arbitraire, on a bien f € (4) = A.
Cela acheve la preuve du Théoréeme 2.5.1. m

La preuve de Bernstein pour un intervalle compact de R

La forme générale du Théoreme de Stone-Weierstrass a été donnée par Stone en 1948. A Dorigine,
Weierstrass avait montré, en 1885, que toute fonction continue sur un intervalle fermé borné de R pouvait
y étre approchée uniformément par des polynomes. Il utilisait pour cela un produit de convolution (voir le
chapitre suivant).

En 1913, Bernstein en a donné une belle preuve probabiliste, que I'on va exposer ci dessous. Notons
d’abord que, par un changement de variable, on peut supposer que U'intervalle en question est [0, 1].

L’idée de départ est la suivante : on fixe ¢ € [0,1] (aussi bien, si on veut, on peut ne prendre que
0 <t < 1), et on considére des variables aléatoires indépendantes X7, ..., X,, suivant toutes la loi de
Bernoulli de parameétre ¢. Alors S,, = X1 + -+ + X, suit la loi binoémiale %B(n,t) de parametres n et t.
La loi faible des grands nombres dit que 37” e t = E (X1) en probabilité. Alors, pour toute fonction f

continue sur [0,1], on a E [f (%)] — f(t). En effet, si € > 0 est donné, 'uniforme continuité de f sur
n—oo

[0,1] permet de trouver 6 > 0 tel que |f(x) — f (z')] < & pour | — 2’| < J; la convergence en probabilité
donne alors un N > 1 tel que P (|22 —t| > §) <esin > N. Alors, pour n > N, on a :

el Gl -0l

+ )
{22 —t|<s}

< 2| flloce + €

S::t|>6}‘ {SH"M
/ [S(”)

n

| - 00| ape

|- f(t)‘ aP(w)

Or E [f (52)] = sy Cht* (1 — )" ¥ f (%). On pose :

B0 =Sl -orr ()
k=0

c’est un polynome de degré n On Pappelle le n®™¢ polynome de Bernstein de f.
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On vient de voir que l'on a convergence simple de B, (f) vers f.
Nous allons voir que, grace a une estimation uniforme de la variance des variables de Bernoulli, la preuve
de la loi faible des grands nombres pour ces variables permet d’obtenir la convergence uniforme de By, (f)
vers f.

Rappelons d’abord que si X est une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli

de paramétre t, alors sa variance vaut Var(X) = t(1—t). On a, par 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

pour tout § > 0 :
IP’(‘S”—t‘>5>:}P’(S”—IE(X)’>5>:]P><S"—E(S")‘>5)
n n n n
< iVaur (Sn) = LVaur(Sn)
n n

n

= # Z Var (X;) (par indépendance)
j=1

~ Var(X)  t(1-t) . Lﬂl

T ons2 T ns2 TS ops?

Considérons le module de continuité de f, défini par :

wy(h) =sup{[f(t) = fE)];]t = t'| <h}.

Dire que f est uniformément continue signifie que wy(h) h—()) 0. Fixons un § > 0, que 'on précisera apres.
—

On a, pour tout ¢ € [0,1] (on prendra garde & différencier 'occurence w € 2 du module de continuité wy ;
on aurait pu modifier ces notations, mais ce sont celles habituellement utilisées!) :

£ = [Ba ()] (O] = \E [f@f) -/ (i)] ‘

<o (E)) = Lo-+(5)

gy g

n(
Sn
S ws(0) + 2| fllcP ('t - > 5)
1
<wyr(d) + 2||f||oom

Pour tout & > 0 donné, choisissons maintenant § de sorte que wy(8) < £/2, puis N > 1 tel que || f||oo 57757 <
€/2. On aura, pour n > N,| f(t) — [Bn(f)]t) |< € pour tout ¢t € [0,1], ce qui prouve que B, (f) tend
uniformément vers f.

2.5.2 Cas complexe

Tel quel, I’énoncé du Théoreme 2.5.1 est faux pour les espaces de fonctions a valeurs complexes. Par
exemple, si K est le disque unité fermé D du plan complexe, toute limite uniforme sur K de polynomes p,,,
est holomorphe dans le disque ouvert DD, grace au Théoréeme de Weierstrass sur la convergence uniforme
des suites de fonctions holomorphes. I’adhérence de ’algebre des polynomes n’est donc pas 6¢(K) tout
entier par exemple, la fonction z — z n’est pas dedans. En fait, cet exemple est essentiellement le seul cas
dont il faut tenir compte ; en effet, on a :
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Théoréme 2.5.5 (Théoréme de Stone-Weierstrass, cas complexe). Soit K un espace compact
et soit A une sous-algébre, complexe, de l’espace de Banach complexe € (K) . Si :

a) A sépare les points de K ;

b) A contient les fonctions constantes ;

¢) A est stable par conjugaison : f € A = f € A,
alors A est dense dans 6c(K) .

Notons qu’ici f désigne la fonction t € K — f(t) € C, ou f(t) est le nombre complexe conjugué de
f(t). Preuve. La condition ¢) permet de dire que :

f+f

fEA = Ref=""€A e Imf:f_f

2

€A

Soit :
Ar ={f € A; f(t) e RVt € K}.

La remarque ci-dessus permet de dire que :
A= Ar +iAr.

De plus, Agr est une sous-algebre de %r(K), qui contient les fonctions constantes (réelles), et sépare
les points de K : si u # v, il existe f € A telle que f(u) # f(v); mais alors Re f(u) # Re f(v) ou
Im f(u) # Im f(v), et Re f,Im f € Ag. Il résulte du cas réel que Ag est dense dans Gg(K). Mais alors,
A = Ag + iAg est dense dans €c(K) = 6r(K) + i%r(K). m Exemple. Soit K une partie compacte de C.
L’ensemble des polyndmes, a coefficients complexes, en les deux variables z et z est dense dans ¢ (K).

On notera que c’est aussi, en identifiant C & R?, I’ensemble des polyndmes, & coefficients complexes, en
les deux variables réelles z et y, en identifiant z = z + iy € C avec(z,y) € R?. =

2.5.3 Le systéme trigonométrique

Nous allons considérer ici des fonctions f : R — C périodiques, de période 1 sur R.
L’application surjective :
e1: R—U={z€eC;|z| =1}
t—s 2™ =y
permet des les identifier aux fonctions définies sur U. On peut aussi les identifier aux fonctions définies sur
le tore T = R/Z.

De plus, on sait que pour toute fonction f continue sur R de période 1 , il existe une unique
fonction continue f : U — C telle que f = foe; (resp. f : T — C telle que f(z) = f(z + Z)).
L’espace ¢1(R) des fonctions continues sur R de période 1 , muni de la norme || f|lcc = sup,eg |f(2)],
s’identifie donc & 'espace €' (U) des fonctions continues sur le compact U. Il s’identifie aussi au sous-espace
€ ={f € €([0,1]); f(0) = f(1)}. Ces identifications sont isométriques puisque :

sup | f(«)] = sup |f(z)| = sup |f(u)| = sup|f(&)]-
z€R z€[0,1] u€elU £eT

Définition 2.5.1. On appelle polynome trigonométrique toute somme finie

N2
E an627rznt

’I’L:Nl

avec a, € C et Ny, Ny € Z, N7 < N».
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Notons qu’en ajoutant au besoin des coefficients nuls, on peut toujours écrire un polynome trigonomé-

trique sous la forme symétrique :
N

§ : an€2ﬂ—mt,

n=—N
ou N est un entier positif.
On notera, pour tout n € Z :
en(t) — e?ﬂi’nt i te R
L’ensemble e,,;n € Z s’appelle le systéme trigonométrique .

Les polyndmes trigonométriques s’identifient aux polynomes usuels en u et @ sur U, puisque tout u € U
s’écrit sous la forme u = e1(t) = 2™ | et qu’alors u"e?™" = ¢, (t) , et que u = e 2™ =e_, (t) . Le

théoréme de Stone-Weierstrass complexe appliqué & 4¢(U) donne donc :

Théoréme 2.5.6. L’ensemble des polynomes trigonométriques est dense dans l’espace des
fonctions continues de période 1 sur R .

Considérons maintenant 1’espace des fonctions f : R — C mesurables de période 1 telles que :

1
/ |f(t)2dt < +oo.
0
Lorsque l'on le quotiente par le sous-espace des fonctions négligeables, ce quotient s’identifie & L?(0,1) =
LZ(0,1); en effet, pour toute fonction mesurable g : [0,1] — C, la fonction mesurable :
g: [0,1] —C

g(t)si0 <t <1
tH{ g(0)sit=1

se prolonge par périodicité en une fonction mesurable f : R — C de période 1 , et fol lg(t)|?dt = fo |f(t)|?dt.

Ces identifications étant faites, on peut énoncer :

Théoréme 2.5.7. Le systéme trigonométrique est une base orthonormée de L?C(O7 1) ‘

Corollaire 2.5.2. L’espace réel L%(0,1) posséde une base orthonormée formée des fonctions :

1,V2cos(2nt), V2 cos(4mt), . .., V/2 cos(2mnt), . ..
\/isin(Qﬂ't), V2sin(4rt), ..., \/isin(27mt), e

Remarques 1) Z étant dénombrable, on pourrait ré-indexer le systéme trigonométrique avec les
entiers positifs.

2) Le théoreéme signifie que, pour toute f € LZ(0,1), on a :

N ~
- Z f(n)en
n=—N

lim
N —o00

2

ou les produits scalaires :

F) = (flen) = [, Ft)eat)dt = [ f(t)e 2T dt |,

pour n € Z, sont appelés les coeflicients de Fourier de f. La formule de Parseval s’écrit alors fol |f(x)Pde =3, cq \f(n) |2

Nous savons qu’il existe alors une suite strictement croissante d’entiers (l,,),>1 telle que :

n—oQ

ln
lim Y f(k)e* ™ = f(t)
—ln
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pour presque tout ¢ € [0, 1].

Répondant a une question posée par Lusin en 1913, L. Carleson a montré en 1966 qu’en fait, sans
prendre de sous-suite, on a, pour toute f € L?(0,1) :

n
: n 2mikt _
dim Y7 F(k)ePT = f(t)
k=—n
pour presque tout ¢ € [0,1]. C’est un résultat d’une extréme difficulté.

Preuve du théoréme 2.5.7 Il est d’abord facile de voir que {e,;n € Z} est orthonormé :

1 1 .
_ 2mint —2mipt 3, __ 2mi(n—p)t 74 _ lsin=p

en | ey) = e e dt = e dt = .

enlen) = | / {O$n#p

11 est total car les polynomes trigonométriques sont denses dans €(U) et || - |loo = || - [|2, en utilisant le
lemme suivant :

Lemme 2.5.1. L’ensemble €1(R) des fonctions continues sur R de période 1 , identifié Wt = {f €
€ ([0,1]); £(0) = £(1)}, est dense dans L*(0,1).

En effet, si f € L*(0,1), il existe alors, pour tout € > 0,g € € = € (U) telle que ||f — g2 < £/2; il
existe ensuite un polyndme trigonométrique p tel que ||g — plloo < €/2; mais [|g —pll2 < ||g — Dlloo < €/2;
done [|f —pll2 <e.

Preuve du lemme. Soit f € L?(0,1) et soit € > 0. Nous savons (Corollaire I1.2.9) qu'il existe
h € €([0,1]) telle que ||f — hll2 < £/2. Soit M > 0 tel que |h(t)] < M pour tout ¢ € [0, 1], et notons
2
a=1-(35)
Nous allons modifier i sur [a,1] en posant hi(1) = h(0) et en prenant h; affine entre a et 1 . Alors
b €%, lnll. < M, et

1/2

Ih- mm-(/|h mofa)

=)'/ sup (h(t)] + [ha(t)])

a<t£1

4M x (M+M)=

On a donc ||f —hy]2 < e .
Exemple d’application. Soit f : R — R la fonction définie par f(t) =¢ pour 0 <¢ < 1, et prolongée
par périodicité sur R.
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Alors f € L?(0,1) et

1
115 = | =3
Les coefficients de Fourier de f sont :
1
f(n) :/ te ™Mt neZ
0

Pourn:O:foltdt: 1/2; pour n #0 :

. t727rint 1 1 —2mint 1 .
Foy =[] - [ ot = = = 5
0 0

—2min —2min —2min  27n’

La formule de Parseval [|f[3 =3, .2 | F(n)|? donne donc :
1 1 1,1 1
3T It e T it g
n#0 n=1

d’ou :
o0

1 1 1\ a2
o2 ()=
dop = <3 4> 6

n=1

Coefficient de Fourier des fonctions de L!(0,1)

Pour toute f : [0,1] — C mesurable, 1’1negahte de Cauchy-Schwarz :

/ 7 |dt<(/ th) (/1|f<t>|2dt) =(/1|f(t)l2dt)1/2

dit que £%([0,1]) € £1([0,1]). On a donc une injection naturelle de L2(0, 1) dans L*(0, 1). Par identification
de L?(0,1) avec son image dans L'(0,1), on écrira : ‘L2(O, 1) € LY0,1) ‘ Pour toute f € L'(0,1), on peut
définir les coeflicients de Fourier :

1
n) :/ ft)e™2mmtdqt, neZ
0

puisque [e=>"| = 1. On a |F(n)| < ||f]l1 pour tout n € Z. De plus :

Théoréme 2.5.8 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Pour toute fonction f € L'(0,1), ses
coefficients de Fourier tendent vers 0 quand |n|tend vers Uinfini :

f(n) — 0

|n]—o0

Preuve. Si g € L?(0,1), la formule de Parseval :
lglls = la(n)]”
neZ

montre que l'on a, en particulier, g(n) — 0.
|n]—o0

Maintenant, si f € L'(0,1), il existe, pour tout € > 0, une fonction g € L?(0,1) (par exemple g
étagée, ou bien g continue) telle que || f — g|l1 < e. Comme on a |f(n) —g(n)| < |If —gll1 < e, on obtient
|/(n)] < [g(n)] +&; done :

limsup | f(n)| < limsup [§(n)| +¢ = ¢

42



43

BIBLIOGRAPHIE



	Introduction
	ESPACES NORMÉS
	Espaces vectoriels normés
	Norme
	Quelques exemples usuels
	Espaces de Banach
	Applications linéaires
	Normes équivalentes

	Espaces vectoriels normés de dimension finie
	Equivalence des normes
	Compacité des boules


	ESPACES DE HILBERT
	Généralités
	Définitions

	Propriétés élémentaires
	Orthogonalité
	Espaces de Hilbert

	 Le Théorème de projection et ses conséquences
	Le Théorème de projection
	Conséquences
	Représentation du dual
	Adjoint d'un opérateur

	Bases orthonormées
	Espaces séparables
	Systèmes orthonormés
	Bases orthonormées
	Existence des bases orthonormées

	Séparabilité de L2(0,1)
	Théorème de Stone-Weierstrass
	Cas complexe
	Le système trigonométrique


	Bibliographie

