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Préface

Le transfert ou la diffusion de masse est ’ensemble des processus
des mouvements relatifs des différents constituants dans un mélange.
Le transfert de masse intervient dans de nombreux domaines
d’ingénierie comme les industries chimiques, pétrolicres et méme
dans les phénomeénes naturels.

Ce manuscrit est une suite aux deux ouvrages précedents qui traitent
du transfert de chaleur et du transfert de la quantité du mouvement
(mécanique des fluides).

Dans cet ouvrage, nous avons réservé le premier chapitre aux
définitions de certaines grandeurs nécessaires a la compréhension du
transfert de masse comme les concentrations, les flux et les relations
qui relient les unes aux autres. Suite a ces définitions, nous avons
introduit la loi phénoménologique du transfert de masse, la loi de
Fick et les relations de Maxwell-Stefan.

Certains profils de concentration en régime permanent sont présentés
dans le deuxiéme chapitre. Le troisieme chapitre introduit les
équations de bilan pour le transfert de masse avec un certain nombre
d’applications avec leurs solutions analytiques.

Le quatriéme chapitre est réservé aux autres mécanismes de transfert
de masse ainsi qu’a la production d’entropie qui accompagne ce
processus.

Oued EI Athmania Salah SAOULI
Décembre 2021 Soraya AIBOUD



CHAPITRE |
MECANISMES DE TRANSFERT DE MASSE
l. 1. Introduction

Le mouvement d’une espéce chimique d’une région a forte
concentration vers une autre a faible concentration peut étre observeé
en plagant un morceau de peinture bleue dans un verre d’eau. Dés
que la peinture commence a se dissoudre dans 1’eau, nous
remarquons que cette derniére est d’un bleue foncé pres du morceau
de peinture ou la concentration est élevée. A cause du gradient de
concentration établi dans ce milieu, la couleur bleue se diffuse du
morceau de peinture a fur et & mesure que le temps passe. La
progression de la diffusion peut étre suivie en observant le
changement de couleur de I’eau dans le verre.

I. 2. Fraction massique et fraction molaire

Si p, estla masse volumique de I’espéce « , la masse volumique
totale du mélange sera

a=N
P=2 Py (1.1)
-1

ou N est le nombre total des espéces constituants le mélange. A
partir de cette définition, nous pouvons définir les grandeurs
suivantes :

1) La fraction massique de I’espéce «

P P
O = T, (12)
2.Pa
a=1
2) La concentration molaire de I’espéce o
Pa
c, =—— 1.3
=1 (13)

ol M, est la masse molaire de I’espece « .

3) La fraction molaire de I’espece



C C
Xy = (1.4)

= =
a=1

Avec ces définitions, nous pouvons démontrer les relations
suivantes :

1) De la relation précédente

C
X, =—*+
C
nous avons
a=N
a=N Ca
=1
X(Z =« = — :1
a=1 c c
d’ou
a=N
X, =1 (1.5)
a=1
2) A partir de la relation
Po
X :C—a: Ma = pa
[24
c c cM,
ou
yo,
XaMa = Ta

soit



X,M, =M
a=1
3) Des relations
c
Xa E—
C

et puisque

LN
=
[N

=

il vient

d’ou

My
4)

o

sachant que

(1.6)

(1.7)



a=N

a=N 0, = ~ P :B
a=1 P P
nous trouvons
a=N
Z o, =1 (1.8)
a=1

Il est facile de trouver maintenant une relation entre la fraction
molaire X, et la fraction massique w,, en effet

c M
x,=¢=Pa _Pa_ P _, ¥
c cM, pcM, M,
c’est-a-dire
M
Xy =0 M_a (1.9)
5) De cette relation, nous avons
Oy _Xq
M M

a

il s’ensuit en sommant sur toutes les espéces «

ai“wa_la“‘x 1
SM, MZ° M

a 1

N
Il

d’ou

a=N
Og _ 1 (1.10)

a=1 Ma M

6) A partir de la relation

XOZMOZ

w, =

M



tenant compte de la relation

B=N
D XM,y =M
A=l

nous trouvons

Wy =gy — (1.11)
XgM p
B=1
7) Pour un mélange binaire, la relation (l. 7) pour I’espéce A,
s’écrit
WO
M
Dn P8
M A M B

dont le gradient est

($A+3BJ§&)A_I\GA)A(§&)A +§0)BJ
ﬁxA: A B A A A

et avec la relation @wg =1-m,, nous obtenons alors



ainsi
Vo,
- M M
VX, = A—E (1.12)
©p , W
M, Mg
evidémeént, pour I’espéce B, cette relation s’écrit
Vo,
- M M
VXg = AS (1.13)

2
O, 05
MA MB

8) Pour un mélange binaire, la relation (I. 11) pour I’espéce A,
est

o = XaAM 5
A=
XaM, +XgM g

son gradient est

(XAMA+XBMBWXAMA—XAMAWXAMA +§XBMB)

(XM +XgMpg)
d’ou
Vi, =—1aMeVXs (1.14)
(xAM A+ XM B)

en utilisant la relation gz =1-m,, nous obtenons, pour I’espece B

10



(XaM 5 +XgM5)

; (1.15)

l. 3. Vitesses

La vitesse massique moyenne V est
a=N . a=N .
Zpava Zpava a=N

_ a=1 _ a=1

=N =
p a=1 IO
Pa
%

a=N -
V=>0w\V, (1.16)
=1

ol V, est la vitesse moyenne de toutes les molécules de I’espéce

o . Le terme pV représente la masse qui passe, dans le mélange, a

travers une surface perpendiculaire au vecteur vitesse V . De méme,
la vitesse molaire moyenne V™ est

a=N - a=N .

zca a Cava a:NC
7% _ a=1 _ a=l _ ~ang
Vi = > Vo

a=1
Ca
a=1
V=Y 'xV, (1.17)
a=1

ol V, est la vitesse moyenne de toutes les molécules de I’espéce

a . Leterme cV ™ représente les moles qui passent, dans le mélange,

a travers une surface perpendiculaire au vecteur vitesse V™ .

A partir des relations (1. 16) et (I. 17) et tenant compte du fait que
a=N a=N

>, =1et > x, =1,nous obtenons

a=1 a=1
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a=1
a=N _ ~ a=N a=N N a=N R
oN, VY 0,=> oN,~ > oV
a=1 a=1 a=1 a=1
c’est-a-dire
a=N
V-V'=Yaw,l, -V (1.18)
a=1
de méme
R ~ a=N . ~ a=N - _a=N a=N - _a:N ~
Vo=V =YXV, -V =%V, -V X, =D xV, -V x\V
=1 a=1 a=1 a=1 a=1
d’ou la relation
—_ —_ C(:N — —_
V'V =3x,V,-V) (1.19)
a=1

l. 4. Diffusion moléculaire, loi de Fick

Considérons une plaque plane de verre de silice de surface S et
d’épaisseur €. Supposons initialement que les deux faces de la
plague sont au contact de I’air qui est complétement insoluble dans
le verre de silice. A un instant donné, I’air sous la plaque est
soudainement remplacé par I’hélium qui lui est trés soluble dans le
verre de silice. A cause de la structure alvéolaire du verre de silice,
les atomes d’hélium (gaz monoatomique dont les atomes sont les
plus petits de la nature) pénetrent doucement dans la plaque sous
I’action des mouvements moléculaires et apparaissent de 1’autre coté
de la plaque.

w, =0

e t<0

=
|
o
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Figure 1. 1. Développement du profil de la fraction massique
d’hélium dans la plaque.

Ce phénomene de transport moléculaire d’une substance
relativement a une autre est connu sous le nom de diffusion. Dans
cet exemple, appelons I’hélium 1’espéce A et le verre de silice
I’espéce B. Les concentrations seront données par les fractions
massiques ®, et wg. La fraction massique w, est la masse de
I’hélium divisée par la masse de I’hélium plus la masse du verre de
silice dans un volume microscopique donné. Il est en est de méme
pour la fraction massique g .

Au début, la fraction massique de I’hélium @, dans le verre de silice
est partout nulle. Juste aprés, sur la face inferieure de la plaque, la
fraction massique est égale a w,, qui n’est rien d’autre que la
solubilité¢ de I’hélium dans le verre de silice. A fur et a mesure que
le temps passe, la fraction massique de 1’hélium dans le verre de
silice se développe, avec une fraction massique nulle sur la face
supérieure et w,, sur la face inférieure. Quand le systéme atteint le
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régime stationnaire, le profil de la fraction massique dans le verre de
silice s’approche d’une ligne droite de sorte que
Dny @po =0 Dpo
N _ oD =pD,, 20 1.20
S PLns e—0 P8 o (1.20)
Ceci montre que le débit massique (ou flux massique) de 1’hélium
par unité de surface est proportionnel a la différence des fractions
massique divisée par ’épaisseur de la plaque, p est la masse

volumique du systeme hélium-verre de silice et D,g est un facteur

de proportionnalité appelé coefficient de diffusion ou diffusivité du
systeme hélium-verre de silice. Pour un élément différentiel dans la
plaque, I’équation (I. 1) s’écrit

. do
Jay=—p DABd_yA (1.21)

a) 7 7 7 - - Ve -
Le terme % a été remplaceé par j,,, le flux massique moléculaire

de I’hélium dans la direction positive des ordonnées. Cette équation
est la forme unidimensionnelle de la premiere loi de Fick. Elle est
valable pour n’importe quelle solution binaire solide, liquide ou
gazeuse, a condition de définir le flux massique relativement a la
vitesse de mélange. En général, pour un mélange binaire

Vy = @pVy, +wgVp, (1.22)
la vitesse V' est une moyenne oU les vitesses des espéces A et B
sont pondérées par rapport aux fractions massiques. Cette vitesse est
appelée la vitesse massique moyenne. La vitesse de I’espéce A n’est
pas la vitesse instantanée de la molécule A mais c’est la moyenne
arithmétique de toutes les vitesses des molécules A dans un volume
donné.

Les flux massiques j,, et js, desespeces A et B sont définis par
iny = pop (Vay ~Vy ) (1.23)

oy = Pog (Ve, -V, ) (1.24)
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localement, lors de I’inter-diffusion des deux espéeces A et B,ilya
un déplacement du centre de masse dans la direction y si les poids

moléculaires des deux espéces sont différents. Cela veut dire que les
flux massiques j,, et jg, sont mesurés par rapport au mouvement

du centre de masse. Sous forme vectorielle, la premiére loi de Fick
s’écrit

ja=—pDpgVer, (1.25)
jo =—p DAV (1.26)

ces relations sont valables dans des fluides isotropes dans lesquels
les vitesses de diffusion ne dépendent pas de I’orientation. Dans
certains solides ou fluides structurés, les vitesses de diffusion
dépendent des orientations dans 1’espace, dans ce cas

ja=—p[Dag] Vo (1.27)

ou [DAB] est le tenseur symétrique de diffusivité. Cette équation

montre que le flux massique n’est pas nécessairement parall¢le au
gradient de la fraction massique @, .

Si nous considérons un mélange binaire constitué par deux especes
A et B, a partir de la relation (I. 23), nous avons

Ja=po,(Va-V) (1.28)
sachant que
V =)V, +w5Vg (1.29)
il vient
J?A = P, (\7A — (a)A\7A + a)B\7B )) = pwy ((1— W )\7A — (()3\7B )
comme wg =1-w,, nous obtenons
Ja = Pop0g (Va4 —Vg) (1.30)

si nous inter-changeons les indices A et B, cette relation s’écrit
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A = pogw, (—( B —VA)) =— P00y (VB —\7A) =—jg  (1.31)

ja+is =0 (132)
maintenant, utilisons cette relation pour montrer que, dans un
mélange binaire D,g = Dg,, en effet

ja=—p DpgVwy = p DgaVasg = p DgaV (1-@n)
Ou encore
—p DpgVn =—p DgaV @,
par consequent
Dag = Dga (1.33)

ce résultat montre que dans le cas d’un mélange binaire une seule
diffusivité est nécessaire pour décrire la diffusion.

Dans un mélange binaire, nous avons pour les flux massiques, les
relations

in=pa (\7A _\7):_/0 DpsV @a (1.34)

Js =prs (\78 _\7) =—p DpgVeog (1.35)
et pour les flux molaires, les relations

i :CA(VA —\7*):—c D,sVX, (1.36)

Js =Cq (\7B —\7*) =—C DpsVXg (1.37)

Les vitesses V., -V et V, —V* sont respectivement, la vitesse de
diffusion de I’espéce o par rapport a la vitesse massique moyenne
V et la vitesse molaire moyenne V*.
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I. 5. Flux massique et flux molaire

Si \7a, V et V* sont respectivement les vitesses de 1’espece a par

rapport a un systeme de coordonnées stationnaire, la vitesse
massique moyenne et la vitesse molaire moyenne, le flux massique

de I’espece a est donné par I’une des formules

A, =pV, (1.38)
Ju=Pu (V. -V) (1.39)
io=p. (V. V") (1.40)
quant au flux molaire de I’espéce «, il est donné par I’une des
formules
N, =c,V, (1.41)
i, =c,\V, -V (1.42)
JZ=Ca(a—V*) (1.43)
Le flux massique total est
a=N _
DA, =pV (1.44)
a=1
et le flux molaire total est
a=N _ _
N,=cV" (1.45)
a=1

a partir de la relation (1. 39), nous avons

a:N_: a=N N _a=N - N .
D=2 Ne VD Py =pN-pN =0
=1

a=1 a=!

par conséquent
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, =0 (1.46)
a=1
de la relation (I. 40), nous avons
a=NQ* a=N . *a=N .
ZJa = pava \ Zpa =,OV _pV
a=1 a=1 a=
d’ou
a=N - -
= plV -V (1.47)
a=1

Intéressons-nous maintenant au flux molaire, en effet, a partir de la
relation (1.42), nous avons

a=N a=N N _a=N - -
-V Y ¢, =cV —¢cV
a=1

jazzca a

N
Il
4N
]
UN

soit
N

N
Il

3, =clV*-v) (1.48)

]
1]
LN

de la relation (. 43), il vient

a=N

a=N _ a=N . - - -
dYJoa=>cN, -V >, =cV —cV”
a=1 a=1

N
.L

d’ou
a=N _ -
>3, =0 (1.49)
a=1

en éliminant le vecteur vitesse V' entre les relations (1. 38) et (1. 41),

nous obtenons
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mais comme M, = p_a, nous trouvons
Ca

—

n,=M_N, (1.50)
en procédons de la méme facon avec les relations (1. 39) et (1. 42)
o =r, V)
J, =, V)

nous arrivons a la relation

J, =M, J, (1.51)

de la méme facgon, avec les relations (I. 40) et (1. 43)

nous obtenons
=M (1.52)

le flux massique total est la somme du flux massique moléculaire et
du flux massique dd a la convection

A, =], +p,V (1.53)

de cette relation, nous avons

avec I’équation (I. 44), il vient
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H = Pa "
i =f, - L2 3,
P pa
soit
- BN
Jo = ﬁa — W, Zﬁﬁ (|54)
B=1
en y substituant les expressions (1.50) et (1.51), nous trouvons
- - B=N -
Ma a:MaNa_a)a MﬁNﬁ
p=1
ainsi
- _ ANM,
Jo=N,-o, ) —Ng (1.55)
M
p=1 a

le flux molaire total est la somme du flux molaire moléculaire et du
flux molaire di a la convection

N,=J+c V" (1.56)
de la nous avons
J:=N,-c\V*

c, =N

J: =N, —?“ D> Ny
p=1
c’est-a-dire
- ~ B=N
J: =N, -x, 5 (1.57)
p=1

en tenant compte des relations (L. 50) et (I. 52), cette équation s’écrit
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par consequent
- EN'M
jo =0 —X “n 1.58
Ja a a ﬁz_ll Mﬁ g ( )

I. 6. Flux massique et flux molaire pour un systéme binaire

Pour un systeme binaire constitué de deux espéces A et B, nous
avons les relations

ia=—rDagV, (1.59)

js =—PDeaVeog (1.60)

fig = —pDpaV@g +@g(Ap +1ig )= —pDgaVarg + pgV  (1.61b)

2\

Ng = —CDgaVXg + Xg(Ng + Ng )= —CDpaVxg +CoV " (1.62b)
P

o D.. -

oWV, Vg )= wA:)Z Vo, (1.63a)

oV, —Vg )= iDQB U, (1.63b)
AB

Avec les relations (I. 63a) et (1. 63b), nous avons

P&A _\75): _%6‘%

c(\7A ~Vg )= - ii))‘(\: VX4

si nous utilisons les relations (1. 34) et (1. 36)
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nouS pouvons écrire

D pWg

C(\7A _VB)Z X/J;/}(B

avec I’élimination du terme (\7 a—Vg ) entre ces deux relations, nous
obtenons

Ja___Ja (1.63¢)
PNy CXpXg

la relation (I. 63b) est

Dag %(A

XpXg

- X
calculons VIn=2 | en effet
Xg

-~ X . _ .
VIn=2 =V(Inx, —Inxg)=VInx, - ViInxg
Xg

CVXa VX VX, V(l-X,)

Xa Xg XA Xg
VX, VX, = 1 1 Xy + X =
Xa Xg Xp  Xg XaXp

soit

= - X
VX, = X XgVIn=2A
B
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par conséquent

V, Vg =-D,sV Inz((—A (1.63d)
B

l. 7. Relations de Maxwell-Stefan

Considérons la mécanique de la collision élastique entre une
molécule de ’espéce A et une molécule de I’espéce B . La molécule

de I’espéce A a la vitesse V, et la molécule de ’espéce B a la
vitesse Vg .

A() \CA) C%

Figure 1. 2. Collision ¢€lastique entre la molécule de I’espéce A et
la molécule de I’espece B .

Lors d’une collision élastique, il y a conservation des quantités du
mouvement et des énergies cinétiques, ¢’es-a-dire

MV, +mgVg = m,Vi +mgVy
1 - 1

01 -1
“mVZ+=meVE ==mV /2 + = mpVi?
2 AV A 2 BYB 2 AV A 2 BYB

relations, a partir des quelles, nous obtenons les vitesses des
molécules de I’espéce A et de I’espéce B apres la collision
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i (mA — Mg )‘7A +2mB\75

my +Mg

\7E; _ (mB _mA)‘/B +2m,V,
mA+mB

Pour la molécule de I’espéce A, la quantité du mouvement échangée
lors de la collision élastique avec la molécule de I’espece B est

-, 2m,mg (= -
malVa -V )= ﬁm V) (1.64)
s
(PS)X — ; D (PS )x+dx
X X +dx

Figure 1. 3. Volume de contr6le pour déduire les relations de
Maxwell-Stefan.

Quand les molécules de I’espece A se déplacent dans le mélange,
elles rencontrent les autres molécules qui les freinent dans leurs
mouvements. Nous remarquons que cette situation ressemble de pres
a D’écoulement de Poiseuille d’un fluide dans un tube. Par
conséquent, nous pouvons utiliser la deuxiéme loi de Newton, qui
stipule que la somme des forces agissantes sur un systeme est égale
a la variation de la quantité du mouvement de ce systeme.

24



Dans ce volume de contrdle, les molécules de I’espece A peuvent
gagner ou perdre de la quantité du mouvement chaque fois qu’elles
rencontrent les molécules des autres especes.

Nous supposons que les seules forces qui agissent sur le volume de
contréle sont celles de la pression que nous supposons constante a
travers le systéme.

Le taux de collision entre les molécules de I’espece A et les
molécules de I’espéce B dépend du nombre des molécules de
I’espece A par unité de volume (c, =cX,) et du nombre des
molécules de I’espéce B par unité de volume (cg =cXg), ainsi, le
nombre de collision A— B par unité de volume et par unité de temps
est proportionnel a X,Xg -

La force nette qui agit sur les molécules de I’espéce A est égale a la
différence entre les forces de pression qui agissent sur les surfaces
du volume de contrdle, soit

Fo. = (PS), ~(Ps)

X+dx

la pression partielle de ’espéce A est P, =x,P et comme la
pression est constante a travers le systeme, nous pouvons écrire alors

Fox = (XAPS)X _(XAPS)

X+dXx
ou encore
d(x,PS
Fsy = (XaPS), _(XAPS)X _%
par conséquent
dx
Fg, = —PS—2
SX dx

cette force nette est proportionnelle au taux de collision et a la
variation de la quantité du mouvement du systéme, d’ou

dx
—-PS d_)? oc XAXB(VAX _VBX)

25



en tenant compte des deux autres forces Fg, et Fg, dans les
directions y et z, nous obtenons

—PS Vx, o xAxB<\7A —\73)

pour convertir cette proportionnalité en une égalité, nous
introduisons un coefficient f,g, tel que

~VXp = ;_/g XaXg (\7A ~Vg )

le terme Vx, est la force par unité de volume du mélange qui essaye
de faire passer les molécules de I’espéce A, avec une vitesse relative
(\7 ~V; ), a travers les molécules de I’espéce A. Le coefficient de
proportionnalité f,; joue le role d’un coefficient de frottement.
Introduisons, maintenant un nouveau coefficient que nous appelons
la diffusivité de Maxwell-Stefan D* ag, tel que

. PS
D ag=—-
fae
ainsi, pour I’espece A
_ X Xg V4 -V,
VX, = _M (1.65)
D a8
et pour I’espéce B
_ X, Xg (Vg =V
Vg = _M (1.66)
D sa

pour un meélange qui contient N espéces, ces relations s’écrivent

Vx, = _ﬁi‘j XXV, V)

p=1 Dup

(1.67)

en y substituant les vecteurs vitesses V, et \7ﬁ en fonction des flux

molaires N, et N, a partir de la relation (I. 41)
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nous obtenons

VX, == 2 D'y
soit
I, == LAY :XﬂN“) (1.68)
B=1 D s
en y substituant la relation
N, =3, +cV

nous obtenons

Fx = _/”i‘ (x, (jﬂ + cﬂ\;:))—* X, (9, +c,V)
p=1 af

AN (xajﬁ +X,CpV — X4, —xﬁca\7)

VX, :—i

B=1 cD"ap

d’ou

@Xa _ _ﬂi\l (Xajﬂ _ Xﬁja)
B

(1.69)
=1 CD*aﬂ

Les relations (1.68) et (1.69) sont appelées les équations de Maxwell-
Stefan.
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CHAPITRE I

PROFILS DE CONCENTRATION EN REGIME
PERMANENT

Dans la direction z , I’équation (1. 62a)

s’écrit
dxa
Na, =—CDjpg . + XA(NAZ + NBZ)

ou encore en termes de la fraction molaire X, de ’espece A

dXn [ Na +Ng, X, = — N A, (11.1)
dz cD g cD g

C’est une équation différentielle ordinaire du premier ordre avec
second membre. La solution générale de cette équation différentielle
sans le second membre est

(NAZ+NBZ ]z
Xp (2)=Ce' ©n8
et la solution particuliere avec le second membre est

NAz

%0 (2) = N Npy

par conséquent, la solution globale de 1’équation différentielle est

[NAZ+NBZ ]z N
e (1¥)

Xa(2)=Xag (Z)+Xpp(2)=Ce N N,
V4 z

ou C est une constante d’intégration. En admettant la condition aux
limites
2=2,, X(2) =Xy (11.3)

nous obtenons
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[ Naz+Np;
C=|x._ N s, e { cDaB ]Zl
A NAZ + NBZ

en substituant cette expression dans 1’équation (II. 2) et aprés
quelques manipulations algébriques, nous obtenons

N. +N _ CDps |n(NAz+NBz)XA(Z)_NAz
~ -y (Na, +Ng, ) Xpg =Ny,

Oou encore

N, CD AN 4, |n(NAz+NBz)XA(Z)_NAz (11.4)

i (NAZ+NBZ)(Z_21) (NAZ+NBZ)XA1_NAZ
I1. 1. Diffusion d’une espéce A dans une espece B immobile

Lors de la diffusion d’une espéce A dans une espéce B stationnaire,
le flux molaire total de I’espéce B est nul

NBz =0

par conséquent, le flux molaire total de I’espéce A, a partir de la
relation (1. 4), devient

N = CD ag In Nz Xa(2) =N s, _ CDps |n1_XA(Z)

soit

N, = e p1=%a(2) (11.5)
Z-1, 1-Xpy

a la distance z = z,, ce flux molaire total est

CD g In 1-Xpo

N, =
A

(11.6)

puisque le systeme est en régime permanent, le flux molaire total
reste constant, nous pouvons alors écrire

30



z2—-2; 1-Xn Z,-7; 1-Xpyn

Ou encore
z-71
1-Xy 1-Xy
d’ou le profil de la fraction molaire X,(z) de I’espéce A
z-71
xA(z)zl—(l—xAl)(l_xA2 ]22_“ (11.7)

et & partir de la relation xg(z)=1-x,(z), le profil de la fraction
molaire x5(z) de I’espéce B est

-1
Xg, |2-1
Xg(2)= XB{_J (11.8)
B1
la valeur moyenne de la fraction molaire xg de I’espéce B entre les

positions z; et z, est

-71
2 2 o
— 1 1 X -71
Xg = IXB(z)dz = IxBl(ﬁ] dz
=4y L =0y X1
en introduisant la variable
77 =
Z, =7y

la valeur moyenne de la fraction molaire xg de I’espéce B devient

o Ll Y
Xg :Xsl_[(xizj dz

0 Bl

31



a I’aide de la formule

n
jandﬂzli—a'i‘c

la valeur moyenne de la fraction molaire xg de I’espece B s’écrit

—  Xgop — X
Xg — B2 7Bl (11.9)

z+dz [------ F ———————

Liquide A

Figure 1l. 1. Diffusion de I’espéce A dans un gaz stationnaire
contenant I’espéce A et 1’espéce B.
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0,6~

X(2)

0,2

Figure 11. 2. Profils des concentrations molaires de I’espéce A et
de I’espéce B en fonctionde z.

Nous remarquons que la valeur moyenne de la fraction molaire xg

de I’espéce B n’est rien d’autre que la moyenne logarithmique des
fractions molaires aux limites.

Le flux molaire total est

CDABl
Z,-72; 1-Xn Z,-2; Xg

1-x cD X
n A2 AB |n B2

NAz =

en y substituant la valeur moyenne de la fraction molaire xg , il vient

le terme Xg, — Xg; n’estrien d’autre que X, — X,, , €N effet
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Xgs = Xg1 = (1= Xpp )= (1= Xpg ) = Xpy —Xp,
par consequent
—AB (Xpy — Xpp) (11.10)
(z, -2, )xg
cette relation représente le taux d’évaporation en fonction de la force
motrice (X —Xyy)-

NAZ:

Zz --------------------- 22

Liquide
A

Figure 11. 3. Evaporation d’un liquide d’espéce A dans un gaz
contenant ’espéce A.

Etudions maintenant la variation de la hauteur z,(t) du liquide A
dans un mélange de composition X, .

Le taux d’évaporation du liquide A dans le mélange est égal a la
diminution de la masse de sa colonne
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PaS dz(t) CD gS
- = — | Xy — X
M, dt (z, -z, (t)xg (o =)

ol p, et M, sont, respectivement, la masse volumique et la masse
molaire du liquide pur et S est la surface de section du tube
contenant le liquide pur A, aprés réarrangement, cette relation
devient

(2, - 2,()dzy(t) = - MaPas (e ~Xa) g 1y 19y
PaXp

si nous introduisons les grandeurs

O cM ADAB(X_Al - XAZ), H=z,- 21(0)’ h(t)= zl(O)—zl(t)
PaXp

et
H +h(t)=z, —z(t), dh(t)=—dz(t)
la relation (11. 11) se réduit alors a 1’équation
(H +h(t))dn(t) = Qdt
en intégrant séparement les deux membres
h(t) h(t)

[(H+h(t))dh(t)= [«dt

0
nous obtenons

Hh(t)+%h2(t)=.(2t

Oou encore

h?(t)+2Hh(t)-202t =0 (11.12)
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Z,(t)
1+ i
0,5 .
0 | | 1 | |
0 2 4 6 8 10
t
z,(t)-z/(0
Figure I1. 4. Variation de  z, (t) _at)-z(0) en fonction du

2(0)-1,
temps.

La racine positive de cette équation algébrique du second degré est

h(t) = H{ 14220 }

H2

si nous y substituons les expressions de h(t), H et £, nous
trouvons

2.(0)- 2,(t)= (2, - zl(O)){ J1+ 20M 5Dg (X3 ~ X )t 1}

paxe(z; - 21(0))2

ou sous forme adimensionnelle

7,(t)-2(0) Nl+ 20M 2D g (Xpa = Xa )t _1} (11.13)

2,(0)-12, ) Paxe(z, - 21(0))2
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cette relation peut étre utilisée pour déterminer le coefficient de
diffusion a partir de la mesure du niveau du liquide dans le tube en
fonction du temps.

Considérons la diffusion dans un film gazeux stagnant entourant une
goutte liquide en utilisant la méthode du bilan.

En régime permanent, la masse qui traverse la sphére de rayon r est
la méme que celle qui traverse la sphére de rayon r+dr,
mathématiquement, cela se traduit par 1’équation

472N 5 = 4z (r+dr)> N, g (11.14)

le flux molaire total N, 4 aurayon r-+dr peut étre développé en
utilisant la formule de Taylor et s’écrire sous la forme

NAr+dr = NAr + dr

d’ou

N
412N ,, :47z(r2 +2rdr+dr2INAr + ddAr dr}
r
ou encore apres simplification
dN
rzd—A’+2rNAr =0

r

il est facile de voir que cette relation peut s’écrire différement a
savoir
d

a?(ZNN)=0 (11.15)

puisque, d’apres la loi de Fick, le flux molaire total N,, est

cDpg  dx,(r)
1-x,(r) dr

I\IAr ==

I’équation (II. 15) devient
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df 2 CDug dx, (r) _
dr(r 1-x,(r) dr j_o (11.16)

supposons que la température a travers le film gazeux qui entoure la
goutte liquide varie avec le rayon r selon la loi

()

ou n est un nombre réel. Si nous admettons que la loi de variation
du coefficient de diffusion D,g en fonction de la température T (r)

est
Dy {Mj
Dags T

alors sa variation en fonction du rayon r s’écrit

N | w

3n
Dpp ( r ] 2
Dpes 1

en substituant cette expression dans 1’équation (II. 16) et puisque la

concentration Cc est constante, nous obtenons 1’équation
différentielle

3n+4
d| r 2 dx(r)
dr| (L—x,(r)) dr

=0 (11.17)

dont la solution est

3n+4

r2 dx, ()
(1-xa(r)) dr

ou C est une constante qu’ii faut déterminer.

=C (11.18)
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|
1
\

Film gazeux

\

Figure 11. 5. Evaporation d’une goutte liquide d’espéce A dans un
film gazeux stagnant.

I’intégration de cette équation, aprés séparation des variables, entre
X €t X,(r) pour la fraction molaire et entre 1, et r pour le rayon,

est

XA.[(r)—dXA () _ CJr' r_?dr
XAL 1_XA(r) n

cette intégrale se calcule facilement et nous donne 1’expression de la
fraction molaire x,(r) en fonction du rayon r

1-x,(r) 2Cc | 1 1

= 3n+2  3n+2
1-x,  3n+2 2* 2*
r rl

In (11.19)
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Figure 11. 6. Surface de contrdle pour déduire le bilan de masse.

L’intégration de 1’équation (II. 18) cette fois-Ci, entre X,, et Xu,

pour la fraction molaire et entre r; et r, pour le rayon, est

XTZ X (1) - CT r73n72+4dr
XAL 1_ XA(r) n

d’ou

- 3n+2  3n+2
I. I,
2 1

(11.20)

L’élimination de la constante C entre les relations (11. 19) et (11.20),

nous conduit a la relation

1—XAlr 1-x
|n A( ) |n A2
1 1 1 1
3n+2  3n+2 3n+2  3n+2
2 2 2 2
r I’1 I’Z I’l
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qui apres simplification devient
a(r)

L=Xa(r) (1% ) 7 (11.21)
ol a(r)et B sont
1 1 1 1
a(r): iz iz BT e T
rz r? rn2 r?

le flux molaire total N ,. a travers n’importe quelle sphere de rayon
r compris entre r; et r, est

3n

cD r2 dx. (r
N () =| - Lo = ()

L=xa(r)r?

la substitution de 1’expression de la dérivée de la fraction molaire

r=n

dx,(r s . .
% calculée a partir de la relation (1. 21) pour r =r;, nous
r
donne
cD 1-x
N () = S22 Al IN——2A2  (]1.21)
n+4
I 1
N 3n+2  3n+2
n2 r?
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Figure 11. 7. Profils des fractions molaires x, (r) en fonction du
rayon r pour différentes valeurs de n.

I1. 2. Contre-diffusion équimolaire

Dans le cas d’une diffusion équimolaire, nous avons
Np, =—Ng,

il est clair que la relation (Il. 4) ne peut pas étre utilisée car elle
renferme une indétermination, pour cela, nous devons prendre la
relation

dXA(Z)
dz

qui apres intégration entre les distances z=2z, et z=1z, nous
conduit a I’expression

N, =—CDpg

xA(z)—xM:—%(z—zl) (11.22)

d’ou le flux molaire total de I’espece A
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puisque le systéme est en régime permanent, nous avons toujours la
constance du flux molaire total, et ainsi

X _XA(Z) Xa — X2
A AN CDAB _AL Ac

de cette égalité, le profil de la fraction molaire x,(z) de I’espéce A
en fonction de la distance z s’écrit

Xa(2) = Xpg + (Xap —Xp1) (11.23)

2 1

quant au profil de la fraction molaire xg(z) de I’espéce B en
fonction de la distance z, il est donné par 1’expression

Xg (2) = Xgy +(Xg, — Xgy) (11.24)

2 1

11. 3. Diffusion avec réaction chimique hétérogene

Considérons un réacteur catalytique dans lequel se déroule la
réaction chimique homogéne

2A—>B

Nous supposerons que chaque particule catalytique est entourée par
un gaz stagnant contenant 1’espece A qui se transforme
instantanément et irréversiblement en I’espéce B selon la réaction
2A — B, puis ces deux especes quittent le réacteur dans un courant
gazeux contenant maintenant les deux espéces A et B.
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Gaz A .... ‘. Gaz Aet B
ST 9 %% >
...,.

Sphere du catalyseur

2 moles de A 1 moles de B
—> 4—
y4

Figure Il. 8. Schéma du réacteur catalytique et mouvement des
especes A et B.

Dans cette situation, pour chaque mole de ’espéce B se déplacant
dans la direction des z négatifs il y a deux moles de I’espeéce A qui
se déplacent dans la direction des z positifs. Par conséquent, en
régime stationnaire, nous pouvons écrire, entre les flux molaires
totaux des espéces A et B, la relation

1

o =5 Na (11.25)

le flux molaire total de I’espéce A est

Ng

dx,(z
Na, =—CDpg % + XA(Z)(NAZ + NBz)

en y substituons la relation (Il. 25), nous obtenons

dx,(z 1
Na, =—CDgg dAZ( )+XA(Z{NAZ_ENAZJ

d)l(A(Z) ~Nu g (11.26)
1—EXA(Z) D

44



I’intégration de cette relation entre les distances z=0 et z=¢ est

} dXA(Z) - _ NAZ é‘dz

XAOl—;XA(Z) CDag 0

0

{—ZIn[l—%xA(Z)ﬂ - N [Z]g

XA0 CD g

soit

2In[1—1onj:— N s (11.27)
2 cD g

en intégrant encore la relation (11.26) entre les distances z =0 et
Z = Z, nous trouvons

{— 2 In(l— % xA(z)ﬂXA(Z) = Na [2];

XA0 CD g

1 1 N
2In[1— =X, |=2In[1-=x,(2) | = ——22 2 11.28
[ 2 AO) ( 2 A( )j CD g ( )

NAz ACTi
comme le rapport —2= est constant, nous pouvons ecrire alors

CDpg
1 1 1
In[l—zon) ) In(l—zonj—ln[l—zxA(z)j
o z
1
z
1Y . LT o%w
In| 1——=Xxo In
2 1- = x,(2)

d’ou la relation
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1\
xa(2)=2- 2(1—EXAOJ (11.29)

Limite de la couche gazeuse
2 moles de A l

T 1moles de B
z=0 Y ]
Surface du catalyseur

Figure 11. 9. Schéma de la surface du catalyseur ou la réaction
2A — B alieu.

Le flux molaire total de I’espéce A est

dxA(Z)}

1_;XA(0){ dz
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Figure 11. 10. Profils des fractions molaires x,(z) et X (z)en
fonction de z pour la réaction 2A— B.

la dérivée de la fraction molaire xA(z) par rapport a la distance z
est

1

dx,(z) 2|n[12XA0)£ 1 T_;

1-—x
2AO

dz o

sa substitution dans 1’expression du flux molaire total pour z=0
nous conduit a

1 1
cDh 2 2
NAZ(ZZO):_ =

1 )
1-=x
2 A0

Oou encore
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2cD 1
NAZ(Z - 0): TAB(— In(l—EXAojj

par conséquent, le flux molaire total est

N, (z=0)= ZCEAB In 11 (11.30)
2

cette quantité peut étre interprétée comme le taux de réaction par
unité de surface du catalyseur.

A présent, supposons que la réaction 2A — B n’est pas instantanée
sur la surface du catalyseur. Admettons, dans ce cas, que le taux de
disparition de I’espéce A sur la surface du catalyseur est
proportionnel a la concentration de I’espéce A dans le liquide sur
I’interface

ou k;" est la constante de la réaction du premier ordre.

Puisque le régime est permanent, le flux molaire de I’espéce A qui
traverse la surface unité a la position z est le méme que celui qui
traverse la surface unité a la position z +dz, d’ou le bilan de masse

NAZS = NAz+sz

avec le développement de Taylor appliqué au flux molaire N ,,. 4,
nous obtenons

dN
N 5, S :[NAZ + dzAZ dsz

c’est-a-dire
dN,,

=0 (11.32)
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Limite de la couche gazeuse

NAZ
o l ............................
Z Az oo
NAz+dz
=0 Y ]

Surface du catalyseur

Figure 11. 11. Schéma pour déduire le bilan de masse de la réaction
2A— B.

le flux molaire N,, de I’espéce A, a partir de I’équation (I1.26), est

si nous substituons cette expression dans 1’équation (I1.32), nous
obtenons 1’équation différentielle ordinaire

d 1 dx(2) 0
dz l—;XA(Z) dz

dont les conditions aux limites sont

2=0, X,(2) =Xy

N
=5, =~
z XA(Z) ke
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la solution de cette équation différentielle ordinaire est
1
~2In (1—EXA(Z)] =C,;z+C,

les constantes d’intégration C, et C, sont obtenues a partir des
conditions aux limites, et sont

2In 1—1on _2in|1-1 Na
2 2 Kl

o

par suite, la fraction molaire x,(z) de I’espéce A s’écrit

z z
1 INLYo( 1 Vs
1-=x,(z)=|1-=—22 | " [1-=x 11.33
2A()( 2k1”cj( ZAO] (11.33)

Clz

le flux molaire N,, de’espece A, a partir de 1’équation (I1.26), est

NAZ<zo>—1_C£’:j (O)[dxéz(z)l_o

la fraction molaire x,(z) de I’espéce A, & partir de la relation
(I1.33), s’écrit

4 z

z 12

S
xA(z):Z_z(l_ihj (1_1XAOJ °

2 kit 2

et sa dérivée pour z =0 est

5] S e i)
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ce qui nous donne pour le flux molaire N,, de I’espece A
I’expression

_1 NAz
N,,(z=0)= ZC[;AB In 21 kiC (11.34)
1-—Xpuo
2

Pour k; trés grand (l%trés petit), le développement de Taylor
1c

1N -
du terme In|1—=—22 | en utilisant la formule
2 kjc

2

X
INl=X)= -X -2 +..-
nll-x)=—x St

nous conduit a la relation

In[ _ENAZJZ_E NAz

2 ki

en la substituons dans I’expression du flux molaire N,, de I’espece
A, nous obtenons

NAZ(Z _ 0): 2¢D g |:_1 N A, _In(l_leoﬂ

s | 2k 2
ou encore
N,,(z=0)= ZCDSB In 11 (11.35)
S| 1+ 2B | 1-"Xag
ky 2

D L (L

Le terme % montre ’effet de la cinétique réactionnelle de la
1

surface du catalyseur sur le processus de la diffusion-réaction.
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. D , N
L’inverse du terme —28 est appelé le deuxiéme nombre de
1

DamKohler Da,,
ko

AB

Da, =

I1. 4. Diffusion avec réaction chimique homogene

Considérons un récipient contenant un liquide B dans lequel se
dissout et diffuse, isothermiquement, un gaz A qui subit une
réaction homogene et irréversible du premier ordre tel que

A+B — AB

le bilan de masse, en régime permanent, de 1’espéce A dans le
volume de contréle Sdz est

NAZS - klchS dz=N Az+sz

z=0
2 S lNAZ _____________________
Liquide A
Z+dz [ l ----------------------------
7L NAZ+dz

Figure 1l. 12. Schéma pour déduire le bilan de masse de la réaction
A+B—> AB.
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I’utilisation d’un développement de Taylor, pour le flux molaire
N A,.q;» NOUS donne

z

N, S —k'caSdz=N,,S+ dZIAZ Sdz
z

d’ou

dN ,,

+k/'c, =0

en y substituant le flux molaire N,, a partir de la loi de Fick

dc,
B 47
nous obtenons, pour la concentration de I’espéce A, 1’équation
différentielle ordinaire

NAz:

d?c,
Zoa_

DAB dz

KlE, =0 (11.36)

avec les conditions aux limites

2=0, cp(2)=Ccpp

dc
z=L, —2=0
dz
si nous introduisons les grandeurs adimensionnelles
z C
==, (&)=~
E=p re)=

dans I’équation différentielle ordinaire (II. 36), nous obtenons
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9%Cnol(E) e, r(£)=0

od(Ley
c’est a-dire
2
I7E) 2 r(g)=0 (11.37)
dg
ou le paramétre constant @ est
o2 KL
DAB

pour la fonction 77(£), les conditions aux limites s*écrivent
£=0, I(¢)=1

ar@) _,
dg

la solution de 1’équation différentielle ordinaire (II. 37) est

I'(¢)=Ce? +Ce ™ (11.38)

¢=1,

les constantes d’intégration C,; et C, sont déterminées a partir des
conditions aux limites pour la fonction 77(£) et sont

—@g 2

€ €

L™ %2coshe ' 2 2cosho
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1-z/L

. . C
Figure I1. 13. Profil de la concentration molaire

fonction de z.

apres substitution de ces constantes d’intégration dans la solution (I1.
38), nous obtenons pour la fonction 77(&) 1expression

_ cosha(1-¢)

1“(5) cosh@

qui s’écrit en variables originaires sous la forme

m 2
cosh kil (1—Zj

calz) Drel L (11.39)
Cc m 2
AO cosh kL

AB

le flux molaire N ,, de I’espece A est
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ch(Z)}

N2 =0)= Dy

en utilisons 1’expression (II. 39), nous trouvons

m 2
N, (z2=0)=./Dsk{" €y tanh /‘;L (11.40)
AB

I1. 5. Absorption d’un gaz par un liquide ruisselant

Considérons I’absorption d’un gaz d’espéce A dans un film liquide
B en écoulement laminaire et bidimensionnel sur une surface
verticale sous I’effet de la gravité. Avant de commencer les calculs,
adoptons les hypothéses suivantes :

a) La diffusion du gaz dans le film liquide n’affecte pas son
profil de vitesse,

b) Lasolubilité du gaz dans le film liquide est trés faible de sorte
que la viscosité du liquide ne change pas durant le processus
d’absorption,

c) La diffusion du gaz dans le film liquide est trés lente ce qui
nous conduit a supposer que la profondeur de pénétration du
gaz dans le film liquide est trés petite devant 1’épaisseur du
film liquide

Le mouvement du film liquide B sur le plan vertical est régi par
I’équation de continuité

v, (z,x) o (z,%)

=0 11.41
0z OX ( )

et I’équation du mouvement

V, (z,x)—avZ (Z’X)+VX (z,x)—avZ (z2.x) _ g oV (2.%) (11.42)

+v
oz OX ox?
sujettes aux conditions aux limites
x=0, dL(X)zO (1.42a)
dx
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x=5,V,(x)=0 (11.42b)

le vecteur vitesse V(z,x) de I’écoulement bidimensionnel dans le
plan (z,x) est
V(z,x)=V,(z,x)k +V, (z,x)I

mais puisque le film liquide B est tres mince, il est légitime
d’admettre que la composante V, (z, x) du vecteur vitesse V(z, x) est
nulle, d’ou

V,(z2,x)=0
cela nous conduit, a partir de I’équation de continuité (II. 41), a écrire

OV, (z,x) _ 0

674
cette relation montre que la composante de la vitesse V,(z,x) du
vecteur vitesse V(z, x) ne dépendra que de la coordonnées x
V,(z,x)=V,(x)

avec ces approximations, 1’équation du mouvement (II. 42) du film
liquide B, se réduit a 1I’équation

d?Vv, (x)
v—2"2409=0
dx? J
dont la solution est
V,(x)=-3 x2 1 Cx+C,
2v

ou C,et C, sont des constantes d’intégration a déterminer a partir
des conditions aux limites (I1. 42a) et (Il. 42b), dans ce cas
52
2v

ainsi, nous obtenons pour le profil de la vitesse V, (x) I’expression
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V, (X) =Vinex [1— [gn (11.43)

ou la vitesse maximale V,,, est

2
v, -3

max
2

comme le régime est permanent, le bilan de masse de 1’espéce A
s’écrit

N AZWdX+ N AXWdZ = N AZ+dZWdX+ NAX+dXWdZ

I’utilisation d’un développement de Taylor pour les flux molaires
N a,.q, € Nayax » NOUS donne

N ,,Wdx + N , Wdz = (NAZ + dlc\;AZ dz)de+(NAX + d’:AX dx)Wdz

z z
relation, qui apres simplification, devient
Ny Nac _

e =1 (11.44)

<
Y
>

dx
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Figure Il. 14. Absorption d’un gaz A dans un film liquide B .

avec la supposition d’une concentration ¢ constante, le flux molaire
N,, del’espece A dans la direction z, conformément a I’équation
(1. 62a), s’écrit

oc,(z,x .
N, :—DAB%)+CA(Z,X)VZ ()

puisque le transfert de I’espéce A dans la direction z se fait

essentiellement par convection et que pour les solutions diluées

V' (x)=V,(x), cette équation se simplifie et devient

N, =Ca(z,X)V, () (11.45)

en ce qui concerne le transfert de I’espece A dans la direction X, il
se fait par diffusion, c’est-a-dire qu’il n’y a pratiquement aucun
transfert par convection a cause de la faible solubilité de I’espece A
dans le liquide B, de ce fait, le flux molaire N ,, de I’espece B dans

la direction X s’écrit
(11.46)

en substituant les relations (II. 43), (IL. 45) et (II. 46) dans 1’équation
(I1. 44), nous obtenons I’équation différentielle aux dérivées partielle

2\ ac, (2, x 0%c,(z,x
vma{l—(gj JL) - DABan—(Z) (11.47)

0z

avec les conditions aux limites
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2=0, c,(2,x)=0 (11.47a)

x=0, ca(z,X)=Cpp (11.47b)
x:5,M=O (11.47¢)
X

la premiere condition aux limites traduit le fait que le liquide B est
pur quand il arrive en haut de la surface verticale, la seconde
condition aux limites stipule qu’a D’interface liquide-gaz, la
concentration ¢, de I’espéce A est déterminée par sa solubilité c
dans le liquide B et la troisieme condition aux limites traduit le fait
que I’espéce A ne peut pas traverser la surface verticale.

Selon I’hypothése d’un temps court de contact, I’espéce A ne
pénétre que sur une courte distance de I’interface liquide-gaz, par
conséquent, I’espece A sentira que le liquide se déplace avec la
vitesse V. et que la surface verticale est située a une distance
infinie, avec ces hypotheses simplificatrices, nous pouvons
reformuler les équations (1. 47), (1. 47a), (1I. 47b) et (I1. 47¢c) et
écrire

Vinax %j’x) = Dpg —azch(f X) (11.48)
2=0, c,(z,x)=0 (11.48a)
x=0, cA(z,X)=Cpp (11.48b)
x=00, Ca(z,x)=0 (11.48c)
si nous introduisons la variable adimensionnelle
X (11.49)

n=——
/4DABZ
Vmax
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ac,(z,x) o d%c(z,x)

oz ox?
fonction de cette nouvelle variable adimensionnelle 7, nous
obtenons

et nous calculons les dérivées partielles en

oca(z,x) _dey(z,x) o on_o| x |_1n
oz dp a0z oz| [4D,gz 27
VmaX
dca(z,x) _ 1y dea(z,x) (11.50)
0z 2z dn '
oca(z,x) _den(z,x)on on _ 0| X 1
X dp  ox' o&x oz \/4DABz \/4DABZ
VmaX VmaX
ocalz,x) 1 dea(z,x)
ox 4D,z dpy
V

max

0%calz,x) 1 dPcalz,x)

ox? 4Dy dn?
Vv

(11.51)

max

la substitution des relations (11. 50) et (1. 51) dans I’équation (II. 48),
nous conduit a I’équation

_12 dCA(Z’X) — DAB 1 dZCA(Z’X) (“52)
212 d?] V 4DABZ d772
V

max

max

avec la concentration adimensionnelle '(#7) définie par
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I’équation différentielle (II. 52) devient

d%x dx

—dn(f)+ 277—d7(7’7) =0 (11.53)
n=0, 2(n)=1 (11.53a)
n=cw, 2(n)=0 (11.53b)

pour réduire I’ordre de 1’équation différenticlle ordinaire (Il. 53),
nous introduisons la fonction X(r) tel que

2(n)= dj—ff) (11.54)

d’ou

dont la solution est

Z(n)=Cpe™
dela
dZ(n) _Ce”
dn
et ainsi
2
2(n)=Cy[e dn+c, (11.55)

0

ou C, et C, sont des constantes d’intégration que nous déterminons
a partir des conditions aux limites (1. 53a) et (11. 53b)
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0 0

2 2
C.[edn+C, =1, C,[e dp+C, =0
0 0
des ces relations, il suit

C,-— > . c,=1

Te_nzdn
0

en substituant les expressions de ces constantes d’intégration dans
I’équation (II. 55), nous obtenons

T 2
J.e‘” dn .
z(n)zl—g—zl—ije—ﬂzdn (11.56)
i NP
Je dn

0

a partir de la définition de la fonction erreur erf(r)

2 T 2
erf(ﬂ):ﬁje d?]
0

I’équation (II. 56) s’écrit
2(n)=1~erf(n)

il s’ensuit que

Cal®X) g gl X (11.57)
CAO 4DABZ
Y

le flux molaire N,, de l’espece A al’interface liquide-gaz est

NAX(XZO):_DAB( ox
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avec la dérivee de la fonction erreur donnée par la formule

dlerf(7)) _ 2 dn 2
da Jr da

nous obtenons pour le gradient de la concentration c,(z,x)

I’expression

dl*
GCA(Z, X) 2CAO Vmax Vimax
=— e
X Jr dx
X2
_4DABZ
oca(z,X) 20,y e Vmax
X Jr  [4D g2
Vmax
qui s’écrit pour x=0
(acA(z,x)j 2, 1
Vmax
ainsi
2C, D 1
N. (x=0)= A0 A8
Ax( ) \/; 4DABZ
Vmax
soit au final
D..V
N ax (X = 0) = € [—HETE
Tz

_4DABZ

(11.58)

la masse totale de I’espece A absorbée a I’interface liquide-gaz est
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WL
m, = ”NAX(Xzo)dzdy
00

en y substituant 1’expression (I1. 58), il vient

WL
DAgV
mA:”CAO —ABTmax g7y
00 7z

en intégrant, nous obtenons

4D gV
M, =CpWL |—=1T (11.59)
L
1 T T T T T
0,8 4
0,6 4
ca(zX)cag
0,4 -
0.2 -
0 . 1 . 1 . I . I .
0 0,5 1 15 2 25 3
X/("PDABZ/Vmax)ll2

Ca(z,X)

Figure 11. 15. Profil de la concentration molaire —2 en
Cho
fonction de :
pBZ
Vmax

I1. 6. Dissolution d’un solide dans un liquide ruisselant
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Considérons le ruissellement bidimensionnel et laminaire d’un
liguide B d’épaisseur constante & sur une surface verticale
constituée d’une espece A légérement soluble dans ce liquide. Le
mouvement du liquide B sur la surface soluble est décrit par ces
deux équation qui sont I’équation de continuité et 1’équation du
mouvement

oV, (z,x) L Yy (z,x)

=0 11.60
0z OX ( )

2
M+VX(Z, X)M =0 +VL(Z’X) (“61)
p ox ox?

puisque le film liquide B est trés mince, il est 1égitime d’admettre
que la composante V, (z, x) du vecteur vitesse V(z, x) est nulle, d’ou

V,(z,x)

V,(z,x)=0
cela nous conduit, a partir de 1’équation de continuité (II. 60), a écrire

v, (z,x)
oz

cette relation montre que la composante de la vitesse V, (z,x) du

=0

vecteur vitesse V(z, x) ne dépendra que de la coordonnées x
\Z (Z’ X) =V, (X)

avec ces simplifications, 1’équation du mouvement devient

2
Vdv_22(><)+g=0 (1.62)
dx
avec les conditions aux limites
x=0,V,(x)=0 (11.62a)
oo, V(0 _g (11.62b)
dx

la solution de 1’équation (II. 62) est



Vz(x)z—zg—vx2 +Cyx+C,

ou les constantes d’intégration C; et C, , déterminées a partir des
conditions aux limites, sont

et cela nous conduit au profil de la vitesse V, (x) du film liquide B
gue nous écrivons sous la forme

V, (%)= %Lz(gj —(gﬂ (11.63)

le transfert de I’espéce A dans le film liquide B est décrit par
I’équation (II. 47) (ou le profil de la vitesse (II. 43) est remplacé par
le profil de la vitesse (I1. 63)), nous avons donc

2v o o 0z
5
A 'E
X
—>

v Z

v

Figure Il. 16. Dissolution d'une surface solide'constituée d’une
espéce A dans un film liquide B.
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comme I’espéce A est peu soluble dans le liquide B, il est possible
de considérer que la diffusion se fait sur une distance trés faible par
rapport a I’épaisseur & du film liquide B, dans ce cas, nous pouvons

écrire alors
2
X X
3)3)

et le profil de la vitesse V, (x) du film liquide B devient
g2 (. x
V,(X)=—"| 2 —=
=%, ( @j

o
Vz(x)=g7x

soit

avec cette approximation, 1I’équation (11. 64) se réduit a

. oca(z,X)  Dpgv 8%calz, x)

oz 95 ox? (11.65)
avec les conditions aux limites
2=0, c,(z,x)=0 (11.65a)
x=0, ca(z,X)=Cpg (11.65b)
x=m, Ca(z,x)=0 (11.65c¢)

La premiére condition aux limites traduit le fait que le liquide B est
pur quand il arrive en haut de la surface verticale, la seconde
condition aux limites stipule qu’a l’interface liquide-gaz, la
concentration ¢, de I’espéce A est déterminée par sa solubilité c ,,
dans le liquide B et la troisieme condition aux limites vient du fait
que I’espece A est nulle loin de la surface verticale.

avec la variable adimensionnelle 7 et la concentration molaire
adimensionnelle 2(77)
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n = X(L];’ ()= Calz.%)

9D g Vv 2

I’équation (II. 65) se réduit a I’équation différentielle ordinaire

dzzg”)wnz d2(n) _, (11.66)
dn dn
avec les conditions aux limites
n=0, 2(n)=1 (11.66a)
n=o0, X()=0 (11.66b)

pour résoudre cette équation différentielle réduisons son ordre en
posant

= dx
(n)= 2211
n
d’ou la nouvelle équation différentielle
dj—(n) +37%2(n)=0
n
dont la solution est
E(77 )= Cle_r73
1l s’ensuit, alors
dZ(ry) _ Cle"73
dr

I’intégration de cette relation, nous donne le profil de la
concentration adimensionnel, a savoir

Ui
3(n)= Clj.e_”?’dn +C,
0
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ou C;, et C, sont des constantes d’intégration déduites des
conditions aux limites (1. 66a) et (1. 66b)

0 ©
c,[er*dn+cC, =1, ¢, [e " dp+C, =0
0 0

soient

Te”adn
0

apres la substitution de ces constantes dans le profil adimensionnel
de la concentration, nous obtenons

T3 T 3 T3

Ie_” dn _[e‘” dn—je_” dn
S)=1-t

J.e7'73d77 J.ef’73d77

0 0

relation qui s’écrit sous la forme

Te‘”gdn+ie_’73df7
0 n

2(n)=——
3
je‘” dn
0

soit au final

Ie_”3d77

2(n)= 2—3 (11.67)
'[e‘” dn
0

Introduisons la fonction gamma 77(n) qui se définit par I’intégrale
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n)=[p""e"dp
0
si nous posons que

B=n dB=3n%dy

o T8 .
I’intégrale j e " dn s’écrit
0

je T4y = je‘ﬂ d’B 1]?ﬂ : e ”dp
0 3ﬁ3 3%

en comparant cette relation avec la définition de la fonction gamma,
nous remarquons que

n-1=-<
3

d’ou

Wl

et dela, il vient

je"?gdn = lr(lj = FG +1] = r(fj
: 3 \3 3 3

avec ces manipulations, nous avons pour la concentration molaire
ca(z,x) de I’espéce A la formule

T 3
e 7 dn
“«LX)—J (11.68)

<
3
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le flux molaire N,, de I’espece A a l’interface surface soluble-
liquide B est

OX

on d [ calz, X
ox dn\  Cu o
sachant que

1 1
on_0f, 95 | g5
OXx Ox| \9Dpgvz 9D VZ

il vient

1
gs |3 e’
9DgVZ

NAX(X = 0): —DasCao —(

relation, qui aprés simplification, s’écrit

1

c D256 |3

N e (x=0)=—2 (QQVABZ j (11.69)
3)

la masse totale de I’espéce A dissoute dans le liquide B est
WL
m, = ”NAX(X = 0)dzdy
00

en y substituant la relation (11. 69)
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1

m _\Tj‘ CAO gDiB6 3dZd

AT (4) vz y
oo /| =

3

et en intégrant, nous obtenons

1
m :ZDABCAOWL go 3 (11.70)
A (7} 9D,gv L

3

I1. 7. Diffusion avec réaction chimique dans un milieu
catalytique poreux

Considérons la diffusion d’un gaz, contenant I’espeéce A comme
réactif et I’espéce B comme produit, avec un taux molaire de
production par unité de volume 2, a travers un réacteur catalytique
poreux constitué de particules sphériques de rayon R.

Commencons par faire un bilan massique de I’espéce A dans une
calotte d’épaisseur dr. En régime permanent, la somme de la masse
4z r*N ,, del’espéce A qui traverse la sphére de rayon r et le taux
de production €247 r?dr est égale a la masse 47 (r+dr)° N .4
de D’espéce A qui quitte la sphére de rayon r+dr,
mathématiquement, cela se traduit par I’équation

473N + 47z r2dr2 =47z (r +dr)’ N o qr (11.72)

le flux molaire total N 4.4 au rayon r-+dr peut étre développé en
utilisant la formule de Taylor et s’écrire sous la forme

ANar g

NAr+dr = NAr + dr

d’ou

4 r*N s, +47r?dr2 = 47r(r2 +2rdr+erINAr +—dZIAr drj
.
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apres simplification, il vient
dN
r? =—A L 2rN,, +r’Q2=0
dr
cette relation peut étre réécrite sous la forme

di(erAr)+ r2Q=0 (11.72)
r

Catalyseur sphérique

{:’f Ca =Cas

Film gazeux
contenant Aet B ) R

Ik

Figure 1. 17. Particule du catalyseur poreux dans laquelle se
déroule la réaction A— B.
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Figure 11. 18. Volume de contrdle pour déduire le bilan de masse.

Sans tenir compte des mécanismes microscopiques de la diffusion a
I’échelle des pores, il est possible de définir la diffusion de I’espéce
A dans ces particules catalytiques poreuses par le biais de la relation

dc,(r
Nar =— A—é\r( )

le taux molaire de production €2 par unité de volume est

ou Set k; sont respectivement, la surface disponible par unité de

volume du catalyseur et la constante de la réaction du premier ordre.
La substitution de ces deux expressions dans 1’équation (II. 72), nous
conduit a

d 2 dCA(r) 2
—|=r‘D,—22|+r°k{Sc, =0
dr( A dr 1A

%%(rzd%pj—ki'ScA =0 (11.73)
avec les conditions aux limites
r=0, c,(r)= finie (11.73a)
r=R, ca(r)=cCpg (11.73b)

si nous introduisons la fonction 2(r), tel que

calr) &

Cas r
la derivee 960 Gecie
dr
ch(r)_C d 2(r e idZ(r)_Z(r)
dr — Madarl r ) s dr r2
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en la substituant dans 1’équation (II. 73), nous obtenons 1’équation
différentielle ordinaire

2 "
d?x(r) ks 5(r)=0

dr? D,

dont la solution est

3(r)=C, cosh /kls r +C, sinh /kls r
DA DA

qui, en termes de la concentration ¢, (r), s*écrit

Cas r \/ Dy r \/ DA

Les constantes d’intégration C; et C,, déterminées a partir des
conditions aux limites (I1. 73a) et (Il. 73a), sont

R

sinh kS R
A

en les substituant dans la solution (Il. 74) nous obtenons, finalement
pour la concentration ¢, (r), I’expression

sinh KiS r
e _R Da (11.75)
c r Z
AS sinh iS R
A
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Figure

. | | | 1. 19.
Profil
kls/DA:O,ZS d OI
0,96 4 ela
0,50
0.92r 0,75 T
calnN/cas L |
0,88 i
1,00 _
0,84+ 4
0,8 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
r
Ca(r)

concentration molaire en fonction du rayon r.

Cas

le flux molaire N, de I’espece A sur la surface des particules du
catalyseur est
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Nu(r=R)=-D, 00|

dr

la dérivée de la concentration ¢, (r), a partir de I’équation (IL. 75),

est
dr ﬂ N

sinh /k / S

qui, pour r =R, s”écrit

{_ch(r)J =Cpg _L kS ot KBS R
ar |« R \D, D,

sa substitution dans I’expression du flux molaire, nous donne

N, (r = R)=DgCps (%—\/kls coth\/gs RJ (11.76)

DA A

\/TS
sinh %
dCA(r) CAS D CAS / 19

sinh

le débit molaire de I’espéce A est

m, =47R?N,, (r =R)

My =47RD,Cps|1-R KIS coth XI5 g (1.77)
DA DA

11. 8. Contre-diffusion non-équimolaire

soit

Quand les flux molaires des deux espéces A et B sont opposés et
inégaux, la diffusion est dite une contre-diffusion non-équimolaire.
Ce type de processus se passe lors de la présence des réactions
chimiques. Dans ce cas, nous avons

en substituant cette relation dans 1’équation (IL. 4), il vient
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N, = CD g N 4, In(NAz _nNAz)XA(Z)_NAz
i (NAz_nNAz)(Z_Zl) (NAz_nNAz)XAl_NAz

d’ou

__ CDp (1-n)xa(z2)-1
N = @-n)z- zl)In @L-n)xy -1 (11.78)

a la distance z = z,, ce flux molaire total est

In
@-nXz,-2) @-n)xy -1

puisque le systeme est en régime permanent, nous avons toujours la
constance du flux molaire total, et ainsi

D pg In(1—n) Xa(z)=1_  cDpg In(1—n) Xpp —1

@-n)z-z) @-n)xy-1 (@-n)z,-2z) (@-n)xy-1
t-n)x,(2)-1 {(1—n) Xag _1}52731

I-n)xy -1 |(@-n)xy-1

NAz =

de cette relation, les profils des fractions molaires xA(z) de I’espéce
A et xg(z) de I’espéce B s’écrivent

z-71

xA(z)zi{xM— ! j{(l_n)xm_l}zz_“ (11.79)

1-n 1-n)l -n)xy -1
z-71
X (Z):L—(X _ 1 j(l—n)XAz -1 |22-u (“80)
® n-1 U™ 1-n) (1-n)xy -1 '
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0,8 : : . . . . . . .

0,61 n=0,5/1,5/2,0/3,0 -
Xa(2) 3 |
0,4+ 4
012 1 | 1 | 1 | 1 | 1
0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Figure 11. 20. Profils de la fraction molaire x, (z) en fonction de z
pour différentes valeurs de n.
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