Chapitre 2

Logique des prédicats
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Introduction
Si on prend le fameux syllogisme :

Tout homme est mortel
Socrate est un homme
Alors Socrate est mortel

Avec la logique propositionnelle, on ne peut pas exprimer ce
syllogisme avec précision.

Le langage des prédicats a les éléments et les outils qui nous
permettent de représenter ce genre d’énoncés.

Langage des prédicats

1. L’alphabet :
e Les connecteurs logiques : | , A, v, >, <
e Les quantificateurs : V , 3
e Lesvariables:x,vy, ...
e lLesconstantes:a,b, ...
e Les symboles de prédicats : P, Q, ...
e Les symboles de fonctions : f, g, ...

2. Les fonctions

C’est une généralisation des fonctions numériques sur n'importe
quel domaine D (personnes, villes, ...).

Exemples :

e D=R :f(x)=x?
e D =Tl'ensemble des humains : g(x) = pére(x)
e D=N : h(x,y) = PGCD(x,y)

Le résultat de la fonction est un élément du méme domaine
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3. Les prédicats

C’est une propriété d’'un élément du domaine ou une relation entre les
éléments du domaine.

Exemples :

e P(x) : x est un nombre premier
e Qxy): x>y

La valeur du prédicat est booléenne V ou F.

4. Les quantificateurs

e Le quantificateur universel V (quelque soit)
e Le quantificateur existentiel 3 (il existe au moins)

Exemple :

Siona:P(x):xestprésent, A(x) : x est absent
vx P(x) :Tout les étudiants sont présents
Ix A(x) : |l existe des étudiants absents

5. Les termes
e Toute constante est un terme
e Toute variable est un terme
e Siti, ... th sont des termes et f est une fonction alors :
f(t1, ... tn) est un terme.

6. Les formules
e Sity, ..., thsont des termes et P est un prédicat alors :
P(t1, ..., tn) est une formule.
e Six est une variable et a, B deux formules alors :
To, onB, avB ,a—B , a>B, vx a, Ix a sont des formules.

Exemples de formules

Vx P(x) A dy Q(y)—>P(x) , Vx Vy 3z (P(x,y) = Q(x,y,2))
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Priorité des connecteurs + quantificateurs :

T,A,v.3.9), > .o

Systeme complet

Méme définition dans le chapitre 1, sauf qu'on ajoute les
quantificateurs a 'ensemble des connecteurs

Exemple: S={l, >, V}
On a déja montré que {|, —} est un systéme complet il reste & trouver la
relation entre 3 et V. on a les propriétés suivantes:

13xa=Vxla et |Vxa=3Ila

Le champ d’un quantificateur
Le champ d’un quantificateur dans une formule est la sous formule
concernée par ce quantificateur

Exemple : Vx P(x) A dy Q(y)—>P(x)

- Lechampde 3 est Q(y)
- Le champ de V est P(x) A dy Q(y)

Les variables libres et les variables liées
¢ Une occurrence de x dans une formule a est liée si elle apparait dans le
champ d’un quantificateur, sinon elle est libre
¢ Une variable est liée si elle a au moins une occurrence liée
¢ Une variable est libre si elle a au moins une occurrence libre

Exemple :

¢+ P(x) > Q(y,2) toutes les variables sont libres
+ VxP(x) A Q(y) x est liée et y est libre

La formule close

C’est la formule dont toutes les variables sont liées et non libres

Exemple : Vx Vy 3z (P(x,y) = Q(x,y,z))
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L’interprétation

Pour donner une valeur de vérité a une formule, il faut donner une
signification a tous les symboles de la formule (prédicats, fonctions,
constantes) ainsi que le domaine des variables.

Exemple 1: o =Vx3yP(x,y) , D=N

- Si P signifie < alors o est vraie
- Si P signifie > alors o est fausse

L’évaluation

L’évaluation d’'une formule consiste a donner une valeur pour chaque
variable libre de la formule.

L’attribution d’'une valeur de vérité a une formule, nécessite une
interprétation et une évaluation de la formule.

Exemple : B = P(x,f(x))

Soit I'interprétation I tel que I(P) : « = » et I(f) : carré de ...
- Six =2 alors B est fausse
- Six =1 alors B est vraie

Satisfiabilité

Une formule o est satisfiable s’il existe une interprétation 1 et une
évaluation v, pour lesquelles a est vraie. On dit que I'évaluation v satisfait a
pour I'interprétation I. et on écrit I |= a .

Exemple : o = P(f(x,y),y) , tel que :
D=N ,I(P)=">" ,I(f) ="-", v(x) =4 , v(y) =1

I(o)y =1(P(f(x,y).y))
= 1(P) A(f(x,y),v(y)))
= 1(P) (f) (v(x),v(y)),v(¥))
=>(-(4,1),1) =>(3,1)

Un ensemble de formules I' est satisfiable s'il existe une interprétation
I et une évaluation v, pour lesquelles les formules de I sont toutes vraies.
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Modeéle d’une formule

On dit que linterprétation I est un modéle de la formule a, si toute
évaluation satisfait o pour l'interprétation I. On note I |= a

Exemple 1 : I(P) =">", I(f) = "le double de ...” , D=N*
I est un modeéle de P(f(x),x)

Exemple 2: a=P(x,y), I(P) = "... diviseur de..." , D={1 , 2)

V1 V2 V3 V4
X 1 1 2 2
y 1 2 1 2
o \' \' F Vv

On dit que a est satisfiable mais I n’est pas modéle de a

Exemple 3 : D={2,6} , I(P) ="... diviseur de... ", I(Q) ="... multiple de ..."
a=Vx P(x,y) , B=Vx 3y Q(x,y)

V1 V2 V3 Vg

X 2 2 6 6

y 2 6 2 6
P(x,y)| V vV F vV
ax,y)| V F vV vV

I#oa 1l=p.

On dit que l'interprétation 1 est un modéle de I'ensemble T, si toute
évaluation satisfait I" pour I'interprétation I. On note I |= T

Validité d’une formule

Une formule o est valide si elle est vraie pour toute interprétation I, et
toute évaluation v . On note |= .

Exemple : = 1P(x) v P(x)

Pour démontrer qu’une formule n’est pas valide, il suffit de trouver une
interprétation et/ou une évaluation pour lesquelles la formule est fausse.
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Conséquence logique

On dit que B est conséquence logique de I" (on note I'|= B), ssi
pour toute interprétation I et toute évaluation v, on a :

Si 1=, alors Il=py
Exemple : VX (a—B), Vxa |= ¥xB

Formes normales
1- Forme normale prénexe
On dit que o est sous la forme prénexe si :

e aestdelaforme: Qixi... Quxn B telque : Qi € {V,3}
e Le champ de Qnxn est B
e [3 ne contient pas des quantificateurs.

Pour transformer les formules en forme normale prénexe, on se base
sur les propriétés suivantes :

Vx o — B =3Ix (a—P)
Ix a— B =Vx (a—>p)

Sous condition : x n’apparait pas libre dans 3

o — Vx B = Vx (a—Pp)
o — Ix B =3Ix (a—>P)

Sous condition : x n’apparait pas libre dans o

Exemple : 3x P(x) > 3y P(y) ... (1)
x n’apparait pas libre dans 3y P(y)

(1)= vx(P(x) - 3y P(y))

y n’apparait pas libre dans P(X)
(1) = vx3y (P(x) - P(y))

Remarque : Si les conditions posées pour les propriétés ne sont pas
satisfaites, on procede a des modifications selon les regles suivantes :
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° VXB=VYyPByx

On obtient ar remplacement de x par
° HX B = Hy B(y/x) } B(y/X) p p pary

Exemple : Transformer en forme normale prénexe :

Ix P(x,y) — 3y Q(y,x)

¢ Xx apprait libre dans « 3y Q(y,x) », on change la variable
= 3Ju P(uy) — Jy Q(y,x)

¢ U n’apprait pas libre dans « 3y Q(y,x) »
= Vu (P(uy) - 3y Q(y,x))
¢ y apprait libre dans « P(u,y) », on change la variable
vu (P(u,y) — 3v Q(v,x))
¢ U n’apprait pas libre dans « P(u,y) »
vu 3v (P(u,y) —» Q(v,x))

2- Forme normale de Skolem

Elle consiste a éliminer tous les quantificateurs existentiels en utilisant de
nouveaux symboles de fonction ou des constantes tout en conservant la
satisfiabilité de la formule.

Etant donné : o = Vx Jy P(x,y) cette formule veut dire que pour chaque
x il existe un y qui vérifie P(x,y), c-a-d, on peut définir une fonction f(x) qui
remplacera y dans la formule.

La forme de skolem de o est donc : as = Vx P(x,f(x))

Exemple 1: B = Vxi Vxz2 3y P(x1,X2,y)
Bs = VX1 Vx2 P(x1,x2,f(X1,X2))

Pour une formule de la forme 3x B , on élimine le quantificateur et on
remplace x par une nouvelle constante.

Exemple2: o=3xP(x) = oas=P(a)

Remarques :
- la skolémisation d’une formule suppose qu’elle est sous la forme prénexe.
- La skolémisation d’une formule ne donne pas une formule équivalente.

Exemple 3: o =3x Vy Vz 3v P(x,y,z,V)
os = Vy Vz p(a,y,z,f(y,z))
31



