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Chapitre 1

Espaces L,

1.1 Rappels de quelques résultats d’intégration

Dans tout ce qui suit, Q désignera un ouvert de R” muni de la mesure de Lebesgue dx. Une fonction
festde Li(Q) si [o|f(x)]dx < oo

Théoreme 1.1 (Théoreme de convergence monotone de Beppo-1évi).
Soit (f,) une suite de fonctions croissante de Ly telle que sup,, [ f,, < co. Alors, f,(x) converge p.p. sur
Q vers une limite finie notée f(x); de plus f € Ly et || fu — fll, = 0.

Le:
/ngwandx - ngTw/fndx
Remarque 1.1.

— Dans le théoreme précédent, c’est la suite (f,;) qui est croissante et non les fonctions f;,.
— Si (fn)n>1 est une suite de fonctions mesurables sur Q dans [0, +oo] alors

oo oo
/ng’lfn(x)dx = r;/fn(x)dx.

Exemple 1.1.

On considere dans R muni de la tribue Borelienne et la mesure de Lebesgue, la suite f, = L ),
n € N. La suite f, est monotone croissante vers Iljy | ;. Bien que les fonctions f, soient uniformément
bornées par 1 et que les intégrales des f, sont finies, on a

/ f(x)dx = +oo.

R

car le théoreme de convergence monotone ne dit pas que 1’intégrale de f est finie
/ f(x)dx = lim/ fn(x)dx =1limn.
R n JR n

Exemple 1.2.

Soit la suite réelle définie par f,, = %]I[,Z’er[, n € N*, alors la suite (f,) est décroissante monotone et
converge uniformément vers 0, et on a

0= /Q f(@)dx # lim /Q o) dx = oo,
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CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

Théoreme 1.2 (Convergence dominée de Lebesgue).
Soit (f,) une suite de fonctions de L. On suppose que

a. f,(x) — f(x) p.p. sur Q.
b. 1l existe une fonction g de L, telle que pour chaque n, | f,(x)| < g(x) p.p. sur Q.
Alors, f € Li(Q) et || fu—fll,, — 0.

Exemple 1.3.

Etudions la limite quand 7 tend vers I’infini de fo% tan” (x)dx.

On a pour x € [0, %[ : [tan(x)| < 1, donc lim, . tan”(x) = 0. Et on a [tan”(x)| < 1 = g(x), avec g
intégrable sur [0, F].

Donc, par convergence dominée on a

z /4
lim tan” (x)dx = / 0dx = 0.
n—+oo JO 0

Théoréme 1.3 (Lemme de Fatou).
Soit (f,) une suite de fonctions de L telle que

1. Pour chaque n, f,(x) >0 p.p. sur Q.

2. sup,, [ fn < oo
Pour chaque x de Q on pose f(x) = lim,_,inf fy (x).

Alors f € L) (@) et
[ 1< limint [ £,
Exemple 1.4.
Soit Q = [0, +oo[ et f,(x) = ne™™. Alors, liminf, f,(x) = 0 pour x > 0. Eton a

—+o0
/ fu(x)dx = / ne ™dx=1 pourtoutn € N.
Q 0

Donc I’inégalité du lemme de Fatou peut-&tre stricte.

Corollaire 1.4.
Soit (fn)n>1 une suite de fonctions mesurables positives, qui converge simplement vers f et telle que
la suite des intégrales [ f,dx est majorée par M alors

/fdeM

Proposition 1.5 (Continuité sous I’intégrale).

Soit f: (t,x) — f(t,x) une fonction de I x Q dans C (ou I est un intervalle de R). On suppose que
— Pourtoutt € I; x — f(t,x) est intégrable.
— Pour presque tout x € Q; t — f(t,x) est continue sur I.
— 1l existe une fonction g intégrable, telle que pour tout t € I et pour presque tout x €

[f(2,x)] < g(x).
Alors la fonction
F:T—F(t)= /f(t,x)dx

est bien définie pour tout t € I, et est continue sur 1.
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CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

Proposition 1.6 (dérivation sous I’intégrale).

Soit f : (t,x) — f(t,x) une fonction de I x Q dans C (ou I est un intervalle de R). On suppose que
— Pour toutt € I; x — f(t,x) est intégrable.
— Pour presque tout x € Q; t — f(t,x) est dérivable sur I de dérivée notée %—{
— 1l existe une fonction g intégrable, telle que pour tout t € I et pour presque tout x €

of

E(t’x) < g(x).

Alors la fonction
F:T—F(t / f(t,x)d

est dérivable sur I, et pour toutt € I on a
F'(t)=

Exemple 1.5.

1. La fonction I" est définie par
—+oo
I'(p)= / e *x’"ldx, peC, Rep>0.
0

On pose f(x,p) = e *xP~! et p=a+ib. La fonction f est continue, et
[fep)| < e 2 =ga(x), x>0,a>0.

Pour tout a > 0, la fonction g, est intégrable, donc d’apres la proposition 1.5 la fonction I" est
continue pour tout a > 0. De plus,

af

%(x,p) <e " |nx[x* ' =hu(x), x>0,a>0.

Comme h, est intégrable, on peut appliquer la proposition 1.6. Donc I" est dérivable, et on a

~+oo
'(p) :/0 e " (Inx)x"~dx.

Par les mémes arguments on peut montrer que I € C™, et

~+oo
I (p) = / e *(Inx)*xP~dx.
0
2. Soit F la fonction définie par
T sin(zx)
F(t)= ———d teR.
0= e
On a F dérivable sur R et

+oo COS +oo pitx —itx
F'(t) = —|—e dx
0o X2+ 1

+o0 ltx it
- E/o 2 2 x2+1 2/00 R
On peut calculer cette intégrale (analyse complexe) et on trouvera F'(r) = %e*w. De plus,
F(0) =0alors F(r) =sgn(t)5 (1 — eI,
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CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

Définition 1.1. Soit f une fonction définie sur E evn, le support de f est défini par :

supp = {x € E : f(x) # 0}

On désigne par C.(Q) I’espace des fonctions continues sur Q & support compact.

Exemple 1.6.
Soit a > 0 et f, la fonction définie par

£100) 0 si |x|>1/a
x)=1¢ __1

“ e =22 si x| < 1/a.
Son support est [—1/a, 1/d]

Proposition 1.7 (Théoréme de densité).
L’espace C.(Q) est dense dans L1 (), c’est a dire

Ve>0,Yf € L1(Q),3g € C(Q) : ||f —2ll,, <&

L’exemple suivant va nous permettre de voir une des applications de la densité de C. dans L.
Exemple 1.7. On va démontrer un résultat connu sous le nom de Lemme de Reimann-Lebesgue qui est
lim x)cos(nx)dx = lim / sin(nx)dx = 0,

Jdim [ f)cos( Tim [ ()

ou f: R — R est une fonction intégrable.
Alors, prenons une suite de fonctions intégrables (f;), qui converge vers une fonction intégrable f.
Si la propriété est vraie pour toutes les fonctions f; on vérifie qu’elle est vraie pour f en vertu des

inégalités :
‘ / f(x)cos(nx)dx
R

< ‘ / — fr(x))cos(nx)dx| +

‘/ fr(x)cos(nx)dx

< /R|f(x)—fk(x)!dX+'/Rfk(x)cos(nx)dx
et
‘/Rf(x) sin(nx)dx| < (f( ) — fi(x)) sin(nx)dx| + ‘/fk sin(nx)dx
<

/ 0) = folas+ | [ i) sinGun)a

L’espace vectoriel des fonctions continues a support compact est dense dans L (R), et par conséquent,
il suffit de se limiter au cas ou f € C.(R). f est alors Reimann-intégrable et on peut I’approcher par
une suite de fonctions en escalier a support compact. Une fonction en escalier étant une combinaison
linéaire finie de fonctions caractéristiques d’intervalles, donc on peut établir le résultat o f est une
fonction caractéristique d’un intervalle. Soit en effet /' = 11}, ; (@ < b) une telle fonction, on a

sin(nb) — sin(na)

/RH[QM (x)cos(nx)dx = /ab cos(nx)dx = "
cos(na) — cos(nb)

b
/R 1, ) (x) sin(nx)dx = /a sin(nx)dx = ,

n

et, en faisant tendre » a I’infini on trouvera le résultat voulu.
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CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

Théoreme 1.8 (Tonelli). Soient Q; C R”", Q> C R™ deux ouverts et soit F : Q1 x Qr — R une fonction
mesurable. On suppose que

/ |F(x,y)|dy < oo, pour presque tout x €
Q

et que

/ dX/ |F(x,y)|dy < oo
Q Q
Alors, F € L; (Ql X Qz).

Théoreme 1.9 (Fubini). Soient Q; C R", Q) C R™ deux ouverts et soit F : Q; X Q — R une fonction
mesurable.
On suppose que F € L1 (] X ). Alors, pour presque tout x € Q,

Foy) €L(@) e [ Fley)dyeli(@)
De méme, pour presque tout y € €,
F(x,y) € Li(Q1) et /Q F(x,y)dy € L} (Q)
1
De plus on a

/ dx | F(x,y)dy :/ dy | F(x,y)dx= // F(x,y)dxdy.
Q) Q Q Q) Q1 xQy

Exemple 1.8.
On note A = {(x,y) € [0,1]? : x>+ > 1}, on veut calculer I'intégrale

xy
————dxdy.
/A(1+X2+y2)2 Y

Alors, On observe que la fonction (x,y) —
note

ﬁ est continue et positive sur A. Pour x € R on

Ay = {yGR/(X,y)EA}
{ [V1—x2,1] si x€[0,1] }
0

sinon

D’apres le théoréeme de Fubini 1.9, on a

1/ 1 !

Xy Xy —X
————dxdy = / / ———d dxz/ {—} dx
/A(1+x2+y2)2 g 0 (x/71x2(1+x2+)’2)2 y) o [2(1+x2+y?) ] /i

1 —X X 1 X2 !
= — 4T )dx=|—-In2+*)+
/o (2<2+x2>+4) ! { e +x)+810
_ 1 1 1 _ In(2)—1In(3) 1

L3 Mathématiques Page 6 F. Bensaid, fmi.univ.BBA.



CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

Exemple 1.9. On considere la fonction f définie par

flx,y) =22 —e™,

1 oo 17T 1 Foo 1
/ / f(x,y)dxdy = / {——(e_zxy — exy)] dy = / Ody = 0.
0 Jo 0 y 0 0
D’autre part

4o pl ~+oo 1 1 Foo p—X _ e—2x
/ / f(x,y)dydx = / {——(ezxy — exy)l dx = / ——  dx #0.
o Jo 0 0 0

On a

X X

Alors, on remarque que fol o fx,y)dxdy # [ fol f(x,y)dydx, ce qui veut dire qu’on ne peut ap-
pliquer le théoréme de Fubini, et donc f n’est pas intégrable sur |0, 4-o0[x]0, 1].

1.2 Définition et propriétés élémentaires des espaces L,

Dans la suite,  sera un ouvert de R” muni de la mesure de Lebesque dx.

Définition 1.2. — Soit 1 < p < +oo (p € R), 'espace L,(Q) est I’ensemble des fonctions mesu-
rable f: Q — R telles que [q, | f(x)|” dx < . Et, on note

11, = ( /. !f(x)\pdx> "

— Lo(Q) est ’ensemble des fonctions mesurables f : Q — R telles qu’il existe une constante
C > O telle que | f(x)| < C p.p. sur Q. On note

|/ llee = inf{C; £ (x)| < C p.p. sur Q}

Remarque 1.2. Si f € Lo alors |f(x)| < ||f|l.. p-p- sur Q.
La remarque ci-dessus nous implique que ||-||., est une norme.

Exemple 1.10.

— Si f est la fonction définie sur |0, +oo[ par : f(x) =1.Ona f ¢ L (]0,1]).
— Soit la fonction f définie sur |0, +oo[ par

1

T =S e

Ona f e L(]0,1]) mais f & L,(]0,1]) pour 1 < p < 4-co.
— Les fonctions indicatrices d’ensembles E mesurable de mesure finie sont dans L,,.
— Une fonction de L, (p < +o0) n’est pas nécessairement bornée. Exemple

1
f(x) = EH]O,I[-

— Toute fonction f, continue et bornée sur R” est de L.

L3 Mathématiques Page 7 F. Bensaid, fini.univ.BBA.



CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

Définition 1.3. Soit 1 < p < +o0, on dit que g est I’exposant conjugué de p si

11
—-=1.
P q

L’exposant conjugué de 1 est oo,

mewLuquMMde&mgy&MmmbeR+anqaL+@nmqw%+$:LAmm

1 1
ab < —a? + —b4, YVa>0, b>0.
P q

Démonstration. On sait que la fonction In est concave, donc

1 1 1 1
In (—ap + —b‘]> > —Ina” + —Inb? = In(ab),
p q p q

alors, le résultat. [

Proposition 1.11 (Inégalité de Holder).
Soient f € Ly et g € Lyavec 1 < p < +oo. Alors, fg € Ly et

[ 1slax <1171, gl

Démonstration. Les cas p =1 ou p = oo. Supposons que p = 1, donc f € Lj et g € L. ; alors

178l < gl [ 171dx= 1711 ]l

Les cas 1 < p < oo. D’apres le lemme 1.10 on a

] ]
|ﬂd§;VP+gm% PPxc Q.

Il en résulte que fg € L'.
— Si||f]|, =0ou [[g]|, = 0 I'inégalité est vérifice.
— Si[|f],=T1et]lg|,=1. Onaalors

I 1
I8l = [ 1fel <+ =1 =111, gl

— Si||f]|, > Let||gll, > 1. Alors on pose

f 8
F=—— ¢ G=_—"— donc ||F||,=1 et |G|, =1.
1£1l, gl g !
Alors d’apres le cas précédent on a
/&l

= |FGll, <1 = felly <71l llgll,-
1711, llell, 1 1 P

]

L3 Mathématiques Page 8 F. Bensaid, fmi.univ.BBA.



CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

Remarque 1.3. Le cas particulier oul p = g =2 dans I’inégalité de Holder, donne I’inégalité de Cauchy-
Schwarz.

Remarque 1.4. Soient fi, f>,- -, f des fonctions telles que f; € L), () avec 1 <i<ket

11 1
— 4+ — 4+ —<1
P1 P2 Pk

Alors, fif2- - fi € Lp(Q) et ||fifa--fil , < 1 Ally, - I el , -
Remarque 1.5 (Inégalité d’interpolation). Si f € L,(Q)NL,(Q) avec 1 < p < g < oo, alors f € L, (Q)
pour tout p <r < get

AL < A - 11F g

~ 1 o 1-«
L1 =4 ) < <
ou p-l- 7 et0<a<l.
1 _a, l-a _ra _ r(l-a)
En effet, suppposons . = > T4 donc 1 = >t
exposants conjugés £ et —r(li )

. Appliquons I’inégalité de Holder avec les
. Donc

r(l—a)

[isras= i oacs ( fisrea)” ([t ontaa)

ce qui done

1—
1AL < WA - NIl
Proposition 1.12 (Inégalité de Minkowski). Soient f et g de L,(Q2), alors f+g € L,(Q) et

1F+8ll, <A1, + gl

Démonstration. Les cas p =1 et p = 4o sont évidents. Pour 1 < p < 4o o0n a
f+8l” < (If1+18D)” < 27(1f17 + 1817).
Donc f + g € L,. D autre part et
~1 ~1 ~1
J1r+s7= [1r+slr 1r+sl< [Ir+e" 1+ [ 17+8" gl

en appliquant I’inégalité de Holder on aura

1/q 1/p 1/q 1/p
Ir+allp= (fureare) (i) (fioeao) 7 (fir)

Etpuisque[l)—l—%:lonap:q(p—l)etq:%,donc

(p=1)/p
ir+al< (firar)” (161, +lel,)

et par suite
1F+&ll, < UIf1, + llell,
O]
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CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

Théoréme 1.13. L,(Q) est un espace vectoriel et ||-|, est une norme pour tout 1 < p < +oo,

Démonstration. On applique la remarque 1.2 dans le cas p = oo et la proposition 1.12 dans le cas
I <p<eo. [

Théoreme 1.14 (Riesz-Fischer). Soit Q un ouvert de R" et 1 < p < +oo. L, est un espace de Banach.
Démonstration. — Cas p = oo. Soit (f,,) une suite de Cauchy dans L. Alors pour tout k € N*, il
existe Ny € N tel que :

1
vn 2 Nkvvm 2 0: aner _fi’lHoo S z7

par suite, il existe une ensemble E; C € de mesure nulle telle que

Vn > Ni,Vm > 0,Vx € Q\ Ey : | fuem(x) — fu(x)| <

Y

| =

Ainsi, pour tout x € Q\ E telle que E = Ui E}, négligeable, la suite (f,,(x)), est de Cauchy dans
R, donc converge vers un réel f(x). De plus, en faisant tendre m vers I’infini, on obtient :

~—

Vx & E,\Vn > N2 |[f(x) = fulx)| <

(\*‘I'—k

De fait, 1a fonction f ainsi définie, est dans L™, et pour tout n > Ny, on a || f;, — fl|.. < %, ce qui
signifie que f, converge vers f.

— Cas 1 < p < oo, Soit (f,) une suite de cauchy dans LP(Q2). Comme toute suite de Cauchy
admettant une valeur d’adhérence converge, il nous suffit alors d’extraire de ( f;,) une sous-suite
convergente.

Il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que pour tout n : || Fom+1) = fom) Hp < % On

pose maintenant pour tout n € N

n
Z |f<p k+1) (%) = o) (x)‘ :
Alors g, € LP(€2) (somme de fonctions de L)) et par I’inégalité de Minkowski 1.12 on obtient :
! A o 1
||gn||,,§];le(,,(k+l) o, < Z_k Z_k_ )
ce qui implique que (g,) est croissante et bornée en norme L”, donc par le théoreme de la

convergence monotone 1.1, il existe g € LP(Q) telle que g, — g presque partout. Ainsi, pour
n—oo

presque tout x €  on a : pour tout n > 2 et pour tout m > 0

m—1 m—1
| fonim) ) = Fom| = | Fotuim) ) = kaq)(nH«)(xH ];f¢<n+k><x)—fw<n>
—1 —

IN

Z ‘fgo(n—i—k) (x) - f(p(n+k—1) (X) ‘
k=1

= gn+m(x) _gn—l(x) < g(x) —gn_l(x) — 0.

n—oo

Alors la suite (fy(n)) est de Cauchy dans R donc converge vers un réel f(x). Puisque pour
presque tout x € Q on a } F(X) = fom) (x)] < g(x) (pour n > 2), la fonction f est dans L”(Q).

L3 Mathématiques Page 10 F. Bensaid, fmi.univ.BBA.



CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

Enfin, les fy(,) sont dans LP(Q) et on a ‘f¢(n)(x)| < |f(x)| +|g(x)|, mais | f|+ |g| € L?, donc
par convergence dominée on obtient f(,) — f

n—oo

La suite (f,) de Cauchy admet donc une valeur d’adhérence f dans L? donc converge vers

cette limite. cqfd
[

Théoreme 1.15. Soient (f,) une suite de Ly et f € L, tels que || fu— f||, — 0. Alors il existe une
sous-suite extraite (f,) telle que

a. fn, — f(x) p.p. sur Q.

b. |fn| < h(x) pour tout k et p.p. sur Q, avec h € L),

Démonstration. Preuve presque analogue a la preuve du théoreme précedent. 0

Proposition 1.16. Soir 1 < p < g < oo. Si Q est de mesure finie i.e |Q| < oo, alors L1(Q) s’injecte

continuament dans LP (Q).
L1(Q) C LP(Q).

Démonstration. Soit 1 < p <g<eet f € LI(Q), on applique I’inégalité de Holder avec les exposants
conjugués r = % etr = ﬁ. Alors

q=p

q p/a g q q-p
I = [ lrcorax< ([ ircortax) ([ 1 ae) T =igie

donc
q=—p
A1, < [1F1l, - 1€ 7o < oo
Par conséquent, f € LP(Q). O
Remarque 1.6. 1. "S’injecte continuament" veut dire que 1’application identité est continue de

L4(Q) dans LP(Q).
2. Sila mesure de Q n’est pas finie, les espaces L” sont incomparables. C’est a dire
LP(Q\LI(Q)#0 et LI(Q)\LP(Q)#0.
En effet, prenons dans R comme exemple les fonction f, (x) =x“1ljg 1)(x) €t ga(x) =x" 1} 4o (x).

Sip<getque %1 <a< ]% alors f, € LP(R)\ LY(R) et g, € LY(R) \ L?(R).

1.2.1 Cas particulier - Espaces /),

Soit Q = N muni de la mesure de comptage. Soit 1 < p < 4o et u = (u,),cn une suite a valeurs dans
K(=RouC), on note

too /p
Jull , = (Zlun|p> si1<p< oo,
n=0

et |[lull,=suplup| sip=foo.
neN

On définit alors ’espace £, comme I’ensemble des suites u pour lesquelles la quantité
et /. I’ensemble des suites bornées.

qu est finie,

L3 Mathématiques Page 11 F. Bensaid, fmi.univ.BBA.



CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

On a également les inégalités de Holder et de Minkowski données par
Pour 1 < p,g < = tels que % —1—%1 =1, soit (u,) € £p et (v,) € £y, alors

Y lutava] < (Z Iun|") " (Z |vn|4> l/q.

n>0 n>0 n>0
Et pour (uy) et (v,) de £, avec 1 <p <coona
[ +Vn|’p < ||”an + HVn||p-
Proposition 1.17. Pour 1 < p < oo, Les espaces £, sont des espaces vectoriels normés complets.
Démonstration. Exercice. 0
Proposition 1.18 (Relation entre espaces £),). Soit 1 < p < g < oo. Alors on a
£y Cly.

Démonstration. Soit 1 < p < g < co. Montrons que £, C ¢4. Soit (u,) une suite de £, alors on a

Z ’”n|p < oo,

n=0

il existe donc un entier N, tel que pour tout n > N : |u,|” < 1. Ce qui nous donne que (u,) est bornée,
donc elle est dans l, et ||uy ]|, < {uo,u1, - ,un,1}.
De plus, pour n > N : |u,|? < |u,|? et

oo +o0

Z |7 < Z | |” < ””nHIIZ < oo,
n=N-+1 n=N+1

ce qui implique que ||u,||? < oo, d’ol le résultat.
On peut en déduire que pour 1 < p<g<oonal) Cl, Cl; C L. O

Remarque 1.7. L’inclusion précédente peut-Etre stricte. Par exemple si nous prenons la suite constante
u, = 1 elle appartient a £.,, mais pas dans aucun £, (p < o). Et si on prend la suite u,, = nia aveca > 0,
elle appartient a £, si ap > 2 c’est a dire a > 1%' Donc soit 1 < p < g < oo, pour %1 <a< % on a (u)
est dans £, mais pas dans /.

1.3 Réflexivité, Séparabilité, Dual de L,

1.3.1 Espace réflexif

Soit E un espace vectoriel normé. Le dual E’ de E est I’espace des formes linéaires continues sur E.
On note E” les dual de E’ et on I’appelle le bidual de E.
Pour tout x € E, on définit une forme linéaire ¢, sur E’, par ¢,(f) = f(x). Comme

0N = 1 < AT

ainsi ¢, est un élément de E”.
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CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

Proposition 1.19. Soit E un espace vectoriel normé. Alors, E est isométriquement isomorphe a un
sous-espace de son bidual E", plus précisement I’application Jg : E — E" définie par Jg(x)(9) =
O (x) est une isométrie linéaire.

L’isométrie Jg : E — J(E) C E" est appelée 'injection canonique de E dans E".

Démonstration. 11 est clair que I’application Jg est linéaire. Elle est continue car, ||Jg(x)|| = ||¢x|| <
||x||. Reste a prouver que Jg est une isométrie. Pour tout x € E, il existe f € E’ telle que f(x) = ||x|| et
| £l = 1 (Hahn-Banach). D’ou

V)] = lloll = o |0:(N) = @< (N = 1f () = [Ix]].

ainsi ||Jg(x)]| = [|x]|. [l

Définition 1.4. Un espace normé E est dit réflexif si J(E) = E” (c’est a dire J est surjective). Dans un
tel cas, on identifie implicitement E avec son bidual E”.

Remarque 1.8. 1. Si E est réflexif, alors E est isométriquement isomorphe a E” (la réciproque
est généralement fausse).

2. Tout espace de dimension finie est réflexif.

En effet I’espace et son dual (qui coincide avec le dual topologique puisque toute application
linéaire est continue) ont la méme dimension, et sont donc en bijection 1’un avec I’autre, et par
conséquent aussi avec le bidual.

3. Tout espace réflexif est de Banach et sont dual est réflexif. Puisqu’il est isomorphe a son bidual
qui est complet.

4. Si E est réfixif, alors la boule unité fermée Br de E est faiblement compacte.

Proposition 1.20. — L’espace L? est réflexif pour 1 < p < oo,
— L' et L™ ne sont pas réflexifs.

Démonstration. On peut voir la démonstration dans [1, 2]. L]

1.3.2 Espace séparable

Définition 1.5. Un espace normé E est dit séparable, s’il contient une partie F' C E dénombrable et
dense.

Proposition 1.21. L’espace L? est séparable pour 1 < p < 4o,

Démonstration. Soit & I’ensemble des combinaisons linéaires a coefficients dans (Q de fonctions ca-
ractéristiques de pavés de la forme []?_,|x;,y;[ inclus dans  avec x;,y; a coordonnées rationnelle. Par
construction & est dénombrable, il nous suffit alors de montrer que & est dense dans L”(Q).

Soit f € LP(Q) et € > 0, on choisis fi € C.(Q) telle que [|f — fi|, < €/2. Soit ® un ouvert borné
contenant suppf;. Comme f] € C.(@) on peut construire une fonction f; € & telle que suppf, C @
et que |f1 — fa] < \WIL'/” p.p. sur @, on commence par recouvrir suppf; par un nombre fini de pavés

de sorte que les variations de f] soient inférieur a \WILI/” Il en résulte que || f1 — f2]| » < € et donc
1S = 12l < 2. 0

Remarque 1.9. Tout espace de Hilbert est séparable et réflexif.
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CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

Corollaire 1.22. Soit E un espace de Banach, alors E est réflexif et séparable si, et seulement si E’
est réflexif et séparable.

Corollaire 1.23. — Soit E un espace de Banach. Soit K C E un sous ensemble convexe, fermé et
borné. Alors, K est compact pour la topologie faibe. Donc de toute suite bornée dans K, on
peut en extraire une sous suite qui converge faiblement dans K.
— Soit E un espace de Banach séparable et soit ( f,,) une suite bornée dans E'. Alors, il existe une
sous-suite extraite (f,,) qui converge faiblement dans E.
— Soit E un espace de Banach réflexif et soit (x,) une suite bornée dans E. Alors il existe une
sous-suite (xp, ) qui converge faiblement dans E.

1.3.3 Dualité

Les théoremes suivants vont nous permettre d’identifier le dual topologique des espaces L”, on se
réfere a [1].

Théoréme 1.24 (Représentation de Reisz). Soitr 1 < p < +oo et p' son exposant conjugué. Soit ¢ €
(LPY, alors il existe un unique u € LV tel que ¢ = %, c’est a dire

(0.f)= [uf,  vfer
De plus on a
[l = [l 2oy -

Ce théoréeme est important, car il permet de représenter toute forme linéaire continue sur L” ( 1 <
. . / . . , s . . 2,
p < +oo) al’aide d’une fonction de L” . L’application ¢ —— u est un opérateur linéaire isométrique et
. . . . . /
surjectif qui permet d’identifier le dual de L? avec L .

Théoreme 1.25. Soit ¢ € (L')'. Alors il existe un unique u € L™ tel que

0.f)= [uf, vreL.

De plus on a

lull = = Tl 1y

Ce théoréme nous a permet d’identifier le dual de L' a L™

N

Remarque 1.10. En particulier, 1’espace de Hilbert L?(Q) est isomorphe a son dual topologique
(L>(Q))'. Pour toute forme linéaire continue ¢ : L?(Q) — R, il existe un unique f € L*(Q) tel que

0(g) = [ofe={f,8)2, ol (-,-);2 est le produit scalaire de L>.

1.4 Convolution et régularisation, Théoremes de densité

Définition 1.6. Le produit de convolution de deux fonction f et g réelles ou complexes, est la fonction
(si elle existe) qu’on note par f * g, définie par

(F8)0) = [ fle=y)s(s)dy.
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CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

Théoreme 1.26. Soient f € L'(R") et g €€ LP(R") avec 1 < p < o. Alors, pour presque tout x € R”,
la fonction y — f(x—y)g(y) est intégrable sur R".
De plus,

frgelP(RY) et ||fxglly <[ llo (gl

Démonstration. — Casp = +oo. Pour presque tout x € R" on a

()@ < [ 17G=l1g0dy < gl [ 1)l = 171, lgl...

Ceci prouve que :
- La fonction y — f(x —y)g(y) est intégrable pour presque tout x.
- La fonction x — f(x —y)g(y) est bornée.

Donc fxg e L™ et fxgll, <[ fl gl
— Casp = 1. Pour presque tout y € R” on a

[17=2)gdx=1g0] [ 1£6=2)ldx = 17l 1g0)] < +e=

et

/"y/‘fx Vel dx= |11 lgll; < +eo.

Le théoréme de Tonelli nous assure que (x,y) — f(x —y)g(y) € L'(R* x R").
Et d’apres le théoreme de Fubini on obtient

/|fx v)gy)|dy < +e p.pxeR"

et

[ax [1rG=)etdy < IflL gl e 1 +glly <A1 el

— Casl < p < +oo. Soit g I’exposant conjugué de p, pour presque tout x € R" fixé on a

[17=)gldy = [ =" 1x= )1 lglo) Dy

Cette intégrale existe car : la fonction |f(x—y)|1/p 1g(y)| € LY(R") et |f(x—y)|1/q € LI(R")
(du fait que f € L' et g € LP). Donc I’inégalité de Holder nous donne que | f(x —y)g(y)| € L;
etona

[1seeoiar < ( firevia) " ( frevismra)

g 1/p
< W ([ 1re-lleora)
c’est a dire /
Fxgl” < (If]+el”) ) AT
En appliquant le résultat lorsque p =1 a (| f|*|g|”) on aura
frg e LP(RY) et ||f=glls <IIfl gl A7,

Par concéquent || f g, <[ f1l; gl
O
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Exemple 1.11. On considere la fontion porte définie par

1 osi x| <3

f@) :{ 0  sinon

Calculons le produit de convolution f x f. D’abord, la fonction f est intégrable sur R, donc le produit
de convolution existe et appartient 2 L' (R). On a

() = [ Sa=3fO)dy= [ 1y p=Ty y0dy= [ 1

2°2

](x—y)a’y

1
’2

D=

On remarque que x —y € [—%, %] ce qui implique que y € [x — %,x—f— %] donc on distingue les cas
suivants :

— Six—%2%oux—k%g%c’estédirexz10ux§—1,a10rsf*f:0.

— Six—%g—% oux+%2%alorsxzoetdanscecasf*le

— Si0<x<1lalors ff=—x+1.

— Si—1<x<O0alors f*xf=x+1.
En récapitulant, on trouve f* f(x) = (|x[+ 1)M_y .

Proposition 1.27 (Inégalité de Young). Soient p,q € [1,+o0|. Si f € LP(R") et g € LY(R"), alors f et
g sont convolables sur R", et on pour 1+ % = % + Cll,

f+xg€L'(R") deplus ||f=gl, <Ifll,lgl,
Démonstration. Exercice O]

Proposition 1.28 (Propriétés). 1. Commutativité. fxg = gx* f.
2. Associativité. fx(gxg) = (f*g)*h.
3. Linéarité distributivité. hx[o.f + Bg] = o(h* f)+ B(hxg).
4. Compatible avec les translations. (T,f) xg = T,(f * g) (Tof = f(x —a)).

Proposition 1.29 (et définition du support). Soit Q un ouvert de R" et f une fonction réelle définie
sur Q. On considere la famille de tous les ouverts (@;)ics de Q tels que pour chaque i € 1; f =0 p.p.
sur @;. On pose ® = Uicj®;. Alors f =0 p.p. sur @ et suppf = Q\ o.

Remarque 1.11. — Si f est une fonction continue sur £ on retrouve la définition usuelle.
— Si f et g sont deux fonctions telles que f = g p.p. sur Q, Alors suppf = suppg (on peut donc
parler du support d’une fonction de L?).

Proposition 1.30. Soient f € L'(R") et g € LP(R"). Alors

supp(f * g) C suppf + suppg.

Définition 1.7. Soit 1 < p < +eo. on dit qu'une fonction f € L} (Q) si fllx € LP(Q) pour tout
compact K C Q.

Lemme 1.31. Soit f € L} .(Q) tel que [ fu=0 pour tout u € C.(Q). Alors
f=0 pp. sur Q.

Théoréme 1.32 (Régularisation). Soient f € C.(R") et g € L} .(R"). Alors fxg € C(R").
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Proposition 1.33. Soient f € CK(R") et g € L}, .(R") (k entier). Alors
frg€CHRY) et D¥(f+g)=(D")fxg
En particulier, si f € C2°(R"), alors fxg € C*(R").

Remarque 1.12. Dans le cas d’une seule variable, si f et g sont deux fonctions de classe au moins C!
et que f’ et ¢’ appartiennent 4 L' alors on a (f*g) = f astg’.

Corollaire 1.34. Soit Q un ouvert de R". Alors, C°(Q) est dense dans LP(Q) pour 1 < p < oo

1.5 Exercices 01

1.5.1 Enoncés

Exercice 1

1. Montrer que I, = fol x'/1dx existe pour tout n € N*. Expliciter la limite de (I,),.
2. Déterminer, si elle existe, lim;,— 4o fO" (1 — ﬁ)”dx.
L . . . . ~+oo dx
3. Déterminer, si elle existe, lim,— .« [, D) (1 /i
4. Soit f € C(R+,R,) bornée. On pose pour n € N :

~+o0
I, z/ nf(t)e "dt.
0

Déterminer la imite de /,, quand n — +oo.

5. Soit f: R — R une application dérivalble et bornée sur R. Apres avoir montrer son existence,
caleuler lim, o [57 e ™ f(x)dx.

6. Donner le domaine de définition, de continuité et de dérivabilité de la fonction

40
- 52

Correction [1001]

Exercice 2

Soit f € C!([a,b],R), avec 0 < a < 1 < bet f(1) # 0. soit f, une suite de fonctions définie par

o) = 2L
1. Déterminer la limite simple de (f;).
2. Etablir I’égalité suivante :
r}i_rg/abfn(t)dt = /alf(t)dt.

3. Montrer que

1 In2
/atnlfn(t)dtw%f(l).
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Correction [1002]

Exercice 3
On pose pour x > 0,

Feo 1 —cost
flx)= / e‘xzﬁdt.
0 t

1. Montrer que f est continue sur [0, +oo[ et tend vers 0 en +-oo.
2. Montrer que f est deux fois dérivables sur [0, +oo| et calculer f”(x).
3. En déduire la valeur de f(0) puis la valeur de I’intégrale convergente [, Siti’dt.

Correction [1003]

Exercice 4

1. Calculer I = [} ( dxdy telle que D = {(x,y)/0 <x <y}.

1
2. Montrer que I’on ne peut pas appliquer le théoreme de Fubini pour le calcul de

xz _yZ
//; dedy, avec D :]O, 1]2

Correction [1004]

Exercice 5

1. Pour x > 0, calculer I’'intégrale f0+°° ( L

£ A41s o Inx
mdy, et en déduire la valeur de | Z-qdx.

2. Pour x > 0, calculer I’intégrale fol cos(xy)dy, et en déduire la valeur de [ 2% ~"*dx, pour
toutz > 0.
Correction [1005]

1.5.2 Solutions

Correction de ’exercice 1

1. Soit f,(x) = x'/", n € N*. £, est continue et positive sur [0, 1] ¢’est a dire intégrable et bornée.
On a lim, f,,(x) = limy en "% = 1, et Sn(x) < fut1(x), donc par le théoréme de la convergence
monotone on a lim, fol fn(x)dx = fol lim,, f,,(x)dx = 1.

2. Ona [ (1-2)"dx= [ W, (1—2)"dx. Soit f,(x) = Wy, (1—2)". f, est continue par
morceau donc mesurable, et f,(x) - f(x) = e~*. On a aussi pour tout x > 0, | f,(x)] < e~ et

JoFe=*dx < 0. Donc par le théoréme de la convergence dominée on aura lim,, [5™ f,,(x)dx =
JoF e *dx = 1.

3. Soit fn(X) = m Alors
— fn est continue sur [0, +oo[ donc mesurable.

— Ona|f,(x)| < Tl;@ qui est intégrable sur [0, +oo[ donc ;™ f;,(x)dx existe.
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— Si0§x§1onalimnfn(x):rlxzetsix>lonalimnfn( x) = D’apres le T.C.D.

on obtient

! +wf()d /1 1 p +/+°° 1 =T i0="
im X)dx = | ——=dx dx=Z410==
nJo " 0o 1+4+x2 1 x(14+x2) 4 4

4. On fait le chanagement de variable u = nt donc I, = [, f(u/n)e “du.

(1+ 2)

On a |f(u/n)e ™| < ||fll.e ™ = g(x) avec g intégrable. Donc par convergence dominée on
obtient

S
lim/, = /0 F(0)e "du = £(0).

5. Soit f,(x) = e™ f(x). La fonction f est bornée, donc |f,(x)| < || f|..e™™, qui est intégrable.
Et,ona

f continue sur [0, +oo[ donc mesurable, f,(x) " =~ f(x) = 0.

—+oo
Ve N:[fu(x)| < [|flloe™, et /0 1F e dox =[]/l < oo

Alors, d’apres le TCD on a lim,, [, f,,(x)dx = [>e ™™ f(x)dx =

6. On f(x) = +°° COS(Xt)dt, une intégration par partie nous donne f(x) = 2 0+°°Efl£g;)dt On

1412
M. On applique le théoreme de dérivabilité des intégrales a parametre pour

(1+22)?
la fonction A, donc
— hest continue sur R x [0, 4-oo].
— |h(x,1)] < th) = ¢(t), On a ¢ continue sur [0, +oo et () ~
est intégrable (Intégrale de Reimann) donc ¢ est intégrable sur [0, 4-oo].
— (x,1) = ah(g);t) = t(lcij%tz) est continue sur R x [0, +oo].
dh(x,t)

2 . . . .

— On a‘ | < 0 4{12)2’ donc dominée par une fonction continue et intégrable alors elle
aussi est intégrable sur [0, 4-oo|.

+oo tsin(xt)
(14+42)2

pose h(x,t) =

1 . . .
3 au voisinage de +-eo qui

Ainsi, la fonction x —— sdt est de classe C ' sur R donc dérivable sur R, et par

suite f est dérivable sur R*

Correction de ’exercice 2

1. Ona

flx) si x€la,l]
lim f,(x) =4 f(1)/2 si x=1
e 0 si xe]l,b]
2. Remarquons que |f,(x)| < |f(x)| et f intégrable sur [a,b], donc d’aprés le TCD on obtient le
résultat.

3. Par une intégration par partie on aura

/alt"_lfn(t) [1ln(1—|—t) ]——/f £)In(1 +£")dr,
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1 In2 In(1+a" In2
wee 1170 =520+ P g = 2 )
car In(1+a") — 0. D’autre part
1 o ()
’1 (141" f —Hf|| / dt ~ 0.

(Remarque In(1+ u) < u). Donc on obtient le résultat voulu.

Correction de ’exercice 3

1. La fonction i : 1 — % est continue sur |0;+oo[ et on a

.1 —cost . 1—cost 1
lim —220 et hm—z:—.
4o f —0 2

Donc intégrable sur |0, 4-oo|.

—xt 1—cost

< S 1—cost

La fonction g : (x,t) — e x’m est continue sur R x]0,+oo[ et on |e PR

donc f est continue. Et on a

1]

X

[

£ < (1A /O et =

On en déduit que f tend vers O en oo,
2. Les dérivées partlelles et W existes et sont continues sur R x]0, +oo].

Etonartr— ag % (x,t) est continue par morceaux et intégrable sur |0, +oo[. Alors, soit [a;b] C

R*,ona
d%g
ox 2(

La fonction k est iintégrable sur |0, +-oo[. Par domination sur tout segment, f est de classe C? et

V(x,t) € [a,b]x]0, +oo: 1) <27 =k(t).

X

oo 1
"(x) = (1 —cost)dt = — — :
1= [ e —eosndr = £ -

3. On a f'(x) :lnx—%ln(1+x2), puisque f’(x )xj> 0. Donc f(x) = xInx — xInv1+x% —

arctan.x + Z, puisque f(x) *Z5° 0. par continuité, on obtient f (0) = /2. Par intégration par
parties

/*""1—costdt:/+°°281n2(t/2)dt: {_2sin2(t/2)]+m+/+mﬁdt
0 0 ! 0 0

12 2 t t

donc [y =58tdr = [7 $Ldr dou [ Sdr = 5.

Correction de I’exercice 4
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1. La fonction (x,y) — ) est continue et positive sur D, donc mesurable, on peut donc

1
(14+x2) (14y?
appliquer le théoréeme de Fubini. Alors x varie de 0 a y avec y un réel positif.

e 1 oo
4 dx | dy = tanx]ddy.
// 1+x 1+y 'x y / (/O 1+x2)<1+y2) x) y /() 1+y2 arc anX]O y

Donc I = [—(amgny) o= = g.

2 o
Y et on calcule les deux intégrales

Py
(x2+y?)

/0] (/o]f(x’y)dx> dy /01 (/O]f(x,y)dy> dx

2. On pose f(x,y) =

Alors
1 L 2y2 I dx
x,y)dx = /—dx—/—
/Of( y) 0 (2+y2)? 0 X242
—x 1! | L dx
S —— +/ —a’x—/ _dx
x2+y2 0 0 x2+y2 0 x2+y2
B 1
o 14y?
Donc

L/ gl U _dy -
y)dx ) dy = -
([ rtenax)av= [ 52 =

de la méme fagon on calcule 1’autre intégrale et on trouvera

1 1 1 dx T
dy | dx = ==,
/0 (/0 f(xy) y) =23

Ces résultats nous montre que le théoreme de Fubini ne s’applique pas pour cette intégrale, car
la fonction f & L'(]0,1]2). En effet, en passant aux coordonées polaires on trouve

2 1 20
// f(x,y)dxdy:/ / Mdrd@
D 0 0 r

Qui est divergente.

Correction de I’exercice 5

1. Ona
o 1 ¥ —1
dy = / d
/0 (1+y)(1+x2y) Y x2—1 1+y )(1+x2y) Y
x? 1

= d

x2—1Jo 1+x2y 1+y Y
1 400 2lnx
= 3 [In(1+x%y) —In(1+y)], =5
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Ainsi, en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli,

/+°° Inx p / </ 1 ) / (/ 1 4 )d
x = X
o x2—1 2 o (14+y)(1+x3y) T2 o (1+y)(1+x3y) Y

[

© dy /°° dx 1 [
= — arctan X
2 0 1+y<0 1—|—x2y> 2Jo 1+y L/? (Vo )L

T dy T [® 2du 72
ih ()5~ aJy T4~ 4 (enposante=y5)

1 .
2. Ona fo cos(xy)dy = [M]O _ sinx

X

On pose g(x,y) = cos(xy)e ™ pourx >0,0<y<1letr>0.0nalg(x,y)| <e ™ intégrable
sur Ry x [0, 1] d’apres le théoreme de Fubini-Tonelli. Donc g est intégrable sur R x [0, 1]
donc on a

S L/ pee
= sinx R / (/ g(x,y)dy) dx:/ (/ cos(xy)e—txdx) dy
0 X 0 0 0 0
L/ o] . | 1 1
_ - (ly*t)x (7ly7t)x d d :/ — d
/o (/0 2(6 e >x> Y= 2 t—iy+f+iy '

— /1 ! dy = arctan !
= o T )
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CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

1.6 Exercice 2

1.6.1 Enoncés

Exercice 6

Soit Q un ouvert de R” de mesure finie |Q| < +oo. Soit {f,},en une suite de fonctions mesurables
convergeant presque partout vers une fonction mesurable f. On suppose qu’il existe une constante
C > 0 telle que | f,,| < C pour tout n > 1. Montrer que

li Ldx = dx.
Jdim [ fiar= [ rax

Correction [2001]

Exercice 7
Donner un exemple de fonction f : R — R qui est intégrable au sens de Lebesgue mais pas au sens de
Riemann.

Correction [2002]

Exercice 8

X\ ) .
1. Montrer que pour tout x € R, { (1 + —) } est une suite croissante et
n

. X\ X
Jim (147) == L5

2. Calculer la limite

oub>1.

Correction [2003]

Exercice 9
Montrer que

n
1. lim (1—E>nxma’x=m! (pour tout m € N).
0

n—o0 n
. n X\ _
2. lim (1+—> e Xdx—=1.
n—e Jq n
Correction [2004]

Exercice 10

1. Soita,b > 0 et soit p,q € (1,+) tel que % + (]} =1 (on dit que p et q sont conjugués au sens
de Young). Montrer I’inégalité de Young :

1 1
ab < —aP + -b1.
p q

On pourra considérer la fonction 8 : Rt — R définie par 6(a) = %ap + ébq —ab.
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CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

2. Soit de nouveau p,qg € (1,+o0) tel que [.l)—l—é =1let feLP(u), g € Li(u). En utilisant la
question précédente, montrer que pour tout A > 0

AP A1
[ rslaun <= [prau+ == [ (g,
Q J qg JQ
Optimiser cette inégalité par rapport a A et montrer 1’inégalité de Holder :

17gllr < MIf1lp 118l
Cette inégalité est-elle vraie pour p=1et g = +o?
3. Soient p et p’ dans [1,+oo[ (pas nécessairement conjugués). Montrer que si f appartient a
LP(u)NLP (1), alors f appartient 2 L™ () pour tout r compris entre p et p’.
4. Montrer que si U est une mesure finie alors
L=(w) C () L7 (W),
p=1
et, pour tout f,
li = oo
Jim_[1£], = 1]

5. Montrer que si f € LP(u) et g € L(u) avec llj—l—}] = %, alors f-ge L' (u) et

17gll- < 1£1pllgllg-

Correction [2005]

Exercice 11
Soit Q un sous-ensemble de R” dont la mesure de Lebesgue est finie : (Q) < +eo. Pour tout 1 <

p < oo, on note L”(Q) I’espace des fonctions f : Q — C telles que || f|, := (Jo | /|7 (%) dx)% < oo
modulo I’équivalence f ~ g < f—g =0 u — p.p. Lespace des fonctions essentiellement bornées sera
noté L=(Q).

1. Montrer que si g < p, alors L?(Q) C L4(Q). En particulier, pour 1 < g <2 < p,ona:

L7(Q) C LP(Q) C LX(Q) C L1(Q) c LY(Q).

2. Soit (0, 1) la boule unité centrée en 0 de R”. En considérant les fonctions

Ja(x) = x|~
montrer que pour g < p, I'inclusion L? (%" (0,1)) C L1(%"(0,1)) est stricte.

Correction [20086]

Exercice 12
Soit Q = N muni de la mesure de comptage. Pour tout 1 < p < 400, on note ¢” ’espace des suites

1
2% un|P) P < +oo. Lespace des suites bornées sera noté £~

complexes (un)nen telles que [|ul|, == (
1. Montrer que si g < p, alors ¢4 C ¢P. En particulier, pour ] <g<2 < p,ona:
trcrctrcece

2. En considérant les suites u,(la) =n~%, montrer que pour g < p, I’inclusion ¢4 C (P est stricte.

Correction [2007]
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CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

1.6.2 Solutions 2

Correction de ’exercice 6
Puisque Q est de mesure finie, la fonction constante égale a C est intégrable, et son intégrale est C |Q|.
Une application directe du théoréeme de Lebesgue donne

lim /an(x)dx:/gf(x)dx.

n—r oo

Correction de I’exercice 7

La fonction de Dirichlet restreint a I'intervalle [a,b], f(x) = 1g |[a,b] (x), est intégrable au sens de
Lebesgue et son intégrale par rapport a la mesure de Lebesgue vaut 0. Mais elle n’est pas intégrable
au sens de Riemann : S(f,7) =0 et S(f,7) = b —a pour toute subdivision 7 de 'intervalle [a, b].

Correction de ’exercice 8

1. Montrons que pour tout x € R, (1+ )" est une suite croissante et que 7}5130 (142)" = e*. Pour

necNona .
X\ " " n\ osx\k 1 X
1 — e (— e -,
(1+3) =X () G) = Laweiy
X B n! _nn—1)---(n—k+1)
O k= (n—k)Ink nk '

Les assertions suivantes sont vraies :

1) apy1k > ani. En effet, ”;11_12”7_1 pour [ €N car n4n—I1-n>n*+n—1-n—1,

i) a,r <1 (évident);
ii1) Pourtoutk € N, lima,; =1.
n—oeo

)n-H n+1 xk n

k
X X . )
Comme a1 1+1 >0, ( 1 +—— = Z A1k — > Z ap+1.k —- 11 s’ensuit donc de (i)
’ = Tk & ~ k!

n+1
n
que la suite { (1 + E) } est croissante. Les assertions (ii) et (iii) impliquent que
n
n xk o xk

x\n 1 Kk
R e
n) TS A = e

. X\" mxk .. . x\"
et que, pour tout m € N, lim (1 + —) > Z —. Ainsi, lim <1 + _> — '
n—veo n = k! n—oo n

2. Par le théoreme de convergence monotone, on a pour b > 1,

tim [ (142) a0 = fp, Jim (1+3)" e PdA()

n—eo JR., n—oo

= f(;x’e(l_b)xdl(x) = bL].

Correction de ’exercice 9
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CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

1. Pourtoutx € R,y etn e Nona
n
(1—E> <e .
n
_1 _1 s 1 Iny\"”
En effet, comme Iny<y—1 poury>0,ona Iny » <y »—1, c’est-a-dire <1—7> <

y_l. Ainsi, en posant x = Iny, il vient (1 — %)n < e *. De plus,

Y

lim (1—f>": lim ¢(1-%) = fim e"(-3+3e(3))
n—r o0 n n—r—+oo n—r—+oo

ot lim,,0 €(u) = 0. Ainsi lim, 400 (1 = 2)" = €™
Posons f;,(x) = (1— ﬁ)”x’”l[oﬂ]. Alors en utilisant le théoréme de convergence dominée et
sachant que I'(m+ 1) = [e*x"dx = m!, on obtient le résultat.

0

2. Soit f,(x) = (1+2)" e_le[o n)- Comme la suite {f,(x)} est croissante et li_r>n fa(x)=e"*, on
y n—o0

obtient le résultat en appliquant le théoreme de convergence monotone.

Correction de I’exercice 10

1. Soit a,b > 0 et soit p,q € (1,4o0) tel que %—l—}] = 1. La fonction 0 : R"™ — R définit par
0(a) = %al’ + %b‘f — ab est dérivable et :

0'(a) =a?" ! —b.
1 1 1
Cette dérivée s’annule lorsque a = br-1, est négative pour a < br-1 et positive pour a > br-T.
Ona { 1
1 1
O(b7 1) = —b7 T+ b1 — b 7T = 0.
p q

Ainsi 6(a) >0, i.e.
1 1
ab < —af + -b1.
p q

2. Soit f € LP(u) et g € L9(u). D’apres la question précédente, pour tout A > 0 et pour -presque

tout x : () AP A-4
glx
X)=|Af(x) == < —|f ()P + —|g(x)|9.
£ 8l(x) = [Af(x) - == plf()l q|g()|
Ainsi
AP A4
| irsldu <= [ippau+== [ jglan
Q P JQ q JQ
Posons

AP A4
®2) == [7rau+=— [ lglran.
P JQ q JQ
La fonction ® est dérivable et :

@'(A) = A Allp — A7 gl
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CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

_L

> "™ est négative pour A < A; et positive pour A > A;.

ESESY

l¢]
171

Cette dérivée s’annule pour A; := (

S

Ainsi le minimum de & vaut :

P q
9\ 7 A

q)(ll) = % (”?H?’) o ”sz—*_é <|\||§HZ) e HgHg
" ap ap'” qp

— Llgha e F157 + L8z 1£157 = 171 gl

On en déduit I'inégalité de Holder :

17l < 111l llglly-

SifelL'(u)etgeL™(u),alors |g(x)| < ||g|l pour presque tout x € Q et

[ 178l dn < gl [ 11du,
Q Q

Le. [ fgll < llgllell f1]1-
3. Soient p, p’ € [1,+e0). On suppose p < p’. Soit p < r < p’.On a
=1+ < < P g+ 1P g
On en déduit que
[irrau < [invaps [ (firdu <o
Q Q Q
donc f appartient a L" ().

4. Supposons que U soit une mesure finie et soit f € L*(u). Alors

< S
pour presque tout x € €. Ainsi pour tout p
Lisran < s [ 1du = I71ER(Q) < 4=

ce qui implique que f € LP(u). En particulier, f appartient a I'intersection (,~; LP(u). De
plus, pour tout p, on a :

=

1Fllp < (11l ()7,
ce qui implique que
lim |[f]lp < [If]l

p—rtoo

D’autre part, pour tout 0 < € < || f|| , on a

[ipan > | P = (w161 (17 -2) ).
Q 11>l ll—e)

Ainsi pour tout p, il vient

1

T (Hf|!oo—8)u(|f| > <||f||m—s>)p
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CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

1
Puisque lim,—, o it (| f| > (|| f||l- — €))? = 1, il en découle que
1‘ > oo 8.
L [fllp = A1l
Comme € peut €tre choisi arbitrairement petit, on a

. .
Jim_[1flp > (£l

donc finalement lim,, o || f||, = || f |-
5. Posons f1:= f"etg;:=g".Ona f] € L[’r)(u) et g € L%(,u). Notons que I’identité %“"é = %
entraine que 2,4 > 1 et que les nombres £ et 4 sont conjugués au sens de Young. Par I’inégalité
de Holder on a donc

/Q(fg)rdu:/gflgldug (/Qfll’)du);(/ggfdu)gz (/S)f”du);(/gquu);.

D’ou, finalement,

17l <117 lplgllg-

Correction de I’exercice 11
Soit Q un sous-ensemble de R” dont la mesure de Lebesgue est finie : t(Q) < +eo. Pour tout 1 <
p < oo, notons L”(Q) I’espace des fonctions f : Q — C telles que || f]|, := (o |f]7(x) dx)% < +oo
modulo I’équivalence f ~ g < f—g =0 u— p.p. Lespace des fonctions essentiellement bornées sera
noté L=(Q).

1. Si fe€L”(Q), alors

190 = [ 117 ) dx < 1715 R(0) <+

ainsi L= (Q) C LP(Q) pour tout p et ||f]|, < ||f||°o(,u(Q))%. Montrons que si ¢ < p, alors
LP(Q) C L1(Q). Soit f € LP(Q), on a par exemple :

Il = [ lroar = [ iitas [ il as

flP(x dx+/ ldx
/{le}l &) {lrl<1}
< IS+ 1 (€2) < oo

IN

Ou encore, en utilisant I’inégalité de Holder pour les réels conjugués r = ’5’ >letr = ﬁ :

P—q

i1y = [ rewar = ([ f|q~z(x>dx)5 ([ o)

pP—q
= [IfII m() »,
ce qui implique :
rP—q
[ £llg < NIl ppe(€2) o

En conclusion, pour 1 < g <2< p:
L7(Q) CLF(Q) C L*(Q) c LY(Q) c L'(Q).
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CHAPITRE 1. ESPACES Lp Transformations intégrales dans les espaces L,

2. Montrons que pour g < p, I'inclusion L”(%"(0,1)) C L1(#"(0,1)) est stricte. La fonction
fo appartient a L=(2"(0,1)) si et seulement o < 0, et a LP(%"(0,1)) avec p < +oo si et
seulement si n

pa—n+1<1¢¢a<;

Soit 1 <g < p,alors f, /, ,\ appartienta L9(%"(0,1))\LP(#"(0,1)). En particulier, f, /, ,
VAR 7(;+a)

appartient a L9(%"(0,1)) \ L= (#"(0,1)).

Correction de I’exercice 12
Soit Q = N muni de la mesure de comptage. Pour tout 1 < p < +oo, on note ¥ I’espace des suites

l . 7 Z oo
complexes (u)nen telles que |[ul|, := (L5 |un|?) ? < +oo. Lespace des suites bornées sera noté £~
1. Montrons que si ¢ < p, alors ¢4 C ¢P. Soit (up),en € ¢4. Comme
~+oo

Z |un|q < +°°7
i=0

il existe un rang N tel que pour n > N, |u,|? < 1. En particulier la suite (u,),cn appartient a £
et
l|ulloo < max{ug,...,un,1}.

De plus, pour n > N, on a |u,|P < |u,| et

400 +oo
Yl <Y ual? < Jufld < oo,
i=N+1 i=N+1

ce qui implique que ||u||, < 4-eo. En conclusion, pour 1 < ¢ <2 < p,ona:
e citcerce,

(a) _

2. Lasuite u, ' = n~% appartient a £~ pour tout @ > 0 et a £ avec 1 < p < +oo si et seulement si
oap>1l,iea > 117 En particulier la suite constante égale a 1 appartient a £~ mais n’appartient

a aucun /? pour p < +oo. Soit 1 < g < p < +oo. Pour tout o tel que % <a< é, la suite u(%)

appartient a /7 \ ¢4. C’est le cas en particulier pour o = % (% + é) Ainsi I'inclusion ¢4 C ¢P
est stricte lorsque g < p.
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