CHAPITRE5
TRANSFORMATION DE ZAPLACE

5.1 Définition et conditions d’existence

Notation;
On note R = R U {zo0}.

Proposition 5.1.1

Soit f : R*  C une fonction continue. On suppose qu'il existe

00

po = xo + iy € C tel que f f(t) e™'dt converge. Alors f f(tePdt

converge simplement pour tout p tel que Zep > x

Preuve.

Posons F(p) = f f(t)e~"dt. F(po) = f f(t)e~"™dt est alors convergente.
0 0

Soient ¢, Y deux fonctions définies de R* dans C par ¢(t) = f(t)e " et p(u) = f ' @(t)dt.
Alorsona: ’

a) @ est continue car f l'est

b) 1 est continue car elle est dérivable, (' (1) = ¢(u))

c) Llll_I;?O Y(u) = F(po) € C ce qui implique que 1 est bornée

Posons sup [¢(u)| = M et soient u > O etp = x + iy € C tel que x > x.

uelR*

f f(tye™rdt = f f(t)e Petroelrodt = f f(t)e'rre~Progt = f @(t)e P Pdt,
Ir?tegrons par par0t1es " '
U=etrrn —= 4U= —(p po)e W=po) 4V = @(t)dt = V = 1.

f f(he™dt = y(t)e f P(t)e PP dt =
= I,D(u)e‘”(p_m) + (P _ Po) f l)b(t)e—t(p—po)dt.
0
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[o¢]

Etudions la convergence de l'intégrale : P(t)e PPdt ;

0
‘f l,b(t)e_t(p_p())dt Sf |gb(t)e‘“”"’°)|dt§Mf e~tx—x0) ¢
0 0

M(l — e—u(x—xo)) M
D’autre part, la fonction u f |¢(t)e‘t(p"’°)| dt est croissante dans R*. Il résulte que

X — X X XO

f Y(t)e P dt est absolument convergente. Comme lim e ") = 0 (car x > xp),

f f(He Pdt = Y(u)e ™) + (p - po) f P(t)e PP)dt admet une limite quand u — oo.
0 0

f f(t)e~"dt est simplement convergente pour x > x,.
0

Corollaire 5.1.1

S’il existe py = xg + 1y, € C tel que f f(t)e™"°dt converge absolument
0

alors f f(t)e™"dt converge normalement pour tout p € Q.
0

Preuve.
Soit p = x + iy € C tel que x > x.

f(De™] = [f(B)le™ < |f(B)le™™ = |f(t)e™]

Définition 5.1.1
Soit f : R* = C une fonction continue.

1. On appelle transformée de Zaplace de f, la fonction .Z(f) définie par :

2= [ s

2. On appelle transformation de .Zaplace, I'application . : C(R*, C) — F (C) défi-
nie par .Z(f)

On peut étendre cette définition aux cas des fonctions f : R* — C ayant les propriétés
suivantes :

a) f estcontinue par morceaux, c’est-a-dire que sur chaque intervalle fini de la forme
[a,b],a < b, les discontinuités de f (si elles existent) sont en nombre fini et sont
de premiere espeéce.

b) f est d’ordre exponentielle, c’est-a-dire qu'il existe M > 0 et a € R tels que
|f(t)] < Me*. La continuité intervient lorsqu’on parlera de la transformé inverse
de Zaplace.

(o]

Sous ces conditions, il est facile de vérifier que f(t)e "dt converge pour tout p

0
vérifiant Ze(p) > a et on peut alors parler de transformée de #aplace de f. Le probleme
est comment déterminer « le meilleur » p € C pour que la transformée de -Zaplace soit
convergente. On admet le théoréme suivant :

A" 9/ MROUN ./ OUR-& DDINE




Théoreme 5.1.1
Soit f : R* = C une fonction continue;

1. Tl existe un unique a € R tel que
Fe(p) > a = f f(t)e~"dt converge simplement.
0
Ke(p) <a = f f(t)e "dt diverge.
0

a est appelé abscisse ce convergence simple.

2. Tl existe un unique b € R tel que

Fe(p) > b= f f(t)e ""dt converge absolument.
0

Fe(p) <b = f f(t)e "dt ne converge pas absolument.
0

b est appelé abscisse de convergence absolue.

Exemple 5.1.1
1) Soit la fonction constante f(t) =asit>0et f(t) =0sit <O0.

ZL(H)p) = fo ae Pdt =a fow e Pdt = —g [e‘tp|;°] = —g [e‘“‘e‘”ﬂ?] = %

siZe(p) > 0;car|e”™| = 1 (bornée) ete™™ ne converge a plus 'infini que six = Ze(p) > 0.

2) f)=e*pourt>0et f(t)=0sit<0,a=a+ibeC.

00 _1 N
Z(f)p) = f ete Pt = f etr-gp = = [o-tr-0)|7] =
e 0 0 p—a [ |O ]

-1
p—a

[e—t(x—a)e—it(y—b)|;°] —

P si Ze(p) = x > Ze(a) =a

5.2 Propriétés

5.2.1 Linéarité

Proposition 5.2.1

Soit f,¢ : R* + C deux fonctions admettant des transformées de
Zaplace Z(f) et £(g) et soient a, € R. Alors

L(af +Bg) = aZ(f) +BL(3)

Preuve.
C’est immédiat.

Grace a cette proposition on peut déterminer la transformée de la -Zaplace des fonc-
eiat + e—iat eiat _ e—iat

tions sinus et cosinus car cosat = — et sinat = 5

Exercice.

Montrer que, en utilisant la proposition (5.2.1) et les exemples (5.1.1) qu'on a :
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Z(cos wt)(p) = si Ze(p) > |Im(w)|.

Z(sinwt)(p) = si Ze(p) > | Im(w)|.

5.2.2 Transformée de Zaplace de la translation

Soit f : R* - C une fonction vérifiant f(f) = 0 sit < 0 et admettant une transformée
de Zaplace .Z(f)(p). On considere la fonction f, définie par f,(t) = f(t —a); (a > 0).

Proposition 5.2.2
I L(f)p) = e L()p)
Preuve.

ft—a) si t—a=0
0

Remarquons d’abord que f,(t) = { G <0

20¢) = [ ferar= [ fe-aerar= [ fe-ae i

En posant x = t — a, on obtient :

L)) = f e dx = f e Pe dx
=e f ) fx)e™ dx = e P Z(f)(p)
0

5.2.3 Transformée de Zaplace de I’homothétie

Soit k > 0 et f : R* + C une fonction vérifiant f(t) = 0 si t < 0 et admettant une
transformée de Zaplace .Z(f). Soit f, la fonction définie par fi(t) = f(kt).

Proposition 5.2.3
1
2(0p) = 22 (%)
k k
Preuve. - -
ZL(fp) = f fr(e Pdt = f f(kt)e""dt. On fait le changement de variables : y = kt,
0 0
dy
donc dt = "

S P
ZL(f)p) = %‘fo f(y)e_y[k]dy = %g(f)(%)

5.2.4 Transformée de Zaplace des dérivées

Proposition 5.2.4

Soit f : R* + C une fonction et o(f) son abscisse de convergence
absolue.
On suppose :

i) feC"(R*,C).

ii) 1l existe M > 0 et € R tels que pour tout entier k < n ona [f®(t)| <
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Meat
Alors
a) o(fM)<a; k=0,1,...,n

b) 2 (") () = p"Z(Hp) - Y P P (0)
k=1

Preuve.

a) Soient0 <k <n,p =x+iy € C tel que Ze(p) = x > a.

|f(k)(t)e—tp| — |f(k)(t)e—tx| < |f(k)(t)|e—tx < Meate—tx — Me‘t("“”.

En outre, e "4t converge si et seulement si x —a > 0 c’est-a-dire x > 4. Donc si

0
Ze(p) > a, l'intégrale est absolument convergente ce qui exprime que o(f®) < a.

b) La démonstration se fait par récurrence.
Pourn =1.

(oe]

Z(f)(p) = f f'(t)e™dt. On fait une intégration par parties avec u = e et dv =
Pyt ’
20 =0l +p [ st = +p2 () - S0

ZL(f")p) = ZL(f))p) = ;;)f(f’)(p) — £(0) = pIp2(f)(p) - F(O)] - f(0) =
2L (f)(p) - pf(0) — £/(0).

Supposons que . ( f(”)) () = "L (f)(p) - Z pFt F0(0).
p

2(f") ) = 2 (1)) () = "2 () = Y P (F)P(0) =
k=1

P (pL(F)p) - FO) = Y P I0) = p L)) - ' 0) = Y P (0) =
k=1 k=1
n+l

pn+l$(f)(p) _ Z pk—lf(n+1—k) (0)
k=1

5.2.5 Transformée du produit de convolution

Proposition 5.2.5

Soient les fonctions f, ¢ : R* — C vérifiant f(tf) = g(t) = 0sit <0,
alors :

(F % 9)) = f f(hglx ) di

Preuve :
La définition du produit de convolution est :

(f % Q) = f Fx— Bglt) dt
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et d’apres les hypotheses les fonctions ne sont pas nulles que sit > 0 et x —t > 0, donc
0<t<nx

Soient les fonctions f, g : R* + C vérifiant f(t) = g(t) = 0sit < 0. Notons .Z(f) et £(g)
respectivement leur transformée de Zaplace.

Proposition 5.2.6
| L(f * 9p) = L)L)

Preuve.

Rappelons que (f * g)(t) = f ft —u)g(u)du.
Tenant compte du fait que f (5/05) = g(y) = 0siy <0, les calculs donnent :

KXU*gm»=lf{j:fa—wgwm4€%ﬁ=lﬁLﬁ?ﬁ—umwm4eﬂm=
f |f f(t- u)e‘tpdt] g(u)du.
0 u

Dans l'intégrale f(t — u)e™?dt, on fait le changement de variables v = ¢ — u.

f f(t—u)erdt = f f (v)e™ Py = e L( f)(p) (c’est la transformée de la transla-

tion voir propos1t10n (5.2.2)). Finalement :
Z(f *&)p) = fo e Z(f)(p)gw)du = Z(f)(p) f gu)e™"du = Z(f)(p)Z(Q)(p)
5.2.6 Transformée de Yaplace d’une primitive

t
Soit F(t) = f f(x)dx une primitive de f. On a alors F' = f et F(0) =
0

Proposition 5.2.7

Z
Z(P)p) = ?@

Preuve.
D’apreés la proposition (5.2.4), Z(F')(p) = pZL(F)(p) — F(0) = p-Z(F)(p). De cette égalité

on déduit Z(F)(p) = g(];)(p).

5.3 Transformée inverse de Zaplace

Etant donnée une fonction F (p), est-il possible de trouver f : R* +— Ctelle que Z(f)(p) =
F(p)? Si f existe, est-elle unique ?

On a vu que la transformée de Zaplace de la fonction f est Z(f)(p) = f f(t)e"Pdt.

0
La fonction .Z(f)(p) est appelée image de f et f est appelée originale de .Z(f)(p). Le
théoreme suivant, qu’on admet, répond a ces questions.
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Théoreme 5.3.1
Soit E = {f : R* = C} I'’ensemble des fonctions vérifiant :

i) Vf € E, f est continue
ii) Vf € E, il existe M > 0 et & € R tels que | f(t)| < Me™.

Si deux fonctions f,g € E admettent la méme transformée de Zaplace
F(p),alors f = g

Remarque 5.3.1
Si F(p) = Z(f)(p), on note f(t) = L (F)(¥).
Soit F(p) = Z(f)(p) et G(p) = Z()(p)-
Proposition 5.3.1
H LNaF + BG)() = a L1 F)(t) + BLHG)(B).

Preuve.
En effet, on sait que Z(af + fg) = a.Z(f) + B-ZL(g). Vul'unicité de 'originale
LN aZ(f)+BL Q) = af + Bg = oL HL(f)) + BL1(Z(g)). Ceci revient a dire que

la transformation inverse de .Zaplace est linéaire.

5.3.1 Formule de Heaviside

Cette formule permet de trouver 1’originale d"une fraction rationnelle. Soit P, Q € C[X]
deux polyndmes tels que d°(P) < d*(Q). Soit o, a, . .., a, les zéros de Q qu’on suppose

p
simples. On suppose de plus que la fraction rationnelle F(p) = % est irréductible.
Cherchons 'originale de F.

En décomposant en éléments simples, on a :
Ay A Ay
F(p) = + +...+
—a p-a P — Qn
Le calcul d’un ccefficient Ay, k =1,2,...,n, est donné par la relation :
P(p) P(ay)
Ax = hm ax)F(p) = hm -
¢ = im(p — a)F(p) = Q( on? "= 3@

A (09
car lim P _ P

M 0E) o O = 0l Q(ak)

P _ Play) 1 -1 1 _ at . -1
D’ou F(p) = ; @) p—ar Sachant que . (P—— a) (t) = " et du fait que £ est

linéaire, I’originale de F est donnée par la formule

Plax)
Q( )

Dékt

LBt =
qu’on appelle formule de Heaviside.

5.3.2 Transformée inverse de .Zaplace d’une dérivée

(o]

Soit f : R* — C. On pose Z(f)(p) = f f(t)e "dt sa transformée de Zaplace. On

0
suppose que les conditions de dérivation sous le signe intégrale sont réunies. Alors :

A" G/ MROUN ./ OUR-& DDINE




() (p) = fom % (f(t)e_tp) dt = — fom tf(he Pdt = —Z(tf(t))(p). En composant par

#~! on obtient :

L)) = —tf(@®)

Et par récurrence sur n, la dérivée d’ordre n :
27 (2™ @ = 1 )

5.3.3 Transformée inverse de Zaplace d’une translation
On cherche l'originale de . Z(f)(p — a).
Si Z(f)p) = f f(t)e "dt, alors

0

2(p-0= [ s = [ foerena
- [ e = 2 o

D’ou

LL(Dp -] () = e"f(t)

5.3.4 Transformée inverse de Zaplace d’'une homothétie

On cherche l'originale de .Z(f)(kp), avecp € Retk > 0.
Posons (Z(f)p) = Z(f)(kp)

200 = [ soera = 2= [ foe

On pose kt = u donc du = kdt on obtient alors :

u

1 1
200 = [ F(F)eman =12 o)

En composant par £~ on obtient la relation de la transformée inverse par
2L = i) = £ (1)
O = =1

5.3.5 Application de la transformée de -Zaplace aux équations diffé-
rentielles

Soit donnée une équation différentielle linéaire d’ordre n a ccefficients constants

aoy(”) + aly(”_l) +...+ an_ly’ +a,y = f(t) (*)

On demande de trouver la solution de cette équation y = y(t) pour t > 0 et vérifiant
les conditions initiales :

yO) =y, YO =yp ..., y"IO)=y5.

Ce genre de probléme est déja résolu de la maniere suivante :

nous cherchons d’abord une solution générale de (*) contenant n constantes arbitraires ;
puis nous déterminons les constantes de maniere que les conditions initiales soient
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vérifiées.

Nous exposerons maintenant une méthode plus simple de résolution en introduisant
la transformée de -Zaplace.

On cherche la transformée de Zaplace des deux membres de I'équation (*) :

£ (aoy™ + @y + .+ ay +any) (p) = L)) (++)

En utilisant les propriétés de linéarité, I’équation (**) devient :

0Ly Pp) + a1 LG NP + ... + 3,0 LY)P) + 3, L Y)p) = ZL(F)p)

Sachant que Z(y®)(p) = p*L(y)(p) - Zpl &9 k = 1,2,...,n, on remplace ces

expressions dans 1’équation (**) pour aboutlr a une équation algébrique du type

L)) eap) = ZL(f)p) + Pua(p), avec @, un polyndme de degré n et 1,_; un poly-
ndéme de degré n — 1. L'équation algébrique est :
Y- 1(P) Z(f)(p)

Z(y)p) = o) T oup)

Pour finir, on utilise la transformée inverse de .Zaplace pour déterminer la solution

y(®).

Exemple 5.3.1
1) Soit I’équation y’ + y = 1 avec la condition initiale y(0) =
Par application de la transformée de .Zaplace, on obtient :

1
2P+ Z2Wy)p) = - ouencore p.Z(y)(p) = y(O) +-Z(W)(p) =
1 1 1

) pp+1) p p+1
On conclut alors que y(t) = £ (- - ﬁ)(t) =1-e™

"GIP—‘

Dot Z(y)(p)lp + 1] = }9 et par suite Z(y)(p) =

2) Résoudre, en utilisant la transformée de -Zaplace, I'équation différentielle :
Yy’ +2y +5y =sint avec les conditions initiales y(0) =1, ¥'(0) =

On applique la transformée de -Zaplace aux deux membres de 1’équation. On aura :

ZLI(y") +2y +5ylp) = L") p) + 22 )p) + 5L (y)(p) =
P*Zy)(p) —py©0) — y'(0) + 2L (v)(p) — y(0)) + 5Ly (p) = L (W)(p)[p* +2p + 5] —p — 4.

L’équation devient :

ZLy)p)p* +2p +5]-p—4=ZL(sint)(p) =

1
71 et donc

p+4 N 1
pPP+2p+5 (P*+1)(p*>+2p+5)

Z(y)p) =

On décompose la fraction en éléments simples et on aboutit a 1'équation algébrique :

1 p+l 2 2 1 . p 11
100(p+1)2+22 102 (p+12+22 10p*+1 5p2+1

Z(y)p) =
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L’originale est alors :

1 29 1 1
y(t) = Ee_t cos2t + Ee_t sin 2f — T tg sin t

ou encore

(H=e EcosZt + gsilr12t - icost + 1sint‘
4 10 20 10 5
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