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Chapitre 1

Géométrie Affine

1.1 Définition

Soit E un espace vectoriel réel (qu’on peut supposer de dimension finie
mais ce n’est pas nécessaire) et soit A un ensemble non vide. On veut faire
de la géométrie sur A. Ses éléments seront donc appelés des points et notés
P, Q,.... Les éléments de E sont des vecteurs et seront notés u, v, .. ..

Définition 1.1. On dit que A est un espace affine de direction [’espace vec-
toriel E si il existe une application ¢ : Ex A — A bijective qui a un vecteur
u et a un point P associe le point Q) = ¢(u, P) et qui vérifie :

1. ¢(v, ¢(u, P)) = ¢p(u+v, P) et $(0, P) = P (+ est Uaddition des vecteurs
dans E).

2. ¢(u, P) = P si et seulement siu = 0.
3. Pour tous P,Q € A, il existe u € E avec Q = ¢(u, P).

On a ’habitude de noter
6w, P) =P+

et I'application ¢ définit en quelque sorte une opération d’addition d’un point
P et d'un vecteur u pour obtenir un autre point @ = P+ u = ¢(u, P). Avec
cette notaion les trois conditions de la définition deviennent

1. (P+u)+v=P+ (u+v)et P+0=P.

2. P+ u= P siet seulement si u = 0.



3. Pour tous P, € A, il existe u € F avec Q = P + u.
Exercice 1.2. Montrer que le vecteur u de la troisieme condition est unique.

L’opération d’addition entre un point et un vecteur () = P + u permet
aussi de définir une opération de soustraction entre deux points Q — P = u
qu’on note aussi u = P(@) (remarquer que ﬁ = 6) On peut donc dire qu'un
espace affine A de direction ’espace vectoriel F est un espace dans lequel est
définie une soustraction entre deux points quelconques () et P. Le résultat de
cette soustraction n’est pas un autre point mais plutot un vecteur u dans FE.
Dans un espace affine I’addition de deux points n’a aucun sens. Remarquer
aussi qu'un espace affine ne vient jamais seul. Il est toujours accompagné de
son espace vectoriel directeur.

Exercice 1.3. Montrer que pour tout uw € E, on a une bijection
ty: A— A
qui a P associe le point t,(P) = P+ u. C’est la translation de vecteur u.
Il existe une autre définition d’un espace affine :

Définition 1.4. On dit que A est un espace affine de direction l’espace vec-
toriel E si il existe une application ¢ : A X A — E qui a deux points P, Q)

associe le vecteur uw = (P, Q) = PQ et qui vérifie :
1. POur tous points P,QQ,R € A, on a }ﬁ + Cﬁ = }Tfi C’est la relation
de Chasles.
2. Pour tout choiz d’un point O € A, ["application o : A — E qui a P
associe OP est une bijection.

Ainsi A est un espace affine de direction Esi a partir de deux points
P. Q) € A, on peut fabriquer un vecteur u = P() de E de telle sorte que si on
choisit un point origine O alors tout autre point P s’identifie au vecteur O

p=0P
Ceci permet en particulier de ramener I’étude de A (géométrie) a celle de E
(algebre linéaire). Remarquer aussi que si QQ = P + u, alors on a u = P
Exercice 1.5. Montrer que les deux définitions d’un espace affine sont équivalentes.

Définition 1.6. La dimension d’un espace affine A est la dimension de son
espace vectoriel directeur E. Une droite affine est un espace affine de dimen-
sion 1. Un plan affine est un espace affine de dimension 2.



1.2 Exemples

Soit E un espace vectoriel réel et prenons A = E (les points sont donc les
vecteurs). Alors A = E est un espace affine de direction lui méme. En effet
on peut définir

p:ExXxXA=FEXE—A=F
par
o(u,v) =u+wv
I’addition étant celle des vecteurs. On vérifie facilement que ¢ a les propriétés
requises. On peut aussi définir

YV:AXA=FEXFE—FE

par

Y(u,v) =v—u
Tout espace vectoriel est donc un eapace affine sur lui méme avec les opérations
usuelles d’addition et de soustraction des vecteurs. Ainsi R® = {6}, R,R?, ...
sont tous des espaces affines.

Un autre exemple (un peu trivial) est celui de tout ensemble formé d'un

seul élément (point) A = {P}. C’est un espace affine de direction ’espace
vectoriel trivial £ = {0}. ¢ est définie ici par

¢(0,P) =P

et 1 est définie par
Y(P,P)=0

Mais notre exemple fondamental est donné par I’exercice suivant.

Exercice 1.7. Soit A = {(z,y) € R?/y = 2z + 1} et soit E = {(x,y) €
R?/y = 2x}. Montrer que E est un espace vectoriel et que A est un espace
affine de direction E. Quelle est sa dimension ?

1.3 Sous-espace affine

Soit. A un espace affine de direction I'espace vectoriel E. Soit B une partie
de A.



Définition 1.8. B est un sous-espace affine de A si il existe un point P € B
et un sous-espace vectoriel F' de E avec

B=P+F={P+uuckF}
En particulier B est non vide. La dimension de B est celle de F'.

Exercice 1.9. Montrer que si B = P + F alors B = Q + F pour tout autre
point () de B. Le choix du point n’est donc pas important.

Exemples 1.10. 1. Soit B = {P} C A. On a P = P +0. Donc B =
P+ {0} = B+ F est un sous-espace affine de A de direction F = {0}.
La dimension de B est dimF" = 0.
2. Soit A =FE =TR? Soit B={(a,2+5a),a € R} CR?> OnaP =
(0,2) € B et B= P+ F avec F = {(«a,5a),a € R} le sous-espace de
R? engendré par exemple par (1,5). B est un sous-espace affine de R?
de dimension 1. C’est une droite affine.

Proposition 1.11. Soit B un sous-espace affine de A de direction F C E.
Alors on a

— ,
B={QQ,Q.Q € B}
Preuve. On sait qu’il existe P € B avec B P+ F. Donc F = {Q —
PQeB}_{J@QeB} PosonsG—{QQ 0,0 € B). Ona F C G.
Inversement on a QQ Q? + Iz PQ @ € F. Donc G C F. m
Dans la pratique pour montrer qu’une partie B de A est un sous-espace

affine on peut utiliser I'une des trois méthodes suivantes aprés avoir vérifié
que B n’est pas vide :

1. Utiliser directement la définition.

2. Trouver P € B et montrer que F' = {]ﬁ, Q) € B} est un sous-espace
vectoriel de E.

— /
3. Montrer que F' = {QQ ,Q,Q € B} est un sous-espace vectoriel de F.

Définition 1.12. On dit que deux ou plusieurs points sont alignés s’ils ap-
partiennent ¢ une méme droite (sous-espace affine de dimension 1).



Exercice 1.13. Soit A = My(R) l’ensemble des matrices carrées 2 x 2 a
coefficients dans R et soit L l’ensemble des matrices de la forme

l+a—-0 1
a+b b
pour a,b € R. Montrer que A est un espace affine et que L est un sous-espace

affine de A. Quelles sont leurs dimensions ?

Exercice 1.14. Soit A = {f : R — R} l'ensemble des fonctions réelles a
valeurs réelles et soit H={f € A/f(x+1) = f(z) + 1}. Montrer que A est
un espace affine et que H est un sous-espace affine de A. Quelles sont leurs
dimensions ?

1.4 Repere Affine

Soit A un espace affine de dimension n et de direction ’espace vectoriel
E. Soit O € A un point fixé (point origine) et soit {ei,...,e,} une base de
E. Alors tout point P € A peut s’écrire

P:ﬁ:alel+...+anen

avec «; € R pour ¢ allant de 1 a n. De plus on sait que pour tout i, il existe

P, € A tel que
ei:O?%

et donc N
ﬁ =a0OP, + ...+ a,0Op,
Ainsi les n+1 points O, Py, ..., P, permettent de determiner tout autre point
P de A.
Définition 1.15. On appelle repére affine de A tout couple (O,{eq,...,en})
formé d’un point O de A et d’une base {ei,...,e,} de E ou de maniére
équivalente la donnée de n + 1 points O, Py,..., P, de A de telle sorte que
L s ,

{OPy,...,OP,} constitue une base de E.

Les coordonnées du vecteur O—}>7 dans la base {ei,...,e,} sont les coor-

données cartésiennes du point P dans ce repere et on peut donc écrire

P=(a,...,c)



Exercice 1.16. Soient dans A = E = R les points Py, = (0,0),P, =
(3,0), P = (2,1), Py = (2, —1) et Py = (1,3). Montrer que (Py, { Py Py, P3P,})
est un repére affine de A. Soit P = (4,5). Quelles sont les coordonnées
cartésiennes de ce point dans ce repere ¢

1.5 Parallélisme

Soit A un espace affine de direction F.

Définition 1.17. Soient By, By deux sous-espaces affines de A. On dit que
By est paralléle a By et on note By// By si By et By ont le méme sous-espace
directeur F

Ainsi B; et By sont paralleles si on peut écrie
Bl = P —|— F

avec P € Bj et
By=Q+ F

avec () € Bs.
Proposition 1.18. Si By//By et By # By alors By N By = ().

Preuve. On sait que By = P+ F et By = P, + F avec P, € By et P, € Bs.
Supposons que By N By #. Soit P € By N By. On a alors By = P+ F et
By = P + F et donc By = By. Contradiction. O

La reciproque n’est pas vraie. Prenons par exemple A = E = R3. Si
By, = {(z,y,2)/z = 0} et By = {(0,0,1)}, on a B; non parallele a B
et By N By = (). Remarquer aussi qu'une condition nécessaire (mais non
suffisante) pour que deux sous-espaces affines soient paralleles est qu’il aient
méme dimension. Par exemple un point et une droite ne peuvent pas étre
paralleles.

Tout point P est parallele a tout autre point (). En effet on a

{P}=P+{0}

et
{Q} =Q + {0}



Exercice 1.19. Soient dans A = E = R? les deur parties By = {(\ +
L,3A\), A € R} et By = {(A+ 2,3\ + 1), A € R}. Montrer que By et By sont
des sous-espaces affines paralléles.

Proposition 1.20. Soit A un espace affine de direction l’espace vectoriel E
et soit B C A un sous-espace affine de A de direction le sous-espace vectoriel
F de E. Alors tout sous-espace affine de A paralléle a B est de la forme

B+v={Q=P+v,Pe B}
pour v un vecteur dans FE.

Preuve. Montrons d’abord que B + v est un sous-espace affine de A. Soient
Q, Q" deux points de B4+v. Onadonc Q = P+vet Q =P +wv avec P, P
deux points de B. On a donc

— - p— p—
QQ =OP+PP +PQ =—v+PP +v=PP cF

Ceci montre que B+v est un sous-espace affine de A parallele a B. Supposons
maintenant que B’ est un sous-espace affine de A parallele & B. On a donc

B:P—l—FetB/:Q—i-FetdoncB':B—l—vavecv:@ ]

La proposition suivante est ’analogue du cinquieme postulat d’Euclide
énoncé dans ses “éléments de géométrie”. Ce postulat est donc valable dans
tout espace affine.

Proposition 1.21. Soit A un espace affine de direction l’espace vectoriel E
et soit B un sous-espace affine de A de direction le sous-espace F' de E. Alors
pour tout point Q) € A il existe un unique sous-espace affine de A paralléle a
B et contenant Q).

Preuve. Soit B = P+F.Siv = P@ alors B = B+wv est un sous-espace affine

de A contenant @) parallele a B (Q = P + fﬁ) Montrons qu’il est unique.
Soit B” un autre sous-espace affine contenant Q et paralléle a B. On sait que

B"=B+4vavecv € E. Comme Q € B et Q € B”, onaQ P+P‘C>2
Q = P +v avec P, P' deux points de B et doncv—PPJrl@ Soit R € B”.
Il s’écrit R = P+vavecP € B.Donc R = P+PP—|—]% P—H@EB
avec P = P’ +PP€BCec1@>ntre que B” C B. Inversement smtREB

OnaR= P +PQ— P'+v-P'P=P"+ve B avec P = P’ LPP eB.
Ceci montre que B’ C B”. On a donc montré que B =B". O]



1.6 Applications affines

Soient A, B deux espaces affines de directions les espaces vectoriels E et
F' respectivement.

Définition 1.22. Une application f: A — B est dite affine s’il existe une
application linéaire f : EE — F avec

F(PYF(Q) = T (PO)

£(Q) = f(P)+ (PQ)

Si A = E et B = F sont des espaces vectoriels une relation simple
entre une application affine et son application linéaire associée. En effet si

ou encore

on identifie les points P et ) aux vecteurs u et v, on a f(u)f(v) = ?(zﬁ) =
7(1} —u) et donc f(v)— f(u) = 7(1}) — f (u). En prenant u = ﬁ, on obtient
f() = F(T) = 7 (v) et done

f@) =T )+ £(0)

Prenons A = Bet E = F. Soit t, : A — A la translation de vecteur u € F
donnée par t,(P) = P + u. Montrons que c’est une application affine. On a

E( QP = £a(Q) — tu(P) = (Q+u) — (P+u) = Q— P = PG = 1dp(P3).
Donc t, est affine avec t,, = Idg. Pour un autre exemple soit hpy : A — A
I'homothétie de centre O et de rapport k donnée par hox(P) = O + k‘O_})’
Montrons que ho, est affine. On a hox(P)hoi(Q) = (O + k@) — (0 +
k;O?) = k}@ = kIdE(}ﬁ). Donc hoy est affine avec m = kldg qui

est une application linéaire. Remarquer que t5 = Ida qui est donc une

—
application affine et Idy = Idg.
La composition de deux applications affines est affine. En effet on a

g0 f(Pgo F(Q) = FUHPIFQ)) = F(F(PQ) = o f(PQ). En par-

ticulier si f : A — A est affine bijective alors son inverse f~! est aussi

bijective et on a f~ = 7_1. Ce sont les transformations affines de A.

Définition 1.23. Soit A un espace affine de direction [’espace vectoriel E.
Le groupe affine de A noté GA(A) est 'ensemble des transformations affines
de A. C’est un groupe pour 'opération de composition des applications avec
Ids comme élément neutre.



1.7 Barycentres

Soit A un espace affine de direction I’espace vectoriel E. Soient P, ..., Py
des points de A. Le point A; est muni du poids «; qui est un nombre réel.
Le poids total des k points est p = Zle «;. Alors il existe un unique point

G € A tel que

k
Z ai@ = 6>
i=1

En effet soit O € A un point origine. Comme CT]?Z = @4—515: par la relation
de Chasles, I’équation précédente donne

k
cﬁzz%cﬁ
=1

ce qui détermine le point G de maniere unique.

Définition 1.24. Le point G est appelé le barycentre des points P; munis
des poids a;. On le note

G:Oé1P1+...+OékPk

Si A est un scalaire le barycentre des points P, munis des poids a; est le
méme que celui des points P; munis des poids Aa;. On peut donc toujours
supposer que le poids total p = Y7 | «; est égal a 1. Par exemple

11
— P, + =P

est le milieu des deux points P, et P,. De méme

G = %Pl + %PQ + %Pg
est le centre de gravité du triangle P; P, P; formé par les trois points Py, P
et Pj.
La notion de barycentre est trés importante dans un espace affine. Par
exemple on peut montrer qu'une application est affine si elle preserve les
barycentres.
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Chapitre 2

Géomeétrie Euclidienne

La géométrie euclidienne est I’étude des espaces vectoriels réels de dimen-
sion finie munis d’'un produit scalaire. Ce produit scalaire permet de définir
les notions de longueur, distance et angle dans ’espace vectoriel. Ce chapitre
presente les définitions de base et les principales propriétés de toutes ces no-
tions. Chaque section du chapitre aura un certain nombre d’exercices dont
la correction se fera dans un autre pdf accompagnant le cours.

2.1 Définition

Soit E' un espace vectoriel réel (le corps des scalaires est R).
Définition 2.1. Un produit scalaire sur E est une application

¢:ExE—R

possédant les propriétés suivantes :

1. gb(“l + U2, U) = gb(uh U) + ¢(U27 U)) ¢(u7 v1 + U?) - QZS(U, Ul) + ¢<U, UQ) et
d(Au,v) = éd(u, \v) = Ap(u,v) pour tous u,v,us, us,v1,vy € E et tout
A €ER.

2. ¢(u,u) >0 pour tout u € E.
3. ¢(u,u) =0 si et seulement si u =0
4. d(u,v) = (v, u)

La premiere propriété exprime la bilinéarité de ¢, la seconde exprime sa
positivité et un synonyme de la troisieme est de dire que ¢ est définie. La
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derniere exprime la symétrie du produit scalaire. Les applications portant
sur des vecteurs et ayant des valeurs dans R (et plus généralement dans le
corps des scalaires) ont un nom : ce sont des formes. Ainsi un produit scalaire
sur F est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur E. Pour des
raisons historiques le produit scalaire est souvent noté

(;5(U, U) = <u7 U)

notation que nous adopterons dans toute la suite. Remarquer que ¢ associe
a deux vecteurs u et v un nombre réel ou encore un scalaire (u,v), d’ou le
nom de produit scalaire.

Exercice 2.2. Montrer que (0,u) = 0 pour tout w € E (le premier 0 est le
vecteur nul dans E et le second 0 est le nombre réel (ou scalaire) 0).

Le produit scalaire sur £ permet de définir une norme
.l : E — R*

par la formule
Jull = v/ {u, u)

qui a un sens puisque (u,u) > 0. Il permet aussi de définir une distance
d:Ex E—R"

par
d(u,v) = |[v = ull
et I'angle 0 entre deux vecteurs u et v sera lui donné par son cosinus

cos(0) (. v)

ol

Le fait que cette formule soit exacte (cos(f) est compris entre —1 et 1) est
assuré par l’exercice

Exercice 2.3. Montrer que | (u,v) |< ||ul[||v].

Exercice 2.4. Montrer que ||.|| est bien une norme sur E, c¢’est-a-dire qu’elle
vérifie les propriétés :

1. ||u]| = 0 si et seulement si u = 0.
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2. || Au|| =| A ||u|| pour tout u € E et tout A € R.
3. Nu+ vl < |lu|| + ||v]| pour tous u,v € E (inégalité triangulaire).

Définition 2.5. Un espace euclidien est un espace vectoriel réel de dimension
finie muni d’un produit scalaire (.,.).

Remarquer la condition de dimension finie dans cette définition. De plus
dans un espace euclidien le produit scalaire et la norme sont intimement liés.
On a vu que le produit scalaire définit la norme mais l'inverse aussi est vrai :
ayant la norme on peut définir le produit scalaire comme le montre I'exercice
suivant

Exercice 2.6. Montrer que dans un espace euclidien on a :

1. 4u,v) = |lu+v|* = Ju — v|*.
2. 2(u,v) = |lu+v|* = [Jul]* = |lv|*.
8. 2(u,v) = |[ull* + [[v]]* = lu — v||>.

On sait que tout espace vectoriel £ de dimension finie est isomorphe a
un certain R™ avec n la dimension de E. Pour les exemples on se concentrera
donc sur ceux-la.

Exemple 2.7. Dans R tout élément non nul peut étre vu comme un vec-
teur base. Par exemple tout nombre réel A (vecteur) peut s’écrire A = .1
et le vecteur 1 devient une base de R. Un produit scalaire sur R est alors
completement déterminé par sa valeur en 1. En effet on a

(A, B) = (\1,5.1) = \3(1, 1)

Tout nombre réel positif non nul peut étre choisi comme valeur de (1,1).
Le produit scalaire correspondant a la valeur (1,1) = 1 aura pour norme la
valeur absolue usuelle sur R puisqu’on a

M= VL) = V21 1) =| A |

Exemple 2.8. Soient e; = (1,0) et e; = (0,1) les deux vecteurs formant la
base canonique de R?. Tout autre vecteur u = (uy, us) s’écrit

U = U1€1 + Uges
On verifie facilement que la formule
(u,v) = uvy + Ugvy

définit un produit scalaire sur R2. On Uappelle le produit scalaire euclidien.

13



Ce dernier exemple se généralise facilement a R™ pour tout n. Un des buts
du cours est de montrer que tout produit scalaire sur un espace vectoriel de
dimension finie est euclidien. Autrement dit il est toujours possible de trouver
une base dans laquelle le produit scalaire a une expression simple comme celle
de 'exemple.

Définition 2.9. La matrice du produit scalaire (.,.) dans la base {es, ..., e,}
de lespace vectoriel E (de dimension n) est la matrice M = (a;;) avec

aij = (€, €;)

Exercice 2.10. Montrer que (u,v) = 2ujvy + 2ugvy + uive + ugvy est un
produit scalaire sur R2. Quelle est sa matrice dans la base canonique de R?.

Un espace affine euclidien est un espace affine A dont la direction E est
un espace euclidien. En choisissant un point origine O dans A, chaque point

P de A peut étre identifié au vecteur OP de E. On peut donc définir la
longueur d’un point et la distance entre deux points par les formules

|P| = [OP]

et

d(P,Q) = d(OP,0Q)

2.2 Orthogonalité

Soit E un espace euclidien de produit scalaire (., .).

Définition 2.11. deuz vecteurs non nuls u et v dans E sont dit orthogonauz
si (u,v) = 0 (ce qui donne cos® = 0 pour 0 l'angle entre u et v). On note
u L v. Si F est un sous-espace vectoriel de E son orthogonal est

Ft={veE|(uv)=0VYucF}

Proposition 2.12. 1. pour tout sous-espace vectoriel F de E, F* est
aussi un sous-espace vectoriel de E.

2. On a toujours E=F @ F*.

14



Preuve. Démontrons la premiere assertion. On a 0 € F'+ puisque (u,0) = 0
pour tout u € E. Siv € F*on a (u, \) = Mu,v) = \.0 = 0 et donc \v € F+.
Enfin si v; € F* et vg € F5 on a (u,v1 +v2) = (u,v1) + (u,v2) = 0+0 = 0.
Ceci montre que v; + vy € F*. Donc F* est bien un sous-espace vectoriel
de E. Concernant la secone assertion 1'écriture £ = F @ F* veut dire que
FNFt={0}et E=F+ F*+ Soit u e FNF*+. Alors (u,u) = 0 et donc
u = 0. L’égalité £ = F 4+ F* se démontre par récurrence sur la dimension de
F. Pour simplifier traitons le cas dimF = 1. Soit u un générateur de F'. Soit
reB. SizeFonar=x+0€ F+FL Sixz¢F levecteur v = 2 — &%y

(u,u)

est dans Fretonaxz=u+v e F + F*. O

Définition 2.13. le vecteur proj,(v) = %u est appelé la projection ortho-

gonale de v le long (ou dans la direction) de w.
Exercice 2.14. Montrer que v — proj,v est orthogonal a u.

Définition 2.15. Une base {e1,...,e,} d’un espace euclidien E est dite
orthogonale si
<6i7 6j> =0

pour tout i # j (les vecteurs de la base sont deuzr a deux orthogonauz). La
base est dite orthonormale si de plus

(eiyei) =1
pour tout i (tous les vecteurs de la base sont de norme 1).

Les bases orthonormales sont trés importantes car elles permettent de
simplifier les calculs de maniere considérable. En effet dans une base {es, ..., e,}
orthonormale, le produit scalaire a une expression trés simple :

(U, v) = ugvy + UgVg + . .. + Uy,

siu=wue;+...+uye, et v=uvie;+...+v,e, et n = dimE (Autrement dit
dans cette base le produit scalaire est euclidien). Nous allons montrer que
tout espace euclidien a une base orthonormale.

Théoreme 2.16. Tout espace euclidien E a une base orthonormale.

15



Preuve. On utilise le procédé de Gram-Schmidt. L’idée est de commencer
avec une base quelconque de E et de la transformer jusqu’a obtenir une
base orthonormale. Soit {vy, .. vn} une base de E avec n la dimension de
E. On pose u; = vy et e; = La norme de e; est 1. On pose ensuite
Uy = Uy — Projy, (v2) et ey = Hu ik
est orthognal a e;. On continue avec us = v3 — projy, (v3) — proju,(vs) et

IIU1H
Le vecteur ey est aussi de norme 1 et

e3 = Hz_iﬂ Les vecteurs ey, e5 et e3 sont orthogonaux et sont tous de norme

, . j=i—1 . o .

1. En général on pose w; = v; — D 57 proju, (v;) et e; = T On finit
1 .

avec U, = U, — ZJ =n- prgjuj(vn) et e, = ||unH La base {61,. . .,en} est

orthonormale. O

Exemple 2.17. Soit E = R2. avec la base formée des deux vecteurs v, =
(3,1) et va = (2,2). On a u; = vy = (3,1) et |Jus]| = V32 +12 = V10.
Donc e; = Hu1” = (ﬁ’ f) De méme us = vy — pTOjul(UQ) = (_?2,%) et

e = (5L, i§

Exercice 2.18. Soit E = R* muni de son produit scalaire euclidien. On pose
vy = (1,2,—1,1) et vy, = (0,3,1,—1). Soit F le sous-espace de R* engendré
par vy et vo.

1. Déterminer une base orthonormale de F'.

2. Donner un systéme d’équations pour F*.

2.3 Projection orthogonale et Symétrie

Soit E' un espace euclidien et soit F' un sous-espace de E. On sait que
E = F@ F*. Tout élément x de E s’écrit donc de maniere unique

r=u-+v
avec u € F et v € F*-.
Définition 2.19. L’application

B — F

donnée par pr(x) = u est appelée la projection orthogonale sur F'.
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C’est une application linéaire sur E d’image F' et de noyau F+. On a
pr(z) =us o —uc Ft

Exercice 2.20. 1. Montrer que ||pr(z)| < ||z|| pour tout z € E.
2. On appelle distance de x a F le nombre d(x,F) = infuer|z — ul.
Montrer que d(x, F') = ||z — pr(2)|| et que d(z, F') =0 x € F.

Exercice 2.21. Soit R* muni de son produit scalaire euclidien et soit F
son sous-espace vectoriel donné par les deux équations v +y + 2+t =0 et
r—y+z—1t=0.

1. Determiner F*- et donner la matrice de pp dans la base canonique de

R*.

2. Calculer d(z, F) avec x = (1,1,1,1).

Définition 2.22. La symétrie orthogonale (par rapport a F)
Sp F—F

est Uapplication linéaire égale a Idp sur F et ¢ —Idp. sur F*.

Size Favecr =u+v,(ue F,oe Ft) ona
sp(z) =u—v

Cette application garde intacts les éléments de F' et transforme les éléments
v € F en leurs symétriques —v.

Exercice 2.23. Soit R? muni de sa base canonique e; = (1,0),e3 = (0,1) et
de son produit scalaire canonique. Soit le sous-espace F' = {(z,y) € R? |y =
0}.

1. Déterminer F*.

2. Quelle est la matrice de sp dans la base canonique de R?.

Soit A un espace affine euclidien de direction I'espace euclidien E. Soit B
un sous-espace affine de A de direction le sous-espace vectoriel F' de E. Soit
O € B et soit P € A. Le vecteur OP est dans E = F@ F*. 1l existe donc
u € Fetv e Fttels que O? = u + v. Soit ) 'unique point de B tel que
Oﬁ = u. Ceci définit

pg:A— A

donnée par pg(P) = Q. C’est la projection orthogonale sur B.
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Exercice 2.24. Montrer que pg est une application affine et que % = pp.

On définit aussi la symétrie orthogonale (par rapport a B)
s A— A
par sg(P) = @ avec @ le point correspondant au vecteur u—uv (si O? = u+tv).

Exercice 2.25. Montrer que sg est une application affine et que 55 = sp.
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Chapitre 3

Courbes et Surfaces

Ce chapitre introduit rapidement les courbes et les surfaces paramétriques
(définies donc par un parametre dans un ouvert de R ou de R?). Comme son
nom l'indique une courbe a une certaine courbure et I'un des buts de ce
chapitre est de rendre cette notion compréhensible pour les étudiants. Outre
sa définition on donnera également des formules pour la calculer. Une surface
s’étudie en inspectant les courbes définies sur elles. C’est ainsi qu’on définira
aussi différentes courbures sur la surface.

3.1 Courbes paramétriques

Soit I = ]a, b un intervalle ouvert de R (par exemple I = |0, 27| ou encore
I = ]—o00,+00]).

Définition 3.1. Une courbe paramétrique dans R"™ est une application
vy: I —R"

donnée par y(t) = (n(t),...,wm(t)) et v : I — R des fonctions C*
(indéfiniment dérivable) pour i =1,... n.

Il y a deux conditions dans cette définition : I'intervalle I doit étre ouvert
et les fonctions 7; doivent étre dérivables ansi que toutes leurs dérivées. La
signification de la premiere condition apparaitra un peu plus tard. La seconde
est facile a comprendre : on va effectuer un certain nombre de calculs qui font
intervenir des derivées et il est naturel de supposer que ces derivées existent.
A vrai dire c’est I'image C' = () dans R™ qui est la vraie courbe et 7y

19



n’est qu'une paramétrisation de C' (qui peut en avoir plusieurs). La courbe
sera dite plane si n = 2 et sera dite gauche (ou spatiale) si n = 3. Ce sont
essentiellement toutes les courbes qu’on va étudier dans ce chapitre.

Exemple 3.2. Soit v : ]—o00,+0o] — R? donnée par v(t) = (t,t*). Ici
I =]—00, +oo| est ouvert et 1 (t) = t,v2(t) = t? sont C*. L’image de I par
v est C=~(I) = {(z,y) € R? | y = 2%} et v est donc la paramétrisation de
la parabole dans R?. Une autre paramétrisation possible de la méme parabole
est y(t) = (2t,4t%) sur le méme intervalle I.

Exemple 3.3. Soit 7y : |—00, +oo[ — R? donnée par y(t) = (t,\/t). Ce n'est
pas une courbe paramétrique car vo(t) = \/t nest pas dérivable en t = 0.

Exercice 3.4. Soit vy : [ =10,2n[ — R? donnée par v(t) = (2cost, 2sint).

1. Montrer que c’est une courbe paramétrique. Quelle est la courbe dans
R? representée par cette paramétisation.

2. Mémes questions pour I = 10,47[ et I = ]—00,+00].

3.2 Vecteur tangent, vitesse et accéleration

Soit v : I — R™ une courbe paramétrique. Soit P = v(ty) un point de
la courbe avec tg € I.

Définition 3.5. Le vecteur tangent en le point P = ~(to) est le vecteur
7 (to) = (7, (to), ..., 7, (to)). On Uappelle aussi le vecteur vitesse de la courbe
en ty.

Le point P = 7(ty) est dit singulier si v (t) = (7;(to),...,7,(to)) = 0.
Sinon on dira que c¢’est un point régulier ou non singulier. La courbe sera
dite réguliere si elle n’a pas de point singulier.

Exemple 3.6. Soit [ = ]—o0,+o00o[. Le vecteur vitesse de v : [ — R?
donnée par y(t) = (t,1?) en tout t est v (t) = (1,2t). Ce vecteur n'est jamais
nul et donc la courbe est régulicre. Pour le méme I et ~v(t) = (t2,t3), on a
v (t) = (2t,3t2) et la courbe aura un point singulier en le point P = (0) =
0,0).

Exercice 3.7. Quels sont les points singuliers des courbes de ’exercice 2.4 ¢
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Définition 3.8. Soit v : I — R"™ une courbe paramétrique. La fonction
vitesse de la courbe est la fonction

|7/ |: I — [0, 4+00]

donnée par | v | (t) = ||V (t)||, la norme du vecteur tangent provenant du
produit scalaire euclidien sur R™.

Exercice 3.9. Montrer que la vitesse de la courbe est nulle en un point si et
seulement si ce point est singulier.

Un point singulier est donc un point en lequel la courbe s’arréte (sa vitesse
est nulle). C’est un point en lequel il est difficile de dessiner le vecteur tangent.
Ces points sont considérés comme pathologiques et on essaiera de les éviter
dans ce cours (ne serait ce que pour ne pas diviser par 0). La condition que
I'intervalle I soit ouvert vient de la. En effet si I = [a, b] alors la courbe va
commencer en t = a et finir en ¢ = b. Elle aura donc au moins deux points
d’arrét : au début et a la fin et aura donc au moins deux points singuliers.

Définition 3.10. Une courbe v sera dite a vitesse unité si sa fonction vitesse
est constante égale a 1 :

17 =1

La longueur du vecteur tangent en tout point de la courbe est donc
constante égale a 1. Ces courbes seront trés importantes pour définir la cour-
bure d’une courbe. Il en existe beaucoup (par exemple ~(t) = (cost, sint)) et
on va montrer que toute courbe réguliere va admettre une paramétrisation
qui est a vitesse unité.

Exercice 3.11. Montrer qu’une courbe a vitesse unité est réquliére.

Définition 3.12. Le vecteur accéléraration de la courbe v en tout t est sa
seconde dérivée v (t) = (7, (t), ..., 7. (t)).

L’existence d’un tel vecteur est assurée par les conditions de la définition
d’une courbe paramétrique. Ce vecteur (ou plus exactement sa longueur) sera
utilisé pour définir la courbure.

Exercice 3.13. Soit R" muni de son produit scalaire euclidien (dans la base
canonique). Soient deux vecteurs u(t) et v(t) dans R™ fonctions du paramétre
t. Leur produit scalaire f(t) = (u(t),v(t)) est donc une fonction t.

21



1. Montrer que f'(t) = (u'(t),v(t)) + (u(t),v'(t)).
2. En déduire que pour une courbe & vitesse unité le vecteur tangent ' (t)

et le vecteur accélération " (t) sont toujours orthogonauz (pour le pro-
duit scalaire euclidien dans R™).

3.3 Reparamétrisation

Définition 3.14. Une reparamétrisation de la courbe v : I — R™ est une
autre courbe 3 : J — R™ telle que

1. Il existe un difféomorphisme h : J — I
2. h'(u) >0 pour tout u € J
3. B =~oh, c’est-a-dire f(u) = y(h(u)) pour tout u € J.

Intuitivement [ et v représentent la méme courbe. Difféomorphisme veut
dire que h est dérivable bijective et que 'application inverse h~! est aussi
dérivable. La condition A’ (u) > 0 assure que /3 et vy traversent la courbe dans
le méme sens.

Exemple 3.15. Soient les courbes paramétriques v : I = ]0,+oo[ — R?
donnée par v(t) = (t,t*) et B : J = ]0,+0c[ — R? donnée par f(u) =
(u3,u%). Si on pose h : J — I donnée par h(u) = u? alors B est une repa-
ramétrisation de y. En effet h est clairement un difféomorphisme (remarquer
le demi-intervalle) et h'(u) = 3u?® > 0. Enfin on a bien 8 = o h.

Exercice 3.16. Montrer que si vy est réquliere, toute reparamétrisation 3 de
v est aussi réguliere.

Sur I’ensemble des courbes paramétriques on définit une relation en disant
que [ est en relation avec v si et seulement si § est une reparamétrisation
de 7.

Exercice 3.17. Montrer que cette relation est une relation d’équivalence
(reflexive, symétrique et transitive).

Cette relation de reparamétrisation va nous permettre de donner la définition
définitive d'une courbe

Définition 3.18. Une courbe dans R™ est une classe d’équivalence de courbes
paramétriques dans R™.
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La classe de la courbe paramétrique «y sera notée [y]. On a

] =1{8 1| B8Ry}

avec R la relation de reparamétrisation. Dans la suite on va montrer que
toute courbe paramétrique réguliere va avoir une reparamétrisation par une
courbe a vitesse unité. Ce résultat est primordial pour définir la courbure.

Définition 3.19. Soit v : I — R"™ une courbe réguliere. La fonction lon-
gueur d’arc de v en ty € I est la fonction s : I — R donnée par

s(t) = / | (w) | du

s(t) est la longueur de la courbe entre le point (o) et le point v(¢). Elle
est nulle pour t = ty, négative pour t < ty et positive pour t > t,.

Exemple 3.20. Soit v : R — R? donnée par v(t) = (rcost,rsint) a
r > 0. Calculons s(t) enty = 0. On a v (t) = (—rsint,rcost) et | v ()
Vrisin?t + r2sin?t = r. Donc s(t) = fg rdu = tr. Par ezemple pour t = 27,
on a s(2m) = 27r la longueur du cercle de rayon r.

vec
|

Contrairement a cet exemple la fonction s(t) est en général difficile a
calculer (comme toute intégrale). Par définition méme la dérivée de s se
calcule facilement

dS d t ’ ’
@_2 du =]~ (t
e JARCICEELCY

En particulier on % > 0. Soit J = s(I) I'image de I par s. Du cours d’Analyse
on sait que J est aussi un intervalle ouvert et que s : I — J est bijective.
Elle a donc une fonction inverse s=!:.J — I.

1

Exercice 3.21. Montrer que s~' est dérivale et que (s™1) (u) =

, T )
En déduire que (s71) > 0.

On va utiliser s~! pour reparamétriser ~.

Théoreme 3.22. Soit v : I — R"™ une courbe réguliere et soit s sa fonction
longueur d’arc enty € 1. Soit s~* la fonction inverse de s sur J = s(I). Alors
B:J — R™ donnée par B(u) = v(s~'(u)) est une reparamétrisation de .
De plus B est une courbe a vitesse unité.
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Preuve. On prend h = s~!. D’aprés l'exercice 2.21 on sait que h est un
difféomorphisme et que A > 0. Par définition on a § = v o h. Donc 3 est
bien une reparamétrisation de . Montrons que (8 est a vitesse unité. Pour
cela calculons sa fonction vitesse

| B'(w) =] (vos™!) (u) |

=[ 7' (s (w)(s™") () |

Ici on a utilisé le résultat de I'exercice 2.21 : (s (u) = m et I'égalité

déja vue s'(t) =| v (t) | appliquée a t = s~ (u). O

Cette reparamétrisation de v est appelée la reparamétrisation par la lon-
gueur d’arc.

Exercice 3.23. On reprend les données de l'exemple 2.20. Déterminer la
reparamétrisation par la longueur d’arc B de vy et vérifier que [ est bien une
courbe a vitesse unité.

3.4 Courbure

On peut maintenant définir la courbure d’'une courbe réguliere. Intuiti-
vement c’est le changement de direction du vecteur tangent quand celui-ci
passe d'un point a un autre de la courbe. Le changement d'un vecteur (ou
d’une fonction) est codé par sa dérivee et donc ici par le vecteur accélération.
La définition exacte est la suivante

Définition 3.24. Soit v : [ — R™ une courbe paramétrique régquliere. Si y
est a vitesse unité sa courbure est la fonction

Ky o I — [0, +00]
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donnée par ki (t) =| v (t) | (la longueur du vecteur accélération par rapport
au produit scalaire euclidien dans R™). Si v n'est pas a vitesse unité, sa
courbure est k. (t) = rg(s(t)) =| B (s(t)) | avec B la reparamétrisation de
v par la longueur d’arc et s sa fonction longueur d’arc (on sait que 3 est a
vitesse unité).

Remarquer que la courbure est une fonction positive et qu’elle change
donc d’un point a un autre de la courbe. Elle ne concerne que les courbes
régulieres. On commence par regarder si la courbe est a vitesse unité ou non.
Si elle I'est on utilise la premiere définition. Sinon on est obligé de passer par
la reparamétrisation [3.

Exemple 3.25. Soit v : R — R3 donnée par y(t) = \/Li(cost, sint,t). On a

/ 1
v (t) = —=(—sint, cost, 1)

V2

et donc | v (t) |= 1 pour tout t. La courbe est a vitesse unité. On a

(—cost, —sint, 0)

7(02%

et donc

Dans cet exemple la courbure est une fonction constante.

Exercice 3.26. On reprend les données de l’exemple 2.20 et de l’exercice
2.23. Calculer la courbure de la courbe .

Exercice 3.27. Soit v(t) = (t,3t + 1) une droite dans R? (pour t € R).
Verifier que sa courbure est nulle.

Pour une courbe qui n’est pas a vitesse unité, il est en général difficile de
calculer la courbure en utilisant la définition ( ce qui provient de la difficulté
de calculer s et donc ). On va plutot utiliser la

Proposition 3.28. Soit v: I — R™ une courbe réguliere. Alors on a

1.
| d (1) |
[y (@) [dt|~'(t) |

Kr (1)
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V) G0 ®)
Preuve. 1. On a % = 3'(s(t)) pour 3 la reparamétrisation par la lon-
gueur d’arc. Donc
d ’y/(t) " ’
Sy = B (s().8 (¢
dt(!v(m) (s(t)).s (1)

et
ffw(t):w(()) =| 8" (s(t)) |
SN A SO
M()IdtM(H

2. Posons I(t) =| v'(t) |= />, Vi (t)% On a alors

d fy/ lry” . l,/y/
_< ’ ) = 2
dt | ~" | l

On al=+/mavecm =, (t)? et donc [' = %\/"1% w Ce qui

nous donne

oL d ()
= a6
_ L4 7 (1) |
RAYAEICL
R A O
LR oY
_ l”_ <7/7’7”> "
2 [4
RSO CIORROIN
ECIANECIA
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Exercice 3.29. En utilisant ces formules calculer la courbure des courbes
suivantes

1. la droite y(t) = (t,at + b) pourt € R.
2. le cercle de rayon r, v(t) = (rsint,rcost) pourt € R.

Définition 3.30. Le vecteur tangent unité de v en t est
_ 7@
[7'(t) |

On a | T(t) |= 1 pour tout ¢ € I et T'(t) = ~'(t) si v est & vitesse unité.
En général T et 4 sont colinéaires et ont le méme sens. Comme corollaire de
la proposition, on obtient facilement une autre formule donnant la courbure

T(t)

1T
0]

)

3.5 Surfaces

Définition 3.31. Une surface paramétrique est une application lisse (C™)
f:U—R"

avec U un ouvert de R? (pour la topologie euclidienne).

Une telle application s’écrit donc f(z,y) = (fi(z,v),..., fu(z,y)) pour
fi : U — R des fonctions C* sur U et (x,y) € U. Le plus souvent on va
considérer des surfaces dans R? (et donc n = 3).

Exemple 3.32. Soit f : R* — R3 donnée par f(x,y) = (z,y,2* — y?). Ici
U=R?et fi(z,y) =z, folz,y) =y et f3(x,y) = 2? — y? qui sont toutes des
fonctions C*°.

Exercice 3.33. Que représente dans R? la surface f(x,y) = (z,y,0) (avec
U=R?).

Le role joué par le vecteur tangent dans le cas des courbes est joué ici par
ce qu’on appelle les vecteurs de coordonnées
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Définition 3.34. On appelle vecteurs de coordonnées de la surface f (dans
R3) les deur vecteurs

0 0 0
El(‘ray) = (8_]‘;‘1’0_]‘;2’6_];3>

i of f Of
EQ(may) = (8_;’6_;’8_;)

E mesure le changement de f dans la direction des x et Es mesure son
changement dans la direction des y. Rappelons que le produit vectoriel de
deux vecteurs u = (uy, ug, u3) et v = (v1,v2,v3) est le vecteur w = u X v =
(w1, Wy, w3) donné par wy = ugtz —Valiz, We = V1U3z — U V3 €F W3 = Uy Vg — V1 Us.
Remarquer que uxv = 0 si et seulement si v = 0 ou v = 0 ou u, v linéairement
dépendants et que u X v est orthogonal a u et a v.

Définition 3.35. La surface est dite réguliére en le point P = (xg,y0) € U

si By (o, yo) X Eo(0,y0) # (0,0,0) ou de maniéere équivalente si Ey (o, yo) #
(0,0,0), Ex(xo,y0) # (0,0,0) et E1(x0,Yo), E2(xo, yo) linéairement indépendants.
La surface est dite réguliere si elle est réguliere en tout point de U.

Exemple 3.36. Soit la surface de l'exemple 2.32. On a

_O0fh Ofy Ofs
El(iay)_(%’%’%)
= (1,0, 2z)
et
_O0f Ofy Ofs
Ey(z,y) = (8_y’ 8_y’ 8_y)
:(0717_2y>

Cherchons les points réguliers de cette surface. Pour cela on calcule
Ey(x,y) X Ey(z,y) = (—2z,2y,1) # (0,0,0)
pour tout x,y. La surface est donc réquliere.

Exercice 3.37. Quels sont les points réguliers de la surface f(z,y) = (z,y?, zy)
pour (x,y) € R%
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Définition 3.38. Soit S la surface paramétrique f : U — R3. Pour tout
P = (z,y) € U le sous-espace de R engendré par les vecteurs de coordonnées
Ey(P) et Ey(P) est appelé Uespace tangent de la surface en le point P. On
le note TpS :

TpS = {OéEl(P) + /BEQ(P),OZ,B € R}

TpS est un sous-espace de R? de dimension 2. Son orthogonal (et donc
son supplémentaire) est l’espace normal de la surface en le point P. On le
note NpS. Il est de dimension 1 engendré par le vecteur Ey(P) x Ey(P).

Exercice 3.39. Soit la surface f : U = R? — R3 donnée par f(x,y) =
(x,y,zy). Soit P = (3,-2) € U.
1. Déterminer TpS et NpS.
2. Soient les vecteurs u = (1,2,4),v = (2,1,1) et w = (—4,6,—2). Mon-
trer que u € TpS, que w € NpS mais que v & TpS et v & NpS.

Arrivé ici et en comptant le chapitre sur la Géométrie affine, il
est possible de passer ’examen final en cas de reprise. Autrement
dit I’examen ne portera que sur les notions vues ici. Bonne chance.
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