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6 Valeurs et Vecteurs Propres

Les premiers vecteurs et valeurs propres viennent des équations diffé rentielles (Lagrange
1759, théorie du son; Lagrange 1781, des matrices 6 x 6 dans le but de calculer les perturbations
sé culaires des orbites des 6 planétes connues a 1’époque, Oeuvres V, p. 125-490). Aujourd’hui,
le calcul des valeurs et vecteurs propres est indispensable dans toutes les branches de la science,
en particulier pour la solution des systémes des équations diffé rentielles linéaires, en théorie
de stabilité, pour les questions de convergence de processus itératifs, et en physique et chimie
(mécanique, circuits, cinétique chimique, équation de Schr 6dinger). FIG. V.1 : Une application

linéaire comme champ de vecteurs (a gauche); transformée sur la base des vecteurs propres (a
droite). Observons en figure V.1 (a gauche) le champ de vecteurs d’'une é quation différentielle

y’ = Ay. Deux directions sautent aux yeux : ce sont les directions ot le vecteur Av prend la méme
direction que le vecteur v , c’est-a-dire., o U

Av=Av ou (A-Al)jp=0 (6.1)

Si cette équation est vérifiée, A € C s’appelle valeur propre de la matrice A et v € C*(v = 0) est le
vecteur propre correspondant. L’équation ( 10.1) possede une solution v non nulle si et seulement
si

Py(A) =det((A-AI)=0

Le polyndéme P4(A) est le polynome caractéristique de la matrice A . Les valeurs propres de A sont
alors les z éros du polyn6éme caractéristique.

7 La condition du calcul des valeurs propres

A cause des erreurs d’arrondi, les éléments d’une matrice A , pour laquelle on cherche les
valeurs propres, ne sont pas exacts. Ils sont plut 6t égaux a

ﬁ,-]-:aij(1+s,-j) avec |€ij)§eps

(eps étant la précision de l'ordinateur, est supposée étre trés petite). Il est alors trés important
d’étudier l'influence de ces perturbations sur les valeurs propres et sur les vecteurs propres de la
matrice. Pour montrer ceci, considérons la famille de matrices

Ale)=A+eC ou el <eps et o] <]ay|

(souvent, la derniére hypothese va étre remplacée par ||C|| < ||A|| ).
Théoréeme 236 (Gershgorin). Soit A une matrice n x n (avec des éléments dans R ou dans C).
a) Si A est une valeur propre de A, alors il existe un indice i tel que

n

A —a;| < Z|ﬂij|

=1

j#i
c’est-a-dire. que toutes les valeurs propres de A se trouvent dans 'union des disques D; =
A A=ag| < Y0 Jagj]
j#i
b) Si une composante connexe de (Ji_; D; consiste de k disques, elle contient exactement k
valeurs propres de A.
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Démonstration. Soit v # 0 un vecteur propre et choisissons l'indice i tel que |v;| > |vj| pour tout j .
La ligne i de I’équation Av = Av donne

n

Zaijvj = (A —a;i)v;.

=1

j=i

En divisant par v; et en utilisant I'inégalité du triangle, on obtient U

Laffirmation (b) est vraie si A est une matrice diagonale. Le cas gén éral est obtenu par un argu-
ment de continuité en faisant tendre les éléments en dehors de la diagonale vers zéro. cqfd

Théoréme 237. Soit A une matrice diagonalisable, c’est-a-dire, il existe P avec P"'AP = diag(A;, A5, ..., A,,)
et soit A(e) = A+ eC. Alors, pour chaque valeur propre A(e) de A(¢), il existe un A; avec

|A(e) = Ail < €.k (P). IClloo

Démonstration. Nous transformons la matriceA(e) = A+ ¢C par la mé me matrice, qui transforme
A sous forme diagonale :

P A(e)P = diag(Ay, Ay, ..., Ay) + €PICP

Si l'on dénote par ¢;; les éléments de P7ICP, le th éoréme de Gershgorin implique 'existence
d’un indice i tel que |A(e) — (A; +€¢j;)| < e} )ei]-). L’inégalité triangulaire donne alors
j#i

IA(e) = Ay < S.miax(Z|eij|) <e|Ptep|| <e [P, ICHw - IPl
]

ce qui démontre l'affirmation du théoréme, car x,(P) = ”P‘1 “oo |IClle (condition de T). cqfd

Remarque 238. La condition du calcul des valeurs propres depend de la condition de la matrice
de transfor- mation P. Si la matrice A est symétrique ( P est orthogonale), le probléme est bien
conditionné.Toutefois, observons qu’on obtient seulement une estimation pour l’erreur absolue
et non pour l'erreur relative.

Théoreme 239 (différentiabilité des valeurs propres). Soit A une racine simple de P4(A) = 0 Alors,
pour |¢| suffisamment petit, la matrice A(¢) = A + eC posséde une valeur propre unique A;(¢)
proche de A; . La fonction A (¢) est différentiable (méme analytique) et on a

*
u; Cvy

AMe)= A +¢ +0(e?) (7.1)

l/livl

ou v; est le vecteur propre a droite (Av; = Avy) et 1y est le vecteur propre a gauche ( ujA = Auj ).

On peut supposer que |[v1]| = [ju1]| =1

Démonstration. Soit p(A,€) = Pyyec(A) = det(A+eC — AI). Comme

ap(/\lf 0)
dA

le théoreme des fonctions implicites garantit 'existence d’une fonction différentiable A;(¢) (méme

analytique), tel que A1(0) = A; et p(A;(e),e) = 0. Il existe donc un vecteur vy () tel que

p(A1,0)=0 et =0

(A(e) = A (e)l)vy (e) = 0. (7.2)
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La matrice dans (11.2) étant de rang n — 1, on peut fixer une composante a 1 et appliquer la régle
de Cramer. Ceci montre que les autres composantes sont des fonctions rationnelles des éléments
de la matrice A +eC — A, (¢)I et donc diff érentiables. Aprés la normalisation a vy (A)Tv (1) =1, 1a
fonction v; () reste diffé rentiable. Pour calculer /\'1(0) , nous pouvons dériver 1’ équation (11.2)
par rapport a € et poser ensuite ¢ = 0. Ceci donne

(A= A1)y (0)+(C = AL (0))vy =0 (7.3)

En multipliant cette relation par u], on obtient uj(C - /\;(O)I)vl =0, ce qui permet de calculer
A’l (0) et démontre la formule (11.1). cqfd

Conséquences. La formule (11.1) du théoréme pré cédent montre que plus le vecteur propre
de droite est paralleéle au vecteur propre de gauche, mieux la valeur propre correspondante est
bien conditionnée (par exemple, pour les matrices symétriques les deux vecteurs sont identiques);
plus ils se rapprochent de I'orthogonalité, plus la valeur propre est mal conditionnée. Si la ma-
trice n'est pas symétrique (ou normale), le calcul de A, (valeur propre simple) peut étre mal
conditionné. Considé rons par exemple la matrice

(@) oy (1) ! 1
“lo 2] °% "17\o) 1_\/1+a2_0‘

Dans cette situation, la formule (11.1) nous donne A;(¢) — A; = e.(c;; — acyy) + O(€?) et le calcul
deA; =1 est mal conditionné si a est grand. Exemple 1.4 Considérons la matrice (boite de Jordan)

A1

A= n (7.4)

Le polynéme caractéristique de A + eC satisfait
det(A+eC—A)=(A; = A)" = (=1)".e.cpy + O(e2) + O(e. | Ay = A]).

Sic, # 0, les termes O(e?) et O(e.|A; — A|) sont négligeables par rapport a ¢ . Les valeurs propres
de A+ ¢C sont alors approximativement données par les racines de

(A=A —(=1)".e.c,y =0 (7.5)

C’est-a-dire A = A; + (e.cnl)l/" (observer que (s.cnl)l/” donne n valeurs complexes distinctes - mul-
tiples des racines de l'unité). Expérience numérique. Prenons la matrice (11.4) avec A; =1 et
n =5 . Les éléments de la matrice C sont des nombres aléatoires dans l'intervalle [-1,1] . Le
dessin 7 ci-contre montre les 5 valeurs propres de A + ¢C pour ¢ = 1074,107>,...,10710. L'erreur
est ~ 107! pour ¢ = 107> et ~ 1072 pour ¢ = 10710, ce qui correspond a la formule (11.5) pour
n = 5. Conséquence. Si la dimension # d’une boite de Jordan est plus grande que 1, le calcul de
la valeur propre de cette matrice est tr és mal conditionné.

7.1 Condition du calcul des vecteurs propres

Considérons la situation ou toutes les valeurs propres de A sont distinctes. La démonstration
du théoreme sur la diffé rentiabilité des valeurs propres montre (voir formule (11.2)) que les
vecteurs propres normalisés v;(¢) de A+¢eC sont des fonctions différentiables de € . Pour é tudier la
condition du calcul des vecteurs propres, nous exprimons v;(0) dans la base des vecteurs propres
(de droite)’

7/1(0): Zaivi. (76)
i=1
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La formule (11.3) donne alors

n

Y (A= ADajv;+(C = A;(0)); =0. (7.7)
j=2

En multipliant (11.7) par le vecteur propre de gauche uj (observer que ujv; = 0 pour i # j), on
obtient a; (pour i > 2) de la relation (A; — Ay)a;ujv; + u;Cv; = 0. La normalisation ||v1(s)||§ =
1 donne (en la dérivant) vjv;(0) = 0 et on en déduit que a; = —Z;’ZZ a;vjv;. Si 'on insére les
formules pour «; dans (11.6), on obtient pour vy (¢) = v +ev{(0) + O(&?) la relation

n

B u;Cvy . 5
vl(s)_vl+e;m(vi—vlvlvi)+0(s ). (7.8)
]:

De cette formule, on voit que la condition du calcul du vecteur propre v; dépend de la grandeur
u;v; (comme c’est le cas pour la valeur propre; voir la formule (11.1)) et aussi de la distance
entre A; & et les autres valeurs propres de A . Un algorithme dangereux La premiére méthode
(déja utilisée par Lagrange) pour calculer les valeurs propres d’une matrice A est la suivante :
calculer d’abord les coefficients du polyndme caractéristique Py () et déterminer ” ensuite les zéros de ce
polyndme. Sila dimension de A est trés petite (disons #n < 3) ou si l'on fait le calcul en arithmétique
exacte, cet algorithme peut étre trés utile. Par contre, si l'on fait le calcul en virgule flottante,
cet algorithme peut donner des mauvaises surprises. Considérons, par exemple, le probléme de
calculer les valeurs propres de la matrice diagonale

A=diag(1,2,3,..,n)
dont le polynéme caractéristique est
PAA)=(1-1)2-1)B=A)-(n=A)=(-1)" V" +a,_ A"+ +a; A +ag (7.9)

Les coefficients calculés satisfont 4 = a; (1 + ¢;) avec |¢;| < eps. Cette perturbation dans les coeffi-
cients provoque une grande erreur dans les zé ros de (11.9). Les résultats numériques pour n =
9,11,13,15 (avec eps ~ 6.1078, simple précision) sont dessinés dans la figure V.2. Conclusion. Evi-
ter le calcul des coefficients du polyndme caract éristique. Un tel algorithme est numériquement
instable.

8 Laméthode de la puissance

Un algorithme simple pour calculer les valeurs propres d'une matrice A est basé sur I'itération

Vk+1 = Ak (8.1)

ol y¢ est un vecteur arbitraire. Dans le théoreme suivant, on démontre que yy = Akyo (méthode de
la puissance) tend vers un vecteur propre de A et que le quotient de Rayleigh y; Ayi/y; i est une
approximation d’une valeur propre de A .
Théoréme 240. Soit A une matrice diagonalisable de valeurs propres Aq,1,,..., 1, et de vecteurs
propres vy, v,..., v, (normalisés par ||v;||, =1 ). Si|A{]| > |A;] > ... 2 |A4,], les vecteurs y; de I'itération
(12.1) vérifient

vk = Af(ayvy + O(| Ao/ (8.2)

(le nombre a; est défini par yg =) ; a;v;). Le quotient de Rayleigh satisfait (si a; = 0 )
ViAYK _

*

ViV

A1+ 0(1A2/A1 %) (8.3)

Si A est une matrice normale (c’est-a-dire. que les vecteurs propres sont orthogonaux), ’erreur
dans (12.3) est O(|A,/A, %)
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Démonstration. Exprimons le vecteur de départ y, dans la base des vecteurs propres, c’est-a-dire
Vo = )_i_, a;v;. Par ré currence, on voit que

n

n k
A
Vk :AkyO = E ai/\fvi = /\]1((6117}1 + E a,-(/,\—;) v; (8.4)
i=2

i=1

ce qui démontre la formule (12.2). De cette relation, on déduit que

n n
VAV = Vi = )PP A+ ) da Ak o (8.5)
i=1 i#]
n n
vive= Y lailP P+ ) dai Ak, (8.6)
i=1 iz

Siay #0,la formule (12.3) est une conséquence de

YiAVE _ a1 PR (1 + O( A/ A1) 8.7)
¥k lalP PR+ O/ A )

Pour une matrice normale, le deuxiéme terme dans les formules (12.5 ) et (12.6) est absent et
I’expression O(|/'\2//\1|k peut étre remplacée par O(|/'\2/Al|2k dans (12.7) et dans (12.3). cqfd

Exemple 241. Considérons la matrice

A=

21 0
1 2 1
01 2

dont la valeur propre la plus grande est A; = 2(1 + cos(7t/4)) ~ 3,41421356. Quelques itérations
de la méthode de la puissance nous donnent

vo=(1,1,1)" 3 =(343)" 3,=(10,14,10)"
et une premiére approximation de A; est obtenue par
y14y1 _ ¥192 116

Ny nin 34
Remarques. Les éléments du vecteur vy croissent exponentiellement avec k . Il est alors recom-
mandé de normaliser y, apres chaque itération, c’est-a-dire. de remplacer vy par yk/Hyk“. Sinon,

on risque un “overflow”. Si|A,/A;| est proche de 1, la convergence est trés lente. Pour accélérer la
convergence, on utilise la modification suivante :

~3,41176

9 Méthode de la puissance inverse de Wielandt

Supposons qu’on connaisse une approximation y de la valeur propre cherchée A; (il nest pas
- né cessaire de supposer que A; soit la plus grande valeur propre de A ). L'idée est d’appliquer
Iitération (12.1) a la matrice (A — ul)~! ( Les valeurs propres de cette matrice sont (A; —u)~'. Si
est prochede A ,ona-
1 1

>
)2\1 —V| ‘/\i —P‘|

pour i>2

et la convergence va étre trés rapide. 'itération devient alors yi, 1 = (A — uI)"'y; ou

(A= pD)Yrr1 = vk (9.1)
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Apres avoir calculé la décomposition LU de la matrice A — ul , une itération de (13.1) ne cotite
pas plus cher qu'une de ( 12.1). Pour la matrice A de ’exemple précédent, choisissons y = 3,41
etyy=(1;1,4; 1)T Deux itérations de (13.1) nous donnent

333,949579831933 79255,2785820210

236,134453781513 56041,9461902408
yl = , }}2 =
236,134453781513 56041,9461902408

et on obtient
1 _yiA-p)'n yim

~ = = ~237,328870774159
AL —3,41 1241 1241

De cette relation, on calcule A, et on obtient I’approximation 3,41421356237333 . Les 13 premiers
chiffres sont corrects. La méthode de la puissance (et celle de Wielandt) est importante pour la
compréhension d’autres algorithmes. Si l'on veut calculer toutes les valeurs propres d’'une ma-
trice, on utilise des méthodes encore plus sophistiquées. En pratique, on procéde de la maniére
suivante :
— on distingue les cas : A symétrique ou A quelconque.
— on cherche P telle que P"' AP devienne une matrice de Hessenberg (ou une matrice tridia-
gonale, si A est symétrique); voir V.3.
— on applique I'algorithme QR a la matrice H (voir V.6).
— si H est une matrice tridiagonale et symétrique, on peut é galement appliquer la méthode
de bissection (voir V.4).

10 VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES

Les premiers vecteurs et valeurs propres viennent des équations différentielles (Lagrange
1759, théorie du son; Lagrange 1781, des matrices 6 x 6 dans le but de calculer les perturbations
séculaires des orbites des 6 planétes connues a 1’époque, Oeuvres V, p. 125-490). Aujourd’hui,
le calcul des valeurs et vecteurs propres est indispensable dans toutes les branches de la science,
en particulier pour la solution des systémes des équations différentielles linéaires, en théorie
de stabilité, pour les questions de convergence de processus itératifs, et en physique et chimie
(mécanique, circuits, cinétique chimique, équation de Schrédinger).

FIG. V.1 : Une application linéaire comme champ de vecteurs (& gauche); transformée sur la
base des vecteurs propres (a droite).

Observons en figure V.1 (a gauche) le champ de vecteurs d’une équation différentielle y’ = Ay.
Deux directions sautent aux yeux : ce sont les directions ol le vecteur Av prend la méme
direction que le vecteur v , c’est-a-dire., ou

Av=2Av ou (A-AM))r=0 (10.1)

Si cette équation est vérifiée, A € C s’appelle valeur propre de la matrice Aetv € C*(v = 0) est le
vecteur propre correspondant. L’équation (10.1) possede une solution v non nulle si et seulement
si

P4(A) = det((A—AI) =0

Le polyndéme P4(A) est le polynome caractéristique de la matrice A . Les valeurs propres de A sont
alors les zéros du polynéme caractéristique.
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11 LA CONDITION DU CALCUL DES VALEURS PROPRES

A cause des erreurs d’arrondi, les éléments d’une matrice A , pour laquelle on cherche les
valeurs propres, ne sont pas exacts. Ils sont plutét égaux a

ﬁi]-:aij(1+£ij) avec |€l‘]‘|S€pS

(eps étant la précision de l'ordinateur, est supposée étre trés petite). Il est alors trés important
d’étudier 'influence de ces perturbations sur les valeurs propres et sur les vecteurs propres de la
matrice.

Pour montrer ceci, considérons la famille de matrices

Ale)=A+eC ou |e|<eps et |Cij|S|“ij|

).

Théoreme 242 (Gershgorin). Soit A une matrice n x n (avec des éléments dans R ou dans C ).

(souvent, la derniére hypothése va étre remplacée par ||C|| < ||A

a) Si A est une valeur propre de A, alors il existe un indice i tel que

n
[A—aj| < Z|ﬂij|
j=1

j#i
c’est-a-dire. que toutes les valeurs propres de A se trouvent dans 'union des disques D; =

A A=ag| < X0 Jagj]
j=i
b) Si une composante connexe de | Ji_; D; consiste de k disques, elle contient exactement k
valeurs propres de A.

Démonstration. Soit v # 0 un vecteur propre et choisissons l'indice i tel que |v;| > |v]-| pour tout j .
La ligne i de I’équation Av = Av donne

n

ZLIZ‘]'U]' = (A — aii)vi.

=1

j=i

En divisant par v; et en utilisant I'inégalité du triangle, on obtient U

L'affirmation (b) est vraie si A est une matrice diagonale. Le cas général est obtenu par un argu-
ment de continuité en faisant tendre les éléments en dehors de la diagonale vers zéro. cqfd

Théoréeme 243. Soit A une matrice diagonalisable, c’est-a-dire, il existe P avec PlAP = diag(Ay, Ay, Ay)
et soit A(e) = A+ eC. Alors, pour chaque valeur propre A(e) de A(¢), il existe un A; avec

|A(e) = Al < €.k (P).[IClloo

Démonstration. Nous transformons la matriceA(e) = A + ¢C par la méme matrice, qui transforme
A sous forme diagonale :

P'A(e)P = diag(Ay, Ay, ..., Ay) + €PTICP
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Sil’on dénote par ¢;; les éléments de P~!CP, le théoréme de Gershgorin implique l’existence d’un

indice i tel que |A(e) — (A; +ee;;)| <€) |e,-j|. L'inégalité triangulaire donne alors
j=i

IA(e) = A;| < e.miax(Z|eij|) <e|Ptep|| <e [P, IClw- Pl
]

ce qui démontre l'affirmation du théoréme, car x,(P) = ||P’1 “‘><> IClls (condition de T). cqfd

Remarque 244. La condition du calcul des valeurs propres depend de la condition de la matrice
de transfor- mation P. Si la matrice A est symétrique ( P est orthogonale), le probléme est bien
conditionné.Toutefois, observons qu’on obtient seulement une estimation pour l'erreur absolue
et non pour l'erreur relative.

Théoreme 245 (différentiabilité des valeurs propres). Soit A une racine simple de P4(A) = 0 Alors,
pour |¢| suffisamment petit, la matrice A(e) = A + ¢C posséde une valeur propre unique A;(¢)
proche de A; . La fonction Aq(¢) est différentiable (méme analytique) et on a

*
u; Cvy

Me)=A; +¢ +0(e?) (11.1)

MIVl
ou v; est le vecteur propre a droite (Av; = Avy) et 1y est le vecteur propre a gauche ( ujA = Auj ).
On peut supposer que |[vy|| = ||u1|| =1

Démonstration. Soit p(A, €) = Pyyec(A) =det(A + eC — AI). Comme

dp(1y,0)
p(A1,0)=0 et o #

le théoreme des fonctions implicites garantit 'existence d’une fonction différentiable A;(¢) (méme
analytique), tel que A1(0) = A; et p(A1(¢€),€) = 0. Il existe donc un vecteur v (¢) tel que

(A(e) = Ay (e))vy(e) = 0. (11.2)

La matrice dans (11.2) étant de rang n — 1, on peut fixer une composante a 1 et appliquer la régle
de Cramer. Ceci montre que les autres composantes sont des fonctions rationnelles des éléments
de la matrice A+ eC — A, (&) et donc différentiables. Aprés la normalisation a v1(1)Tv;(1) =1, la
fonction v () reste différentiable.
Pour calculer /\,1(0) , nous pouvons dériver 1’équation (11.2) par rapport a ¢ et poser ensuite
€ =0.Ceci donne
(A=A 1)y (0)+(C = AL (0))vy =0 (11.3)

En multipliant cette relation par u], on obtient u](C - /\/1(0)1)1/1 =0, ce qui permet de calculer
/\’1 (0) et démontre la formule (11.1). cqfd

Conséquences. La formule (11.1) du théoréme précédent montre que plus le vecteur propre
de droite est paralléle au vecteur propre de gauche, mieux la valeur propre correspondante est
bien conditionnée (par exemple, pour les matrices symétriques les deux vecteurs sont identiques);
plus ils se rapprochent de 'orthogonalité, plus la valeur propre est mal conditionnée.

Si la matrice n'est pas symétrique (ou normale), le calcul de A; (valeur propre simple) peut
étre mal conditionné. Considérons par exemple la matrice

(@) oy (1) ! 1
- 2] O Y1={p) 1_\/1+a2_0‘

Dans cette situation, la formule (11.1) nous donne A;(¢) — A; = e.(c;; — acyy) + O(€?) et le calcul
del; =1 est mal conditionné si a est grand.
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Exemple 1.4 Considérons la matrice (boite de Jordan)
A= - n (11.4)

Le polynéme caractéristique de A + ¢C satisfait
det(A+eC—A)=(A; —A)" = (=1)".e.cpy + O(e2) + O(e. | Ay = A]).

Sic, # 0, les termes O(e?) et O(e.|A; — A|) sont négligeables par rapport a ¢ . Les valeurs propres
de A+ ¢C sont alors approximativement données par les racines de

(A= A)" = (=1)".e.c,y = 0 (11.5)

C’est-a-dire A = A; + (es.cnl)l/’1 (observer que (e.cnl)l/" donne n valeurs complexes distinctes - mul-
tiples des racines de I'unité).

Expérience numérique. Prenons la matrice (11.4) avec Ay =1 et n =5 . Les éléments de la
matrice C sont des nombres aléatoires dans 'intervalle [-1,1] . Le dessin 7 ci-contre montre les 5
valeurs propres de A+¢C pour ¢ =1074,1075,...,10710. Lerreur est ~ 107! pour e = 107> et ~ 1072
pour ¢ = 10719, ce qui correspond a la formule (11.5) pour 1 = 5.

Conséquence. Si la dimension n d’une boite de Jordan est plus grande que 1, le calcul de la
valeur propre de cette matrice est trés mal conditionné.

11.1 Condition du calcul des vecteurs propres

Considérons la situation ou toutes les valeurs propres de A sont distinctes. La démonstration
du théoréme sur la différentiabilité des valeurs propres montre (voir formule (11.2)) que les vec-
teurs propres normalisés v;(¢) de A + ¢C sont des fonctions différentiables de ¢ . Pour étudier la
condition du calcul des vecteurs propres, nous exprimons v;(0) dans la base des vecteurs propres
(de droite) ’

n
v1(0) = Zaivi. (11.6)
i=1
La formule (11.3) donne alors
n
Z(Aj—Al)ajvj+(C—A1(0)1)v1 =0. (11.7)

=

En multipliant (11.7) par le vecteur propre de gauche u] (observer que ujv; = 0 pour i # j), on
obtient a; (pour i > 2) de la relation (A; — Ay)a;u;v; + u;Cv; = 0. La normalisation ||v1(a)||§ =
1 donne (en la dérivant) vjv;(0) = 0 et on en déduit que a; = —X}Lz a;vjv;. Si l'on insére les

formules pour «@; dans (11.6), on obtient pour vy (¢) = vy +€v{(0) + O(e?) 1a relation

n

u;Cvy .
7/1(8):1/1+€Z£m(vl‘—vlvlvz‘)+o(fz). (118)
= i

De cette formule, on voit que la condition du calcul du vecteur propre v; dépend de la grandeur
u;v; (comme c’est le cas pour la valeur propre; voir la formule (11.1)) et aussi de la distance entre
A1 & et les autres valeurs propres de A .

Un algorithme dangereux
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La premiere méthode (déja utilisée par Lagrange) pour calculer les valeurs propres d’une ma-
trice A est la suivante : calculer d’abord les coefficients du polyndme caractéristique Py(A) et déterminer
" ensuite les zéros de ce polyndme. Si la dimension de A est trés petite (disons 1 < 3) ou si l'on fait le
calcul en arithmétique exacte, cet algorithme peut étre tres utile. Par contre, si ’on fait le calcul
en virgule flottante, cet algorithme peut donner des mauvaises surprises.

Considérons, par exemple, le probléme de calculer les valeurs propres de la matrice diagonale

A=diag(1,2,3,...,n)
dont le polynéme caractéristique est
PA()=(1-1)(2-2)(3-A)---(n=A)=(-1)"A"+a, 1 A"+ + a3 A +a (11.9)

Les coefficients calculés satisfont @ = a; (1 +¢;) avec |g;| < eps. Cette perturbation dans les co-
efficients provoque une grande erreur dans les zéros de (11.9). Les résultats numériques pour
n=9,11,13,15 (avec eps = 6.1078, simple précision) sont dessinés dans la figure V.2.

Conclusion. Eviter le calcul des coefficients du polynéme caractéristique. Un tel algorithme
est numériquement instable.

12 LA METHODE DE LA PUISSANCE
Un algorithme simple pour calculer les valeurs propres d’une matrice A est basé sur l'itération

Vie1 = Ak (12.1)

ol y( est un vecteur arbitraire. Dans le théoreme suivant, on démontre que yy = Akyo (méthode de
la puissance) tend vers un vecteur propre de A et que le quotient de Rayleigh y; Ayi/y; i est une
approximation d’une valeur propre de A .

Théoréme 246. Soit A une matrice diagonalisable de valeurs propres Ay, A,,..., A, et de vecteurs
propres vy,vy,..., v, (normalisés par |[v;|l, =1 ).
Si|Ay|>|Ay] > ... > |, les vecteurs yy de l'itération (12.1) vérifient

vk = Af(ayvy + O(| Ao/ A (12.2)
(le nombre a; est défini par yy =) ; a;v;). Le quotient de Rayleigh satisfait (si a; = 0)

VAV

ViV

= A1+ O(1A/ 4 [F) (12.3)
Si A est une matrice normale (c’est-a-dire. que les vecteurs propres sont orthogonaux), l'erreur
dans (12.3) est O(|A/A;|%%)

Démonstration. Exprimons le vecteur de départ y, dans la base des vecteurs propres, c’est-a-dire
Yo = )" a;v;. Par récurrence, on voit que

n n k

A.

yi = Afyy = E a;i\v; = A(ayvy + E ﬂz‘(/\—;) v; (12.4)
i=1 i=2

ce qui démontre la formule (12.2). De cette relation, on déduit que

n n
VAV = Yigkar = ) _|ailP PR A+ ) aap Ak o, (12.5)
i=1 i%]
n n
vive =) _|ailP A+ ) aa kv, (12.6)
im1 iz
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Siay #0,la formule (12.3) est une conséquence de

YiAve _ a0 AL+ O(Ao/ A ) (12.7)
vk Ja P PR+ O(A/ A )

Pour une matrice normale, le deuxiéme terme dans les formules (12.5) et (12.6) est absent et
I'expression O(|/\2/A1|k peut étre remplacée par O(|/\2//\1|2k dans (12.7) et dans (12.3). cqfd

21 0
1 21

01 2

Exemple 247. Considérons la matrice

A=

dont la valeur propre la plus grande est A; = 2(1 + cos(7t/4)) =~ 3,41421356. Quelques itérations
de la méthode de la puissance nous donnent

vo=(1,1,1)T v =(3,43)" 9,=(10,14,10)T
et une premiére approximation de A; est obtenue par
V1491 _¥192 116

iy iy 34
Remarques. Les éléments du vecteur y; croissent exponentiellement avec k . Il est alors recom-
mandé de normaliser y; apres chaque itération, c’est-a-dire. de remplacer y; par yk/”yk“. Sinon,

on risque un “overflow”. Si|A,/A;| est proche de 1, la convergence est trés lente. Pour accélérer la
convergence, on utilise la modification suivante :

~3,41176

13 METHODE DE LA PUISSANCE INVERSE DE WIELANDT

Supposons qu’on connaisse une approximation y de la valeur propre cherchée A; (il nest pas
- nécessaire de supposer que A; soit la plus grande valeur propre de A ). L'idée est d’appliquer
Iitération (12.1) a la matrice (A - ;41)’1 ( Les valeurs propres de cette matrice sont (A; —p)~!. Si p
est prochede A ,on a-
1 1

>
)/\1 —l4| ‘Ai —P‘|

pour i>2

et la convergence va étre trés rapide. L'itération devient alors vi, 1 = (A — uI)"'y; ou

(A= pD)Yis1 = vk (13.1)

Apres avoir calculé la décomposition LU de la matrice A—pul, une itération de (13.1) ne cotite pas
plus cher qu'une de (12.1).

Pour la matrice A de 'exemple précédent, choisissons y = 3,41 et yg = (1;1,4; l)T Deux itérations
de (13.1) nous donnent

236,134453781513 56041,9461902408
v =333,949579831933, y, =79255,2785820210
236,134453781513 56041,9461902408

et on obtient
1y A=)y iy
A1-3,41 191 191
De cette relation, on calcule A, et on obtient I’approximation 3,41421356237333 . Les 13 premiers
chiffres sont corrects.
La méthode de la puissance (et celle de Wielandt) est importante pour la compréhension
d’autres algorithmes. Si l'on veut calculer toutes les valeurs propres d’une matrice, on utilise
des méthodes encore plus sophistiquées. En pratique, on procéde de la maniere suivante :

~ 237,328870774159
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— on distingue les cas : A symétrique ou A quelconque.

— on cherche P telle que P~' AP devienne une matrice de Hessenberg (ou une matrice tridia-
gonale, si A est symétrique); voir V.3.

— on applique l'algorithme QR a la matrice H (voir V.6).

— si H est une matrice tridiagonale et symétrique, on peut également appliquer la méthode
de bissection (voir V.4).



