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Série de TD N̊ 2 (Diagonalisation)

Exercice 1 : Soit f un endomorphisme de R3 défini par

f : R3 → R3

(x, y, z) 7→ (2x + y, y − z, 2y + 4z)

1. Trouver les valeurs propres de f et les sous-espace propres qui leurs sont associés.

2. Donner une base de chacun des sous-espace propres de f .

Exercice 2 : Soit g un endomorphisme de R2[X] défini par

f : R2[X] → R2[X]
P 7→ (1−X)P ′

1. Trouver les valeurs propres de g et les sous-espace propres qui leurs sont associés.

2. Donner une base de chacun des sous-espace propres de g .

Exercice 3 : Déterminer les polynômes caractéristiques et les valeurs propres des matrices sui-
vantes :

A1 =
� −5 3

6 −2

�
, A2 =

�
2 0 1
1 1 1
−2 0 −1

�
, A3 =

�
−4 0 −2
0 1 0
5 1 3

�
,

A4 =

�
3 −4 0 2
4 −5 −2 4
0 0 3 −2
0 0 2 −1

�
.

Exercice 4 : Soit f un endomorphismes de Rn vérifie f ◦ f = f . On suppose que f est différent
de l’application nulle et de l’identité.

1. Calculer les valeurs propres de f .

2. Montrer que pour tout x ∈ Rn, les vecteurs u = f(x) et v = x− f(x) sont des vecteurs propres
de f . Préciser les valeurs propres associée à u et v.

3. En déduire que f est diagonalisable.

4. Exprimer les sous espaces propres en fonction de Kerf et Imf .
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Exercice 5 : Soit Aα la matrice suivante

Aα =

�
1 0 1
−1 2 1

2− α α− 2 α

�
1. Déterminer et factoriser le polynôme caractéristique de Aα.

2. Déterminer les valeurs de α pour que Aα soit diagonalisable

3. Supposons α = 2, déterminer une matrice D diagonale et une matrice P inversible telles que
A2 = PDP−1.

Exercice 6 :

I) Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie.
Montrer que

0 ∈ sp (f) ⇔ f n′est pas surjectif.

II) Montrer que si A ∈Mn(K) est diagonalisable, alors Ak est aussi diagonalisable.

Exercice 7 :(Supplmentaire)

Soit dans M3(R) la matrice A =

�
3 1 1
−2 0 −2
3 3 5

�
1. Calculer le polynôme caractéristique de A.

2. Déterminer les valeurs propres de A et montrer que A est diagonalisable.

3. Trouver une matrice inversible P telle que D = P−1AP soit diagonale.

Exercice 8 :(Supplmentaire)
Soit f l’application

f : C3 → C3

(x, y, z) 7→ (2x + 2y,−x, z)

1. Montrer que f est un endomorphisme.

2. Calculer la matrice associée à f par rapport à la base canonique de R3.

3. Calculer le polynôme caractéristique Pf (λ)

4. Déterminer les valeurs propres de f et montrer que f est diagonalisable.
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