
CHAPTER 1: INTEGRALE SIMPLES ET INTEGRALES MULTIPLES                                              Math 3/ L2 EM-GM                 

Cour 2                                                                                                                                         la date:   

 

Chapitre 1: intégrale Simples et intégrales Multiples 

 

2. Intégrales multiples et calcul d’aire : 

2.1. Intégrale double :  

Soit 𝑧 =  𝐹(𝑥, 𝑦) une fonction définie dans un domaine 𝐷 fermé et borné du plan 𝑥𝜊𝑦. 

Décomposons le domaine 𝐷 d’une façon arbitraire en n domaines élémentaires de 

surfaces Δ𝑠1
, Δ𝑠2

, … , Δ𝑠𝑛
. Choisissons maintenant dans chaque domaine élémentaire un point 

arbitraire (𝑃𝑘)1≤𝑘≤𝑛. 

Soient 𝐹(𝑃1), 𝐹(𝑃2), … , 𝐹(𝑃𝑛) les valeurs de la fonction 𝐹(𝑥, 𝑦) en ces points, et formons 

ensuite les produits 𝐹(𝑃𝑘)∆𝑠𝑘
. On appelle somme intégrale de la fonction 𝐹(𝑥, 𝑦) dans le 

domaine 𝐷 une somme de la forme. 

∑ 𝐹(𝑃𝑘)∆𝑠𝑘

𝑛

𝑘=1

= 𝐹(𝑃1)∆𝑠1
+ 𝐹(𝑃2)∆𝑠2

+ ⋯ + 𝐹(𝑃𝑛)∆𝑠𝑛
 

On appelle intégrale double de la fonction 𝐹(𝑥, 𝑦) sur le domaine D la limite de la somme 

intégrale quand le plus grand des domaines ∆𝑠𝑘
→ 0. On note : 

∬ 𝐹(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬ 𝐹(𝑃) 𝑑𝑠 = lim
𝑚𝑎𝑥∆𝑠𝑘

→0
∑ 𝐹(𝑃𝑘)

𝑛

𝑘=1

∆𝑠𝑘
 

2.2. Règle de calcule d’une intégrale double 

Soit 𝐹(𝑥, 𝑦) une fonction définie et continue dans un domaine fermé 𝐷 de ℝ2, ce domaine est 

tel que : 

{
si  𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏      ⟹     𝑓1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑓2(𝑥)

𝑜𝑢 
si  𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑      ⟹     𝑔1(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ 𝑔2(𝑦)

 

Alors l’intégrale double de la fonction 𝐹 sur 𝐷 se calcule par la manière suivante : 

 

∬ 𝐹(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ [∫ 𝐹(𝑥, 𝑦)
𝑓2(𝑥)

𝑓1(𝑥)

𝑑𝑦]𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ [∫ 𝐹(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥]𝑑𝑦
𝑔2(𝑦)

𝑔1(𝑦)

𝑑

𝑐

 

Exemple : Calculer l’intégrale double suivante : 𝐼1 = ∬
𝑥

√𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 

Où le domaine 𝐷 est défini par :  𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2/0 < 𝑦 ≤ 𝑥 < 1} 
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Soit (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, on choisit 0 < 𝑥 < 1, il vient 0 < 𝑦 ≤ 𝑥. Alors,  

𝐼1 = ∫ [∫
𝑥

√𝑦

𝑥

0

𝑑𝑦]
1

0

𝑑𝑥 = ∫ 𝑥[2√𝑦]0
𝑥

1

0

𝑑𝑥 = 2 ∫ (𝑥√𝑥)
1

0

𝑑𝑥 = 2(
2

5
𝑥5 2⁄ )0

1 =
4

5
 

2.3. Théorème de Fubuni ou Intégration sur un pavé : Soit F(x, y) une fonction définie et 

continue dans un pavé 𝐷 =  [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] de ℝ2: Alors, 

∬ 𝐹(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ [∫ 𝐹(𝑥, 𝑦)
𝑑

𝑐

𝑑𝑦]𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ [∫ 𝐹(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥]𝑑𝑦
𝑏

𝑎

𝑑

𝑐

 

Exemple : Calculer l’intégrale double suivante : 𝐼2 = ∬(𝑥2 + 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 

Si le domaine 𝐷 =  [0,1] × [1,2] : 

D’après le théorème de Fubini on a : 

∬(𝑥2 + 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ [∫ (𝑥2 + 𝑦)
2

1

𝑑𝑦]
1

0

𝑑𝑥 = ∫ [𝑥2𝑦 +
1

2
𝑦2]1

2
1

0

𝑑𝑥 = ∫ (𝑥2 +
3

2
)

1

0

𝑑𝑥 

= (
1

3
𝑥3 +

3

2
𝑥)

0

1

=
11

6
 

2.4. Changement de variables d’une intégrale double 

 

2.4.1. Intégrale double en coordonnées curvilignes : 

On suppose que les variables d’intégration 𝑥 et 𝑦 peuvent s’exprimer en fonction de nouvelles 

variables 𝑢 et 𝑣 comme suit : 

{
𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣)
𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣)

 

Où les fonctions 𝑥(𝑢, 𝑣) et 𝑦(𝑢, 𝑣) admettent des dérivées partielles continues dans un domaine 

𝐷′ du plan 𝑢𝑜′𝑣, et le jacobien de la transformation dans le domaine 𝐷′ ne s’annule pas : 
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𝐽 = |
𝐷(𝑥, 𝑦)

𝐷(𝑢, 𝑣)
| = |

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

| ≠ 0 

Alors , la formule de la transformation d’une intégrale double aux coordonnées curvilignes 

comme suit :  

∬ 𝐹(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬ 𝐹(𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣))|𝐽| 𝑑𝑢𝑑𝑣 

Exemple: Effectuer le changement de variable indiqué dans l’intégrale suivante: 

𝐼4 = ∫ 𝑑𝑥
1

0

∫ 𝐹(𝑥, 𝑦)
2𝑥

𝑥

𝑑𝑦,              {

𝑢 = 𝑥 + 𝑦

𝑣 =
𝑦

𝑥 + 𝑦
 

Les nouvelles valeurs de 𝑥 et 𝑦 en fonction de (𝑢, 𝑣) sont :  

{
𝑥 = 𝑢 − 𝑢𝑣

𝑦 = 𝑢𝑣  

Donc, 

𝐽 = |
1 − 𝑣 −𝑢

𝑣 𝑢
| = 𝑢 

Le nouvelle domaine 𝐷’ est :  

𝐷′ = {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2,
1

2
≤ 𝑣 ≤

2

3
, 0 ≤ 𝑢 ≤

1

1 − 𝑣
} 

Alors l’intégrale 𝐼4 est : 

𝐼4 = ∫ 𝑑𝑣

2
3

1
2

∫ 𝑢𝐺(𝑢, 𝑣)

1
1−𝑣

0

𝑑𝑢 

2.4.2. Intégrale double en coordonnées polaires 

Lorsqu’on passe des coordonnées rectangulaires (cartésiennes) 𝑥 et 𝑦 aux coordonnées polaires 

𝑟 et 𝜃 posant : 

{
𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

 avec 𝑟 > 0 𝑒𝑡 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 

On a :  𝐽 = |
𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃

| = 𝑟 

L’intégrale double d’une fonction 𝐹 aux coordonnées polaire est :  

∬ 𝐹(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬ 𝐹(𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃) 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 
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Exemple : Calculer :𝐼5 = ∬
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥2+𝑦2  où le domaine D est définie par :  

𝐷 == {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, 4 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 9} 

On a les coordonnées polaires sont :  {
𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

 

4 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 9 , 2 ≤ 𝑟 ≤ 3 𝑑𝑒 𝑝𝑙𝑢𝑠 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋 
On a 

𝐼5 = ∬
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥2 + 𝑦2
= ∬

𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

𝑟2𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃
= ∫

1

𝑟

3

2

𝑑𝑟 ∫ 𝑑𝜃
2𝜋

0

= 2𝜋[ln 𝑟]2
3 = 𝜋 ln

9

4
 

2.5. Calcul des aires dans ℝ𝟐 

L’aire d’une figure plane limitée par le domaine 𝐷 se calcule par la formule 𝐴(𝐷) : 

𝐴(𝐷) = ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦 

2.6. Calcul des aires dans ℝ𝟑
  

Soit 𝑆 une surface lisse uniforme est donnée par l’équation 𝑧 =  𝑓(𝑥;  𝑦); alors l’aire de la 

surface 𝑆 est exprimée par la formule : 

𝐴(𝑆) = ∬ √1 + (
𝜕𝑧

𝜕𝑥
)

2

+ (
𝜕𝑧

𝑑𝑦
)

2

𝑑𝑥𝑑𝑦 


