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 Chapitre 1: intégrale Simples et intégrales Multiples 

 

3. Intégrale triple 

Soit 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) une fonction définie dans un domaine 𝐷 fermé et borné de l’espace 

𝑂𝑥, 𝑂𝑦, 𝑂𝑧. Partageons le domaine 𝐷 d’une façon arbitraire en 𝑛 domaines élémentaires de 

volumes ∆𝑉1, ∆𝑉2, . . . , ∆𝑉𝑛. Prenons maintenant dans chaque domaine élémentaire un point 

arbitraire (𝑃𝑘)1≤𝑘≤𝑛 de l’espace. Soient 𝐹(𝑃1), 𝐹(𝑃2), . . . , 𝐹(𝑃𝑛) les valeurs de la fonction  

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) en ces points, et formons ensuite les produits 𝐹(𝑃𝑘)∆𝑉𝑘. 

On appelle somme intégrale de la fonction 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) dans le domaine 𝐷 une somme de la 

forme 

∑ 𝐹(𝑃𝑘)Δ𝑉𝑘

𝑛

𝑘=1

= 𝐹(𝑃1)Δ𝑉1 + 𝐹(𝑃2)Δ𝑉2 + ⋯ + 𝐹(𝑃𝑛)Δ𝑉𝑛 

On appelle intégrale triple de la fonction 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) sur le domaine D la limite de la 

somme intégrale quand le plus grand des volumes ∆𝑉𝑘 →  0. On note 

∭ 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∭ 𝐹(𝑃𝑘)𝑑𝑉 = lim
𝑚𝑎𝑥Δ𝑉𝑘→0

∑ 𝐹(𝑃𝑘)∆𝑉𝑘

𝑛

𝑘=1

3.1 Règle de calcule d'une intégrale Triple 

Soit F une fonction définie et continue dans un domine fermé 𝐷 de ℝ3 alors: 

∭ 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦 ∫ 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝑧2

𝑧1

 

L’intégrale double sur 𝑑𝑥𝑑𝑦 calculé sur le domaine T, tel que le domine T est la projection 

orthogonale de D sur le plan 𝑥𝑂𝑦. 

Exemple : calculer l’intégrale triple 𝐼1 = ∭(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 le domaine D défini par : 

𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3, 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑧 > 0, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≤ 2} 
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La projection orthogonale du domaine D sur le plan 𝑥𝑂𝑦 dont 𝑧 =  0 est 

𝑇 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, 𝑥 > 0, 𝑦 > 0, 𝑥 + 𝑦 ≤ 2} 

De plus 𝑧1 = 0 𝑒𝑡 𝑧2 = 2 − 𝑥 − 𝑦 et 𝑧1 ≤ 𝑧 ≤ 𝑧2 

Donc, 

𝐼1 = ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦 ∫ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)𝑑𝑧
2−𝑥−𝑦

0

= ∬ [(𝑥 + 𝑦)𝑧 +
1

2
𝑧2]

0

2−𝑥−𝑦

 

= ∬[2𝑥 + 2𝑦 − 𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥𝑦 +
1

2
(2 − 𝑥 − 𝑦)2]𝑑𝑥𝑑𝑦 

On a : 

{
0 < 𝑦 < 2 − 𝑥

0 < 𝑥 ≤ 2
 

Donc l’intégrale double de cette fonction est : 

𝐼1 = ∫ [∫ 2𝑥 + 2𝑦 − 𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥𝑦 +
1

2
(2 − 𝑥 − 𝑦)2𝑑𝑦

2−𝑥

0

] 𝑑𝑥
2

0

 

= ∫ [(2 − 𝑥)𝑥𝑦 + 𝑦2 −
1

6
𝑦3 − 𝑥𝑦2 +

1

2
(2 − 𝑥2)𝑦 −

1

2
(2 − 𝑥)𝑦2]0

2−𝑥
2

0

𝑑𝑥 

= ∫ [(2 − 𝑥)2 −
(2 − 𝑥)3

6
]

2

0

𝑑𝑥 

= [−
(2 − 𝑥)3

3
+

(2 − 𝑥)4

24
]0

2 =
1

3
−

1

24
=

7

24
 

3.2. Changement de variables d’une intégrale Triple 

Le changement de variable d'une intégrale triple permet de passer des variables x, y, z aux 

nouvelles variables u, v, u liées aux premières par les relations 

𝑥  =   𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑢), 

𝑦 =   𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑢), 

𝑧 =   𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑢), 

Où 𝑥 =  𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑢), 𝑦 =  𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑢) 𝑒𝑡 𝑧 =  𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑢) et leurs dérivées partielles premières 

sont des fonctions continues dans un domaine 𝐷’ et le jacobien de la transformation dans le 

domaine 𝐷’ est : 

𝐽 = |
𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝐷′(𝑢, 𝑣, 𝑤)
| =

|

|

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑤
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑤
𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑣

𝜕𝑧

𝜕𝑤

|

|
≠ 0 

Dans ce cas, la formule de la transformation d'une intégrale triple est : 

∭ 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∭ 𝐹(𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑤)|𝐽|𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑤 
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3.4. Intégrale Triple en coordonnées sphériques 

Soit M (x, y, z) un point de l'espace ℝ3. On a alors, la formule de transformation suivant : 

𝑥 =  𝑟 cos 𝜃  sin 𝜑 

𝑦 =   𝑟 sin 𝜃 sin 𝜑 

𝑧 =  𝑟 cos 𝜑  

Avec > 0, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋 .  

Le jacobien est : 

𝐽 = |
cos 𝜃 sin 𝜑 −𝑟 sin 𝜃 sin 𝜑 𝑟 cos 𝜃 cos 𝜃
sin 𝜃 sin 𝜑 𝑟 cos 𝜃 sin 𝜑 𝑟 sin 𝜃 cos 𝜑

cos 𝜑 0 − sin 𝜑
| = 𝑟2 sin 𝜑 

Il vient que 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 𝑟2 sin 𝜑 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜑 

Exemple : Calculer 𝐼2 = ∭ 𝑥2 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 , Où le domaine 𝐷 définie par : 

𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3, 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑎2, 𝑎 > 0} 

On effectue un changement de variable aux coordonnées sphériques. 

Soit maintenant (𝑥, 𝑦, 𝑧) un point de 𝐷, nous avons 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑎2 D’où 𝑟2 ≤ 𝑎2 alors 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑎 

Alors : 

𝐼2 = ∭ 𝑥2 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∫ 𝑟4
𝑎

0

𝑑𝑟 ∫ cos2 𝜃
2𝜋

0

𝑑𝜃 ∫ sin3 𝜑 𝑑𝜑
𝜋

0

 

= [
1

5
𝑟5]

0

𝑎

∫ (
1 + cos 2𝜃

2
)

2𝜋

0

∫ sin3 𝜑 𝑑𝜑
𝜋

0

 

=
4

15
𝜋𝑎5 

3.5. Intégrale Triple en coordonnées cylindriques 

Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées cylindriques liées par les relations 

suivant :  

𝑥  =   𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

𝑦 =   𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

𝑧 =   𝑧 

Avec 𝑟 >  0 𝑒𝑡 0 ≤  𝜃 ≤  2𝜋. 

Le jacobien est :  𝐽 =  𝑟   

∭ 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = ∭ 𝐹(𝑟 cos 𝜃 , 𝑟 sin 𝜃 , 𝑧) 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧 
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3.6. Calcul des volumes 

Le volume d’un corps qui occupe le domaine D est donné par la formule  suivant : 

𝑉 = ∭ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

 

 


