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appelé le probleme d’élasticité linéaire.

Inconnues de probleme

3 Déplacements : uy ,uy , U3
6 Déformations : &;,&, 83,84 ,85, &6
6 Contraintes : 01,02, 03,04 ,0% , Og

Données de probleme

Caractéristiques géométriques du corps

Les charges surfaciques et leurs répartitions

&es charges volumiques appliquées au corps

t(x,r)
L'élément élastique isotrope de volume V, comment montre la figure, est % 1 \; ; ,\
\\
I !

sollicité par des charges surfaciques représentées par la résultante t (x, t) ‘ A/“;“
et des force volumiques f (x,t). La recherche d’'un systeme d’équations o =9 '\/ : "4
qui produit les champs de déplacement u (x, t), déformation € (x, t) et de & o
contrainte ¢ (x, t) a chaque particule et dans chaque instant du temps est :. : — f(x.1)

e, X

Equations disponibles

” 2
3 Equations d’équilibre :  div (o) + f; = p_%

1+v v
_O-ij —ETF(O')SU

6 Equations de la loi de Hook : & = 5

6 Equations géométriques: ¢ = %(u QV+TQ w

Note:

. dx? . : r s
En statique le terme (p.d—:;) des équations d’équilibre

devient nul /




/ Equations d’équilibres \

Formule fondamentale de Cauchy :

0o11 = 0012 = 0013 dx?
Ox1 + Ox2 + Ox3 +f1 :p'd):;
5 5 5 , T, 011 Ti2 T13]( 1
G21 + G22 + G623 +f2 — .dxz TZ =171 022 T23|{m
Ox1 Ox2 Ox3 dt? T T T o
, 3 31 32 331 \n
0031 + 0032 + 0033 +f = dx3
Ox1 Ox2 Ox3 3 “dt?
En notation indicielle : doij + f: = di i)+ f; = dx{ T;=0;;.n;
e fi =div (oij) + f; = =2 i=0;j. N

Equations de la loi de Hook
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_ 211 7 1+v 0]
4,53 g (022 + 033) En notation indicielle : &ij = 0;j — = Tr(oy;) 6;
029 1Y) ( N ) E E
€22 = F = E 011 T 033 E v
033 U O;: = (8" + Tr (8) 6)
= g2 = §: o E(Un + 032) Y 14+v Y " 1-=2v UJs =
= < T12
ey Y12 = 7 o
VLT Avec les coefficients Ei = — Tr(o;;) 6;; + — 0;;
T23 lj l lj lj
Va3 ="~ de Lamé: 2u(34 + 2p1) 24
_ T3
k \ Y13 G O-ij =ATr(£ij) 5ij+2[1 Sij /
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Equations geometriques €: == 4+
quations g iqu ij =3 ax. * ax,

/' : s 1(5Ui an)

Les déformations peuvent étre obtenus par la dérivation du champs de déplacement mais
dans le cas contraire pas tout tenseur de déformation possede un champs de déplacement
correspondant. Afin de garantie I'existence de ce champs de déplacements le tenseur de
déformation doit satisfaire les conditions appelées les conditions de compatibilité
(continuité). Ces équations peuvent étre obtenu la dérivation seconde de chaque
composante par rapport a tout les composantes possibles.

E(X.7)

Forme compacte: 7 x (e xV) =0

K\.@a—xﬂ’- o e Y

2 2 2
0 822 a 833 a 823 _ 0
ou ) 2 2 -
0% (811 — _axl Apres réarrangement 03 0x; 0x20%3
1 p .
6 equations et remplacement en 2 2 2
dxZ, dxZ2, 0x2, 0x10x5, 0x; 0x3, 0%, 0x5 - remp 0%e33 | 0%ey 0%¢13 _ 0
éliminant les 30 2 R =
. axl ax3 axlaxg
. : inconnus des
. « e s , 2 2 2
3 3 troisiéme dérivée des 0°e1;  0%&p; 0°&15 0
u u , —_ =
52 <823 <ax2 n 6x3)> déplacement on dx2 axlz 0x,0x,
3 2 i . . . .
— 6 équations  obtient 6 equations 02833 6823 6313 oey,
0xZ, 0x2, 0x%, 0x1 0x,, 01 0X3, 0% 03 de compatibilité¢  —
comme suit: 0%, 0% 6x3 0x3
/ Tenseur antisymétrie de V \ 62822 6823 5813 + 6812 _
0 —_6 i 0 —_6 i axlaxg axz ax:g
0x3 0xy . . . 0x3 0x,
bl —0 fgls 12 13 0 —0 2
— 0 — &1 &2 &3||l— 0 — 6 811 6823 6813 6812
ax3 axl 531 532 833 aX3 axl —_ +
—0 d —0 d axzaxg 0x1 2 ax3

=0
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Cheminement de la résolution probleme

d’elasticitée linéaire

Contraintes
O-ij

Equations d’équilibre
(Formules de Cauchy)

Efforts extérieurs
ti et bi

Loi de Hook et son inverse

(Loi de comportement)

Déformations
de en co -

Equation géométriques
(Compatibilité)

de en dé ents

Déplacements
U;
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L'objectif de cette méthode est de réduire le systeme en trois équations différentielles partielles juste avec les
trois déplacements comme inconnus. La premiére étape consiste a remplacer la loi de comportement dans
I’équations d’équilibre pour obtenir les équations de Navier comme rapporté par la suite:

62
V.o +fi=(ATr(e) 6 +2ue) + f; = po5g

Aprés un réarrangement on obtient les équations de Navier-Lamé sous forme compacte comme suit:

62
A+WV(Vu)+uVu+fi=pogs
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Dans les condition statique et sous forme explicité ces équations peuvent étre s’écrives comme:

ormulation en dép
de Navier-Lami

6
(A + ,u) “+uV2us +f,=0 Sachant que: &, = &11+&221+€33

Apres la résolution de ces trois équations on obtient le champs de déplacement. La dérivé de ce champs et le
remplacement dans les équations géométriques produire le champs de déformations qui de son tour conduit au
champs de contrainte par I'intermédiaire de loi de comportement (Loi de Hook).
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Cette méthode est exclusif au cas statique, elle s’initie par I'intégration des équations géométrigues pour obtenir
les six équations de compatibilité, dans lesquelles, en remplace I'inverse de la loi de comportement. Par la suite,
les résultats sont a remplacés dans les équations d’équilibre. Le résultat final est appelé les équations de
Beltrami-Michell sous forme compacte elle s’écrivent comme:

1 v
Vzaij + 1—_|_U0kk,ij = —1—+U5ij(fk,k) - (fi,j) - (f]l)

Sous forme explicite et sachant que (0 = gy1+0,,+033) les équations de Beltrami—Michell sont :
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° 920 920

S (14+v).V%(0y) +== =0 (1+v).7V%(o13) +———=0
= 0x; 0x10x;

= 020 020

S 72 — = 72 — =
5 (1+v) (052) + 6x22 0 (1+v) (013) + 9, 9% 0
hd

] 020 020

o0 2 o _
(1 + U) . V (0'33) + ax% = O (1 + U) V (0'23) + — a zaxz 0

Apres la résolution de ces six éguations on obtient le champs de contrainte. Le remplacement des contraintes
dans l'inverse de la loi de comportement produire le champs de déformations qui de son tour conduit au
champs de déplacement par I'intermédiaire de l'inverse des équations géométriques mais par l'intégral de ces
Cerniers (Inconvénient de la méthode des contraintes) . /
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Le principe de Saint Venant consiste dans System (I) System (II)
le cas ou la distance (§) entre le point v
considéré et le conteur sur le quel les
condition de charge sont changé, est
suffisamment grande par rapport a la
dimension (l) de ce conteur, la réponse
des deux systeme est pratiguement
équivalente.

ul (P, t) = ul (P,t)
g Pt)y=el(Pt)y VP m &1
ol (P,t) = ¢! (P,¢t)
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