
Matière : Équations aux différences Responsable : Y. Halim

Corrigé type d’examen de Rattrapage 2022

Exercice 1 :

1. L’équation caractéristique de (2) est
λ2
− λ − 1 = 0

La racines sont : α = 1+
√

5
2 , β =

1+
√

5
2 Donc la solution est

Ln = c1α
n + c2β

n

De L0 = 2,L1 = 1, on obtient que c1 = c2 = 1. Alors

Ln = α
n + βn, n ∈N (1)

2. On a

lim
n→+∞

Ln+r

Ln
= lim

n→+∞

αn+r + βn+r

αn + βn

= lim
n→+∞

αn+r
(
1 +

(
β
α

)n+r
)

αn
(
1 +

(
β
α

)n)
= αr.

3. a) Méthode 1 :

L2
n − Ln−1Ln+1 = (αn + βn)2

− (αn−1 + βn−1)(αn+1 + βn+1)
= (α2n + β2n + 2(αβ)n

− α2n
− αn−1βn+1

− βn−1αn+1
− β2n

= −(αβ)n−1(α2 + β2
− 2αβ)

= (−1)n(α − β)2

= 5(−1)n.

Méthode 2 :
Par reccurence :

• Pour n = 1 on a
L2

1 − L0L2 = −5 = 5(−1)1

donc la propsition est vrais pour n = 1.

• Supposons que la proposition est vrais pour n, c’es-à-dir

L2
n − Ln−1Ln+1 = 5(−1)n

et montrons la proposition pour n + 1. On a

L2
n+1 − LnLn+2 = Ln+1(Ln + Ln−1) − Ln(Ln+1 + Ln)

= −(L2
n − Ln+1Ln−1)

= −5(−1)n = 5(−1)n+1.

• Donc
L2

n − Ln−1Ln+1 = 5(−1)n, ∀n ≥ 1.
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b On a

Ln+k − (−1)kLn−k = αn+k + βn+k
− (−1)k(αn−k + βn−k)

= αn+k + βn+k
− αn(−α)−k + βn(−β)−k

= αn+k + βn+k
− αnβk

− βnαk

= αn(αk
− βk) − βn(αk

− βk)
= (αn

− βn)(αk
− βk)

= (α − β)2

(
αk
− βk

α − β

) (
αn
− βn

α − β

)
= 5FnFk,

Exercice 2 :

1. Déterminons les points d’équilibres de l’équation (3) :
Soit x ∈]0,+∞[ un point d’équilibre de l’équation (3), donc

x =
x

αx + x
x((1 + α)x − 1) = 0

x = 0 (refuser car n’est pas un solution) ou x =
1

1 + α
.

2. Déterminer l’équation aux différences linéaire associée de (3) atour de x.
L’équation linéaire associée est

yn+1 = p0yn + p1yn−1

Soit la fonction

f : ]0,+∞[2
−→]0,+∞[

(x, y) 7−→
y

αx + y
.

On a
∂ f
∂x

(x, y) =
−αy

(αx + y)2 ,
∂ f
∂y

(x, y) =
αx

(αx + y)2 .

D’où

p0 =
∂ f
∂x

(x, x) = −
α

1 + α
, p1 =

∂ f
∂y

(x, x) =
α

1 + α
.

Donc

yn+1 = −
α

1 + α
yn +

α
1 + α

yn−1

3. Donnons une condition suffisante de stabilité localement asymptotiquement de x :
On a

|p0| + |p1| =
∣∣∣∣− α

1 + α

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣ α1 + α

∣∣∣∣ = 2α
1 + α

.

Alors, d’aprés le théorème de Clark x est asymptotiquement stable si
2α

1 + α
< 1 qui donne α < 1.
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4. Montrons que [0, 1] est un intervalle invariant pour (3)
Pour tout n ∈N on a

xn+1 =
xn−1

αxn + xn−1
≥ 0

et
xn+1 − 1 =

−αxn

αxn + xn−1
≤ 0

donc
0 ≤ xn ≤ 1, n ∈N.

On a f est croissante par rapport à x et décroissante par rapport à y.

5. Donnons une condition suffisante pour x soit globalement attractif :
Soit la fonction

f : [ε, 1]2
−→ [ε, 1]

(x, y) 7−→
y

αx + y
.

On a f est décroissante par rapport à x et croissante par rapport à y.
Soit m,M ∈ [0, 1] tels que

{
m = f (M,m)
M = f (m,M)

⇒


m =

m
αM +m

M =
M

αm +M

⇒


mM =

mM
αM +m

Mm =
Mm
αm +M

Donc
1

αM +m
=

1
αm +M

(M −m)(1 − α) = 0.

Si α , 1 on obtient M = m, alors d’après le deuxième Théorème de convergence limn→+∞ = x, par
conséquent une condition suffisante de la tracttif global est α , 1.
Déduirons la stabilité globale :
On a α < 1, donc d’après la question (3) x est localement stable et d’après la question présidente
globalement attractif, alors x est globalement stable.

6. Programme Matlab pour tracer la solution de (3) :

Exercice 3 :
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1. Montrons que la solution {xn, yn}n≥−1 est éventulement périodique :
De (??) on a 

xn+2 =
a

xn+1y2
n+1

=
xnynxn−1yn−1

b

xn+3 =
a

xn+2y2
n+2

= xn


yn+2 =

byn+1

xnyn
=

a
xnxn−1yn−1

yn+3 =
byn+2

xn+1yn+1
= xn

Donc {xn, yn}n≥0 est éventulement périodique de période 3.

2. Déduirons la forme de la solution :
La forme de la solution de (??) est

x3n = x0

x3n+1 =
a

x0y2
0

x3n+2 =
x0y0x−1y−1

b


y3n = y0

y3n+1 =
by0

x−1y−1

y3n+2 =
a

x0x−1y−1

n ≥ 0


