Matiere : Equations aux différences Responsable : Y. Halim

CORRIGE TYPE D'EXAMEN DE RATTRAPAGE 2022

Exercice 1 :

1. L'équation caractéristique de (2) est
A2=A-1=0

1++5 ﬁ _ 1+5

5 > Donc la solution est

La racines sont : a =

L,= cla” + CZIBH

De Ly =2,L; =1, on obtient que ¢; = ¢, = 1. Alors

L,=a"+B", neN (1)
2. Ona
n+r + n+r
lim Loer - _ lim &P P
n—+oo [, n—+oo +‘Bn
a1+ (g)nﬂf)
= lim
n—+0co n B\
ar(1+(5))
= .
3. a) Méthode1 :
Li _ Ln—an+1 — (an + ‘Bn)Z _ (an—l + ‘Bn—l)(an+l + ﬁn+1)

— (a2n + IBZn + 2(&,8)” _ aZn _ an—l n+l _ ﬁn—larﬁl _ ‘3271
= —(ap)" N (a® + B> — 2ap)

= (-D"a-p)7

= 5(-1)".

Méthode 2 :
Par reccurence :

e Pourn=1ona
L3 — LoL, = -5 = 5(-1)"
donc la propsition est vrais pour n = 1.

e Supposons que la proposition est vrais pour 7, c’es-a-dir
Lpzl —LyqLy1 = 5(_1)n
et montrons la proposition pour n + 1. On a

L2

n+1

- LnLn+2 = Ln+1 (Ln + Ln—l) - Ln(Ln+1 + Ln)
= _(Li - Ln+1Ln—1)
= —5(-1)" =5(-1)"".

e Donc
[ ~L, 1L, =5(-1)", Vn>1.



b Ona

Ln+k _ (_1)kLn—k — an+k + ‘Bn+k _ (_1)k(an—k + ﬁn—k)
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e
= SF,Fy,

Exercice 2 :

1. Déterminons les points d’équilibres de I'équation (3) :
Soit x €]0, +oo[ un point d’équilibre de I"équation (3), donc

- X
X =

(84
X(1+a)x—-1) = 0

X+ X

1
1+a

2. Déterminer I'équation aux différences linéaire associée de (3) atour de X.
L’équation linéaire associée est

X = 0 (refuser car n’est pas un solution) ou x =

Yn+1 = PoYn + P1Yn-1

Soit la fonction

f: 10,+00[> —]0, +00[

Y
(y) '_)ax+y'
Ona
af _ —ay af B ax
g(x,y) (ax + y)?’ Q_y(x'y) (ax + y)?
D’ou
of _ _ a of __  a
Po—g(/ 1+a’ p @(x,x) 1+a
Donc
R vl e

3. Donnons une condition suffisante de stabilité localement asymptotiquement de X :
Ona

|_ o ‘+' o '_ 2a
1+a 1+al 1+a

Ipol + Ip1l =

— 2
Alors, d’aprés le théoréme de Clark x est asymptotiquement stable si 1 fa <lquidonnea < 1.



4. Montrons que [0, 1] est un intervalle invariant pour (3)
Pour toutn € Nona

X—
xn+1 _ n-l 2 O
ax, + X,
et
ax
xn+1 - 1 - z O
axX, + X1

donc

0<x,<1, nmneNN.

On a f est croissante par rapport a x et décroissante par rapport a y.

5. Donnons une condition suffisante pour x soit globalement attractif :
Soit la fonction

f: [e,1F —[e1]
Y
ax+y

xy) —

On a f est décroissante par rapport a x et croissante par rapport a y.
Soit m, M € [0, 1] tels que

= m M = mM
m = f(M, m) aM +m = M+ m
= =
M= fm,M) " |yo M M = M
am + M am+M
Donc
1 1

aM +m - am+ M

M-m(A—-a)=0.
Sia # 1 on obtient M = m, alors d’apres le deuxieme Théoreme de convergence lim,,,.. = X, par
conséquent une condition suffisante de la tracttif global est a # 1.
Déduirons la stabilité globale :

Onaa < 1, donc d’apres la question (3) x est localement stable et d’apres la question présidente
globalement attractif, alors x est globalement stable.

6. Programme Matlab pour tracer la solution de (3) :

Exercice 3 :



1. Montrons que la solution {x,, y,},>-1 est éventulement périodique :
De (2?) on a

_ a _ XnYnXn-1Yn-1 byn+1 a
x)’l+2 - 2 - b yn+2 = =
xn+1yn+1 xnyn xnxn—lyn—l
X — a =x byn+2
n+3—x ) — An yn+3:—:xn
n+2Y,40 Xn+1Yn+1
Donc {x,, Yu}nz0 est éventulement périodique de période 3.
2. Déduirons la forme de la solution :
La forme de la solution de (??) est
X3, = Xo Y3n = Yo
. a byo
i+l = Yans1 = n>
XoYo X_1Y-1 20
X XoYoX-1Y-1 y _ a
3n+2 = 1 3n+2 —
b XoX-1Y-1



