
Matière : Équations aux différences Responsable : Y. Halim

Corrigé type d’examen Finale 2023

Exercice 1 :

1. Donnons la forme des solutions
L’équation caractéristique de (??) est

λ2
− λ − 2 = 0

Ainsi, les racines caractéristiques sont

α =
1 +
√

9
2

= 2, β =
1 −
√

9
2

= −1

La solution générale de l’équation (??) s’écrit

Jn = A (2)n + B (−1)n

Utilisons les conditions initiales, on obtient

A =
1
3
, B = −

1
3

Donc
Jn =

2n
− (−1)n

3
.

2. Par reccurence :
• Pour n = 2 on a

J1J3 − J2
2 = 2 = −(−2)2−1

donc la propsition est vrais pour n = 2.
• Supposons que la proposition est vrais pour n, c’es-à-dir

Jn−1Jn+1 − J2
n = −(−2)n

et montrons la proposition pour n + 1. On a

JnJn+2 − J2
n+1 = Jn(Jn+1 + 2Jn) − Jn+1(Jn + 2Jn−1)

= 2J2
n − 2Jn+1Jn−1

= −2(Jn−1Jn+1 − J2
n) = 2(−2)n = −(−2)n+1.

• Donc
Jn−1Jn+1 − J2

n = −(−2)n, ∀n ≥ 2.

3. Pour n = 1 on a

J1+rJ2 − Jr+2J1 = J1+r − Jr+2 = −(J2+r − Jr+1) = −2Jr = (−2)1Jr

donc la propsition est vrais pour n = 1.
• Supposons que la proposition est vrais pour n, c’es-à-dir

Jn+rJn+1 − Jn+r+1Jn = (−1)nJr

et montrons la proposition pour n + 1. On a

Jn+r+1Jn+2 − Jn+r+2Jn+1 = Jn+r+1(Jn+1 + 2Jn) − (Jn+r+1 + 2Jn+r)Jn+1

= Jn+r+1Jn+1 + 2Jn+r+1Jn − Jn+r+1Jn+1 − 2Jn+rJn+1

= 2Jn+r+1Jn − 2Jn+rJn+1

= −2(Jn+rJn+1 − Jn+r+1Jn) = −2(−2)nJr = (−2)n+1Jr.
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• Donc
Jn+rJn+1 − Jn+r+1Jn = (−2)nJr, ∀n ≥ 1, r ∈N.

Exercice 2 :

1. Détrminons les points d’équilibres de (??) :
Soit x un point d’équibitre de l’équation, donc

x =
αx

1 + x2 ⇔ x(x2
+ (1 − α)) = 0

⇔ x = 0 ∨ x2
= α − 1

• Si α > 1 : les ponts d’équilibres sont : x = 0, x =
√
α − 1.

• Si α < 1 :le seul point d’équilibres est x = 0.

2. Stabilité locale des points d’équilibres :

f : [0,+∞[2
−→ [0,+∞[

(x, y) 7−→
αy

1 + xy
.

On a
∂ f
∂x

(x, y) =
−αy2

(1 + xy)2 ,
∂ f
∂y

(x, y) =
α

(1 + xy)2 .

• Si α > 1 : les points d’équilibres sont : x = 0, x =
√
α − 1.

◦ x = 0

p0 =
∂ f
∂x

(0, 0) = 0, p1 =
∂ f
∂y

(0, 0) = α.

L’équation linéaire associé est
yn+1 = αyn−1

Le polynôme caractéstique est P(λ) = λ2
− α, donc les valeurs proprs sont

λ = ±
√
α > 1

Donc x = 0 est instable.

◦ x =
√
α − 1 :

p0 =
∂ f
∂x

(
√

α − 1,
√

α − 1) =
1 − α
α

, p1 =
∂ f
∂y

(
√

α − 1,
√

α − 1) =
1
α
.

L’équation linéaire associé est

yn+1 =
1 − α
α

yn +
1
α

yn−1

Le polynôme caractéstique est P(λ) = λ2
−

1−α
α λ −

1
α , donc les valeurs proprs sont

λ1 = −1, λ2 =
1
α

On a |λ1| = 1, donc en peut rien dire.
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• Si α < 1 le seul points d’équilibre est : x = 0.

|p0| + |p1| = α < 1

d’aprés le Théorème de Clark x = 0 est localement assymptotiquement stable.

3. Stabilité globale des points d’équilibres :
Si α < 1,

0 ≤ lim
n→+∞

xn+1 = lim
n→+∞

xn+1 = lim
n→+∞

αxn−1

1 + xnxn−1

≤ lim
n→+∞

αxn−1

≤ lim
n→+∞

α2xn−2

...

≤ lim
n→+∞

αnx−1 → 0

Donc lim
n→+∞

xn = 0, alors x = 0 est globalement attractif, par conséquent x = 0 est globalement
assymptotiquement stable.

Exercice 3 :

1. Montrons que la solution du système (1) est unique :
Soit (xn, yn)n≥n0 une solution du système (1) avec les conditions initilaes, alors

xn+1 =
α

xny2
n
, yn+1 =

βyn

xn−1yn−1
(0.5 Pts)

Supposons que (x̃n, ỹn)n≥n0 une autre solution du système (1) avec les conditions initilaes , alors

x̃n+1 =
α

x̃n ỹ2
n
, ỹn+1 =

βỹn

x̃n−1yn−1
(0.5 Pts)

donc
(xn, yn) = (x̃n, ỹn), pour n = −1, 0.

Et comme

x̃n+1 =
α

x̃n ỹ2
n
, ỹn+1 =

βỹn

x̃n−1yn−1

on obtient que
(x1, y1) = (x̃1, ỹ1)

De même on obtient
(xn, yn) = (x̃n, ỹn), pour n = 2, 3, . . .

Alors
(xn, yn) = (x̃n, ỹn), pour n ≥ 0. (1.5_ Pts)

Par conséquent on a l’unisité de solution du système (1) avec les conditions initiales.

2. On a 
xn+2 =

3
xn+1y2

n+1

=
xnx2

n−1y2
n−1

4

xn+3 =
3

xn+2y2
n+2

=
3
4

xn


yn+2 =

2yn+1

xnyn
=

4
xnxn−1yn−1

yn+3 =
2yn+2

xn+1yn+1
=

4
3

yn.
(1.5 Pts)

3.
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4. La forme explicite de la solution du (1)

On a xn+3 =
3
4

xn, yn+3 =
4
3

yn, n ≥ 1,(0.5 Pts) donc



x3n =
(3
4

) n−1
3

x0

x3n+1 =
(3
4

) n−1
3 3

x0y2
0

x3n+2 =
(3
4

) n−1
3 x0x2

−1y2
−1

4



y3n =
(4
3

) n−1
3

y0

y3n+1 =
(4
3

) n−1
3 2y0

x−1y−1

y3n+2 =
(4
3

) n−1
3 4

x0x−1y−1

n ≥ 0 (1.5 Pts)

.


