Matiere : Equations aux différences Responsable : Y. Halim

CORRIGE TYPE D'EXAMEN FINALE 2023

Exercice 1 :

1. Donnons la forme des solutions
L’équation caractéristique de (??) est

La solution générale de 1'équation (??) s’écrit
J«=A@2)"+B(-1)"

Utilisons les conditions initiales, on obtient

1 1
A==, B=-=
3 3
Donc 21 (-1
Jn=—7—

2. Par reccurence :
e Pourn=2ona
Is=T3=2=—(-2)""
donc la propsition est vrais pour n = 2.
e Supposons que la proposition est vrais pour 7, c’es-a-dir

]n—l]n+l - ]ﬁ = _(_2)71
et montrons la proposition pour n + 1. On a
]n]n+2 - ],21+1 = ]n(]n+1 + 2]}1) - ]n+1(]n + 2]n—1)

= 2]721 - 2]n+1]n—1
~2(Jyc1]ue1 = J2) = 2(=2)" = —(=2)"*..

e Donc
]n—l]n+1 - ]ﬁ = _(_2)71’ VYn > 2.

3. Pourn=1ona

Jiero = Jrs2J1 = Jisr = Jro2 = =(J24r — ]r+1) =-2], = (_2)1]r
donc la propsition est vrais pour n = 1.

e Supposons que la proposition est vrais pour n, ¢’es-a-dir

]n+r]n+1 - ]n+r+1]n = (_1)n]r

et montrons la proposition pour n + 1. On a

JusrstSns2 = Jnsre2nsr = Juwret(Unet + 2J0) = Jnwrsr + 2Jna) Jun
= Jurretfur1r + 2fneritfn = Jnsrst uer = 2JnarJun1
= 2urr+1)n = 2 narJn
= 2(werfuwsr = Jnsrsfu) = =2(=2)"]; = (=2)"*]..



e Donc
JnsrJner = Jneret)n = (_2)11]” Yn>1,reN.

Exercice 2 :

1. Détrminons les points d’équilibres de (??) :
Soit x un point d’équibitre de I"équation, donc

ax

= © X +(1-a)=0
+ X

X =

e Sia > 1:les ponts d’équilibres sont :
e Sia <1 :le seul point d’équilibres est

2. Stabilité locale des points d’équilibres :

ay
oy 1+xy
Ona 5 ) 5
fooon_ T fooon__ @
8x(x’y)_ (1 + xy)?’ &y(x,y)— (1 +xy)?’
e Sia > 1:les points d’équilibres sont : x = 0,x = Va - 1.
ox=0

_ %00 = _Of oL
Po = a_x(olo) - 0/ p1 = @(0,0) = .

L’équation linéaire associé est
Yns1 = AYp—

Le polyndme caractéstique est P(A) = A2 — a, donc les valeurs proprs sont
A=x+a>1

Donc x = 0 est instable.

ox=Va-1:

d 1- J 1
po= 2L (Va=T, Vo= =122, p=L(va=1 va-D =1
ox o dy o
L’équation linéaire associé est

1-a N 1
yn+1— a ]/n a]/n—l

Le polynome caractéstique est P(A) = A> — =41 — 1 donc les valeurs proprs sont
1
Al = —1, /\2 = —
a

On a |A4] = 1, donc en peut rien dire.



e Sia <1 leseul points d’équilibre est : x = 0.

lpol +Ip1l =a <1

d’aprés le Théoréme de Clark x = 0 est localement assymptotiquement stable.

3. Stabilité globale des points d’équilibres :
Sia <1,

aXp—1
m —
n—+oo 1 4+ X, X1
Iim ax,_q

n—+00

0 S lim xn+1 = lim xn+1 =
n—+o0o

n—+oo

IA

. 2
lim a“x,_»

n—+oo

IA

IA

Iim a"x_; — 0

n—+00

Donc lim x, = 0, alors x = 0 est globalement attractif, par conséquent x = 0 est globalement

n—+00

assymptotiquement stable.

Exercice 3 :

1. Montrons que la solution du systéme (1) est unique :
Soit (X, Yn)u=n, une solution du systéme (1) avec les conditions initilaes, alors

a n
Xps1 = Py Yns1 = L(0-5 Pts)

nYn xn—lyn—l

Supposons que (X, Y)nsn, Une autre solution du systeme (1) avec les conditions initilaes , alors

}. _ a —g _ ﬁyn
n+l — =— n+l — =
xnyn xn—lyn—l

(0.5 Pts)

donc
(xnr yn) = (En/yn)/ pour n = -1,0.

Et comme

~ a - BYn
xn+1:~~2/ n+l = =
XnYn Xn-1Yn-1

on obtient que
(x1,11) = (flzyl)
De méme on obtient
(xn/ yn) = (fnr F]‘/dn)/ pour n = 2,3,...
Alors
(Xn, Yn) = (Xn, Yu), pourn > 0. (1.5_Pts)
Par conséquent on a 1'unisité de solution du systéme (1) avec les conditions initiales.
2. Ona

3 XnX) 1Yy 2Yn1 4
Xn+2 = P yZ = 4 Ynv2 = X,y = XnXp1 Yt
n+1Y, nYn nXn-1Yn-
) B 3 +1 ~ éx y _ 2yn+2 B éy (1.5 Pts)
n+3 xn+2y721+2 4 n n+3 xﬂ+1yn+1 3 ne



4. La forme explicite de la solution du (1)

4
Onaxus ==X, Yuz= gyn, n > 1,(0.5 Pts) donc

4
3\ 5 45
I
3\ 3 4T 2y,
X3n+1 = (Z) — Yans1 = (—) n > 0 (1.5 Pts)
XoYs 3 ESVE
3\'5 XX, 12, _ (é)T 4
a2 = (Z) T Yom2 = 3 XoX-1Y-1



