3.1 Définitions de Stabilité

Soit 7 un intervalle de R et soit f : I*! — I est une fonction continue.

Définition 3.1.1 Une équation aux différences d’ordre (k+1).
Xn+1 =f(x,,,xn_17-~~ 7xn*k)7 n=0717"' 3 (31)

avec les valeurs initiales. xg,x_1,---,x_x € I, est dite non linéaire s’il n’est pas de la forme
2.1).

= Example 3.1

1. L’équation

Xp +Xp—1

Xpn+l1 =
n+ 2+xn—3

est une équation aux différences non linéaire d’ordre 4 .

2. L’équation
2
Xn+1 = 2xp—1 +x,0

est une équation aux différences non linéaire d’ordre 3 .

Définition 3.1.2 Un point x € [ est dit point d’équilibre pour I’équation (3.1) si
X = f(xvxa' o 7X)7

autrement dit

= Example 3.2
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44 Chapter 3. Equations aux différences non linéaires

1. Soit X € I C R un point d’équilibre de I’équation aux différences

2
Xn+1 = 1+x,,
alors
B 2
- +Xx
doncx=2oux=—1.
2. Soitx € I C R un point d’équilibre de I’équation aux différences
o«
el = 14+ x,-4
alors
_ o«
Tt
_ _i+/iFda  _ —1-IT4a
doncx=——oux=—-——.

2 2

Définition 3.1.3 Une solution {x(n)}'> , de I’équation (3.1) est dite éventuelleement péri-
odique de période p € Ny si
aN > —k;  Xpip = xn.

Si N = —k, on dit que la solution est périodique de période p .

= Example 3.3

1. Soit I’équation aux différences

On a

Xpt2 =

Xn+1
1

= — =X,

1

Xn

Donc {x(n)}=, est périodique de période 2.
2. Soit I’équation aux différences

Xnt1 = , N > 0.
XnXn—1

On a

Xn+3 =

1

Xn+2Xn+1
1
1 1

Xn+1Xn XnXn—1

2
= Xn+1X,Xn—1
1

2
= ——— XXy = Xp.
XnXn—1

Donc {x(n)} =, est périodique de période 3.

Dr. Y Halim



3.1 Définitions de Stabilité 45

Définition 3.1.4 Un intervalle J C [ est dit intervalle invariant pour 1’équation (3.1) si

X_jyXgily X0 €EJ=>x,€J, n>0.

3.1.1 Stabilité des équations aux différences non linéaires
Définition 3.1.5 Soit X un point d’équilibre de I’équation (3.1).

1.

5.

x est dit localement stable si
Ve > 0,30 > 0,Vx_g, - ,x0 EI:|x,k—X| +--+ |X()—)E|< o

alors
| x, — X |< €,Yn> —k.

X est dit localement asymptotiquement stable si
e est localement stable,
3y >0,Vx_y, -, xo €| x4 —X | +---+ | x0—X |< yalors

lim x, = &.
n—eo
X est dit globalement attractif si
VX gy ,x0 €1, lim x, = X.
n—oo

X est dit globalement asymptotiquement stable si

e est localement stable,

o est globalement attractif.

Le point X est dit instable s’il est non localement stable.

Définition 3.1.6 On appelle équation aux différences linéaire associée a 1’équation (3.1)
I’équation

avece

Ynt+1 = PoYn + P1Yn—1+ "+ PkVn—k (3.2)
0
pl_abjt:(xaia 7)2)5!.:07 ak
f I — 1
(l/l], 7I/lk) '_>f(l/t],... Ltk)
p(A) =AM — poak —- — py.

son polyndme caractéristique associé .

= Example 3.4

1. Soit I’équation aux différences d’ordre 2

2
= >0 3.3
Xnt1 B nz= (3.3)
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Chapter 3. Equations aux différences non linéaires

On definie la fonction
f: R —R

2
X, — flx,y) =
(x,y) foy)=—7 5
Les points d’équilibre de I’équation (3.3) sontx =2 etx = —1.
équation aux différences linéaire associée a I’équation (3.3) autor du point d’équilibre x = —1
est

Ynt+1 = PoYn + P1Yn—1

avec

_ 9o s L
pO_E(x?x)_Oa pl—ay(x>x)—_2

donc I’équation aux différences linéaire associée a I’équation (3.3) autor du point d’équilibre

x=—1est
1
Yn+l1 = _EYnfl'

. Soit I’équation aux différences d’ordre 2

2xp
Xprg=———, n>0 (3.4)
XnXn—1 —Xn-2

On definie la fonction
f: R —R
2x
(x,3,2) — flx,y)= e
Les points d’équilibre de I’équation (3.3) sontx =2 etx = —1.
équation aux différences linéaire associée a I’équation (3.4) autor du point d’équilibre x = 2
est

Yn+1 = PoYn + P1Yn—1 1 P2Yn-2
avec
p():g()?,x,)?):—l, pl:aiy(xaxa'f)zzv pZZTZ(nyyx):l
donc I’équation aux différences linéaire associée a I’équation (3.3) autor du point d’équilibre

X =2est
Yl = —Yn+2Yn—1+Yyn2.

Stabilité par linéarisation

Théoréme 3.1.1
1. Si toutes les racines du polyndme caractéristique de I’équation aux différences linéaire

. Si au moins une racine du polyndme caractéristique de 1I’équation aux différences linéaire

associée sont dans le disque unité ouvert |A| < 1, alors le point d’équilibre X de 1’équation
(3.1) est asymptotiquement stable.

associée a un module supérieur a un, alors le point d’équilibre X de 1’équation (3.1) est
instable.

Proof. Soit I’équation aux différences (3.1)

xn+1:f(xnaxnfla"'yxn—k)a n=0,1,--,
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3.1 Définitions de Stabilité 47

et la fonction

f: I* — 1
(Lt],...,uk) |—>f(u1,...,uk).
Si en faire un devlopement de taylor de la fonction f autor du point d’quilbre (¥,,---,X) on obtient
d d d
Xnt1 = alj;(xaxa e »f))’n + aufl(xaxa o 7X)yn71 + a"/i(xaxa o 7X)yn—k —|—0(X—X)

Qunad n — +eo, 0(x —X) — 0, donc
Xn+1 = PoYn + P1Yn—1 1+ PkYn—k
et le polyndme caractéristique est
P(A) = A —podk— .. —
Donc d’apres the Theoreme (2.2.6)
(%n)n>n, est asymptotiquement stable < |A;| < 1,i=1,....s.

Théoréeme 3.1.2 — Théoréme de Clark . Une condition suffisante pour la stabilité locale
asymptotique de I’équation (3.1) et

|po|+|p1|+-+|p|<L

Pour montrer cette théoréme, on utilisant le Théoreme de Rouché.

Théoreme 3.1.3 — Théoreme de Rouché. Soient f(z), g(z) deux fonctions holomorphes
dans un ouvert Q du plan complexe C, et soit K un compact contenu dans Q. Si on a

l8(2)| <|f(2)], Vz€ IK,

alors le nombre de zéros de f(z) + g(z) dans K est égal au nombre de zéros de f(z) dans K.

Proof. (Théoreme de Clark ) Soit
p()’) _ lk-H —polk—pllk_l — =Dy

le polyndme caractéristique de I’équation linéaire associé de 1’équation (3.1). Soient f et g deux
fonctions complexes définies par

f(l):)yk“rl’ g(k):polk—f—p]xkil—’—..._'_pk'

On a pour tout A € Ctel que [A| =1

1gA)] = |[poA*+pi A 4y
< pol+|pi|+ -+ |pil
< 1.
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48 Chapter 3. Equations aux différences non linéaires

C’est-a-dire
g <[ ()]
Alors par le Théoreme de Rouché f(4) et f(4)+ g(A) ont le méme nombres de zéros (k+1) a
I’intérieur du disque unité. Ainsi les racines du polyndme P(A) sont de modules inférieures a 1, et
le résultat découle du Théoreme (2.2.6).
|

= Example 3.5

Soit I’équation aux différences
Xn—1

o+ Bx,

o,B>0etx_1,x0 € [0,+°°[.

Etudier le comportemnt du point d’équilibre zéro.

Les points d’équilibre d’équation (3.5):

Soit x un point d’équilbre de (3.5) donc

Xpp1 = n=0,1,... 3.5

X
o+ Bx

Xx= & x(a+px)=x

& P+ (a—1)x=0

l-o

B
e Si o < 1: Le seul point d’équilibre est: X = 0.
L’équation linéare associée autor du point d’équilibre x =0 :
Soit la fonction
f : [07 +°°[2 — [07 +°°[

(x.) Oc—iﬁx'

e Si o > 1: Les points d’équilibres sont: x =0 et x =

aif(xy):i aif(xy)zé
ax” (a+px)?" dy” (ot +Bx)
af af 1

==£(0,0)=0 = =—f(0,0) = —.
Po axf( ) ) y Pl ayf( ’ ) o

Donc L’équation linéare associée a I’équation (3.5) autor du point d’équilibre X = 0 est

1

Yn+1 = ayn—l- (3.6)

Le polynome caractéristique de (3.6) est

1
P(A)=A%——.
(A=A~
Les racines de P(A) sont: 4 = ﬁ etdy = —

Ona

A

1
Ai=—=<lea>1

Ja
Donc

e Si o > 1:x = 0 est assymptotiquement stable.
e Si o < 1:x =0 estinstable.
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3.2 Théoremes de convergences

On donne maintenant quelque théoremes de convergence pour les équations aux différences d’ordre
2.

Théoréme 3.2.1 Considérons I’équation aux différences définie par
X1 = &(XnyXn—1), n=0,1,... (3.7)

avec
g :la,b] x [a,b] — |a,b] ,a,b € R.

Supposons que g est une fonction continue telle que

1) g(x,y) est croissante par rapport a x € [a,b] pour chaque y € [a,b] et g(x,y) et décroissante
par rapport a y € [a, b] pour chaque x € [a,b],

2) Si (m,M) est une solution du systeme

m=g(m,M)
M =g(M,m)

doncm =M.
Alors I’équation (3.7) admet un seul point d’équilibre X et toute solution de 1’équation (3.7)
converge vers X .

Proof. |

Théoréeme 3.2.2 Considérons 1’équation aux différences définie par

Xnt1 = &(Xnyxn—1), n=0,1,... (3.8)

avec
g:la,b] x[a,b] — [a,b] ,a,b € R.

Supposons que g est une fonction continue telle que

1) g(x,y) est décroissante par rapport & x € [a,b] pour chaque y € [a,b] et g(x,y) et croissante
par rapport a y € [a,b] pour chaque x € [a,b],

2) Si (m,M) est une solution du systeme

{m:g(M,m)

M=g(m,M)

donc m = M.
Alors I’équation (3.8) admet un seul point d’équilibre X et toute solution de I’équation (3.8)
converge Vers x .

Proof. |

m Example 3.6 Considérons I’équation aux différences

2~xn +Xp—1
= — 3.9
Xn+1 X0+ 2%, (3.9

1
etx_1,x € [2,2].
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Ona
1 2x,4+x,1 1 3x,
T |
2 X+ 2x%-1 20 2(xp+2x,-1)
donc
1
xnzi.
) 2x, + X1 —3x,
X, — = = ——--—---------
! Xn +2xn—l (xn +2xn—1) a
donc
X, < 2.
1
Doncxne[z,Z
Soit la fonction
17 1
N ) — | =,2
37 a7
(x,) 2x+y
X .
) x+2y
On a
af 3y af —3x

donc f est croissante par rapport a x et décroissante par rapport a y
Soit m,M € [2, 4] tels que

2m+M M _ MQ2m+M)

m:f(m,M):> m:m+2M:> "= m—+2M
M= f(M,m) 2M+m m(2M +m)
M= Mm=————=
M+2m M+2m
Donc
MQ2m+M)  m(2M + bm)
m+2M M 42m
(M? —m®) +4(M*m —m*M) — 4(M*m —m*M) = 0
(M —m) [m2+M2+mM] =0

On a (m2 +M2) +mM > 0 alors M —m = 0, d’aprés le Théoreme (3.2.1) , I’équation (3.9) admet

un seul ponit d’équlibre x =1et lim x, = 1. =
n—r+oo

Des équations aux différences non linéaires qui se raménent a des équa-
tions aux différences linéaires

Soit I’équations aux différences non linéaire

Xn1Xn + p(n) X1 +q(n)x, =0, n=0,1,2,... (3.10)
avec p et g sont des fonctions reéls et x,, # 0,Vn € Nj.
Posons y,, = —, on obtient
Xn

1 1
1p) gl
Yn+1Yn  Yntl Yn
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