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Corrigé type de I’examen final (S2)

Exercice N°1: (06 pts)

1- Montrer que si x et y sont deux vecteurs orthogonaux d’un espace de Hilbert H alors on a
(02)
2 2 2
o +yll” = [zl + [lyl”-

2- Montrer que si H un espace de Hilbert réel alors
(04)

1 2 2
(@ /)= 7 [lz+ ol ~ o= yI?],

ou (. / .) désigne le produit scalaire de H et ||.|| est la norme induite du produit scalaire.

Solution:
1-Montrons que si x et y sont deux vecteurs orthogonaux d’un espace de Hilbert H alors on a

2 2 2
lz +yll™ = ll=lI” + [lyl]” -

En effet, on sait que

lz+yl* = (z +y/z+y) (0,5)
(@/a)+(@/y+y/ =)+ /y) (0,5)
= el + Iyl + @ / )+ (y / 2)- (0,5)
Puisque z et y sont deux vecteurs orthogonaux i.e (x / y) = (v / ) = 0 et donc (0,5)

2 2 2
e +yll” = [zl + [lyl”-
2-Montrons que si H un espace de Hilbert réel alors
1 2 2
(@ /9)=7 [lz+ ol = o —yI],

ou (. / .) désigne le produit scalaire de H et ||.|| est la norme induite du produit scalaire.
En effet, on a

lz+yl* = (= +y/z+y), (0,5)
= el* +yl* + @ /) + (v / 2) , (0,5)
= Jal* + llyl* + 2Re(z / y) ; (0,5)



et

lz—yl* = (@ -y/z-y),  (05)
lz]* +llyll* = (= / 9) = (y / @) , (0,5)
= Jal® + llyl* — 2Re(z / y). (0,5)
Alors , ,
[ +yl” = llz = ylI” = 4Re(z / y) (0,5)
et puisque H est réel donc Re(z / y) = (z / y), d’ou
(0,5)
1
7 [l +ul? =z = yl?] = @ / v).

Exercice N%2: (06 pts)

1- Soit H un espace de Hilbert complexe et soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint. Montrer que
(02)
(Az /z) eR, Vo € H.

2- Soit H un espace de Hilbert complexe et soit A € L£L(H) un opérateur auto-adjoint, on dit que A est
positif et on écrit A >0,si (Az /2) >0, Vo € H. Si A et B € L(H) sont deux opérateurs auto-adjoints,
onditque A>B si A-B>0.

Montrer que si A, B et C € £(H) sont trois opérateurs auto-adjoints alors :

a) si A>B et B>C alors A>C : (1,5)

b) si A>B et B>A alors A=B ; (1,5)

¢) si A>B alors aA>aB pour a>0 (0,5) , e¢ aA<aB pour «a<0 . (0,5)

Solution:
1- Pour A € L(H) un opérateur auto-adjoint, montrons que

(Az /x) e R, Vz € H.
En effet, puisque 'opérateur A est auto-adjoint, i.e. A = A* ( A* est 'adjoint de A), alors

(Az /y)=(z / Ay), Yz, ye H,  (0,5)

en particulier
(Az / z)=(z /| Az), Vo € H. (0,5)

Puisque le produit scalaire est hermitien, i.e (z / y) = (y / x), alors (0,5)

(Az / 2)=(Az /x), V€ H, (0,5)

et donc (Az /z)eR, Vz € H.



2- Pour A, B et C e L(H) trois opérateurs auto-adjoints montrons que

a) i A>B et B>C alors A>C.

En effet si
A>B alors (Az/z)> Bz /z) VeeH; (0,5)

et de méme si
B>C alors (Bz/z)>(Cx/z) YVxeH. (05)

Par conséquent on aura (Az / ) > (Cx / z) Yx€e H,ie A>C. (0,5)

b) si A>B et B>A alors A=B.

En effet si
A>B alors (Az/z)>Bz/z) VeeH; (0,25)

de méme

B>A alors (Bzx/z)>(Az /z) Vee H. (0,25)

Par conséquent on aura (Az / z) = (Bz /z) Ve € H,ie ((A—B)z /x)=0Vz € H (0,5) et puisque
A et B sont deux opérateurs auto-adjoints alors A —B Dest aussi et donc A—B =0 i.e A=B. (0,5)

c¢) si A>B alors «A>aB pour «a>0 , et aA <aB pour a<0 .

En effet si
A>B alors (Az/z)> Bz /xz) VeeH,; (0,25)

alorssi a>0 ona
a(Az [ z2)=(aAz /2) > a(Bz /z)=(aBx / z) Yx € H; (0,25)

et donc oA > aB.
De méme si
A>B alors (Az/z)>(Bz/z) YxeH; (0,25)

et si a<0 ona
a(Ax [ z)=(aAz /) <aBz /z)=(aBzx /z) Ve € H; (0,25)

ie. aA < aB.

Exercice N%3: (08 pts)

1- Soit X un espace de Banach et soit A un opérateur linéaire borné défini de X dans X , i.e.
A € L£(X). Montrer que si ||[I — Al < 1 alors A est continfiment inversible et que
(2,5)

1

—1 -
A== —r=ay

(1,5)

2- Soient X et Y deux espaces de Banach et soit A € £(X, Y ). Montrer que si A est un opérateur
continiment inversible, alors A* (I’adjoint de A) est continfiment inversible et que
(03)

(A)™h=(ATH" . (o1)



Solution:

1- Soit A un opérateur linéaire borné défini d’un espace de Banach X dans lui méme , i.e. A € £(X).
Montrons que si || — Al| < 1 alors A est continment inversible.
oo

Montrons d’abord que la série Z (I- A)k est absolument convergente. En effet puisque

k=0
H([ - A)’“H <|I-Al*,Vk>0.  (0,5)

- 1
On sait aussi que la série Z 11— A|" = ToT—A] est convergente car ||/ — Al <1 (0,5) et par

k=0

conséquent la la série Z (I — A)]g est absolument convergente, c’est-a-dire elle est convergente.
k=0 . .,
Notons par S sa somme, i.e. S = Z (I - A)k7 et par S, = Z (I - A)k sa somme partielle d’ordre
k=0 k=0

n.Donc on a
AS, =(I—-(I—-A)S,=1—(I—-A)""; (0,25)

et
SpA=S8,(I—(I—A)=I—-(I—-A)"". (0,25)

Par passage a la limite on déduit que
AS=S5A=I,(0,25)

car lim (I —A)"™ =0 (0,25) comme limite du terme général d’'une série convergente. Donc A admet
n—oo

un inverse & gauche et un inverse a droite qui est S et alors A est continiment inversible (0,25) et
o0

ATl=5=)"(I-A)". (0,25)
k=0

Montrons maintenant que

1
A7l < ——M—.
1A= g

En effet puisque A=t = S = Z (I —A)" donc

k=0
(0,25)
SI-A <> II-A1F  (0,5)
k=0 k=0

et par passage a la limite pour n — oo on trouve

(0,25) [[AY =D (-A)r
k=0

- 1
K
< Z 1 —A[" = T —A| (0,5)
k=0



2- Pour X et Y deux espaces de Banach et A € L£(X, Y ). Montrons que si A est un opérateur
continfiment inversible, alors A* (I'adjoint de A) est continfiment inversible et que (A*)~! = (A~1)*.

On sait que si A € £(X, Y ) alors A* € £L(Y™*, X*) (0,25) ou X* et Y* sont respectivement les
espaces duaux de X et Y, et que

(A*f |2)=(f |Az) , Yz e X et Vf € Y*. (0,5)

Puisque A est un opérateur continfiment inversible alors A=! € £L(Y, X) et que (0,25)

AA ' =TIdy et AT'A=1TIdx . (0,5)
alors i}
(AA™Y) = (Idy)*" et (AT'A)" =(dx)", (0,5)

c’est-a-dire
(A7) A" =Tdy- et A" (A7) =Idx-, (0,5)

car (Idy)" = Idy~ et (Idx)" = Idx-. (0,6) Donc A*, I'adjoint de A, admet un inverse & gauche et
un inverse a droite, qui est (A™1)" € £( X*, Y*), (0,5) ie. A* est aussi continiment inversible et que
(A*)"t = (A71)*.(0,5)



