Chapitre 1

RAPPELS ET QUELQUES RESULTATS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Dans ce chapitre on rappelle des notions telles que les espaces vectoriels normés, les
espaces de Banach, les espaces de Hilbert ainsi que quelques résultats généraux d’analyse

fonctionnelle, qu’on utilisera le long de ce cours.

1.1 Les espaces de Banach

Définition 1 — 1

Un espace vectoriel X sur le corps k (R ou C) est appelé espace vectoriel normé si a
tout élément € X correspond un nombre positif ||z|| (appelé norme de ) tel que les

trois axiomes suivants, dits axiomes de la norme, sont vérifiés :

Dzl >0 ; |lz||=0<xz=0 (la norme est non dégénérée) ; (1.1)
2) || Az|| = Al ]|z (la norme est homogene) ; (1.2)
3) llz+yll <zl + lyll (inégalité triangulaire). (1.3)



Exemples
1) L’espace vectoriel C'[a , b] de toutes les fonctions continues sur [a , b], muni de
la norme

el = ma (1) (1.4

est un espace vectoriel normé.

2) L’espace vectoriel C* [a , b] des fonctions k fois contintiment dérivables sur [a , b],

k > 1, muni de la norme
k
ol = 3 max|=O1) (15)
i=0 "’

ott ) (t) est la dérivée i de la fonction z(t), est un espace vectoriel normé.

3) L’espace vectoriel L?(Q), © un ouvert de R™, des fonctions de carré intégrable

sur 2 muni de la norme

)2, = / ()2 dt (16)
Q

est un espace vectoriel normé.

4) L’espace vectoriel C' [a , b] des fonctions continues sur [a , b muni de la norme ||.||;-,

donnée ci-dessus, est un espace vectoriel normé.

Soit X un espace vectoriel normé et soit {x,} une suite d’éléments de X.

Définition 1 — 2

On dit que 'élément xy € X est la limite de la suite {x,} si lim ||z, —zo|| =0 .
n—-+00

Autrement dit

Ve>0 ,3IN>0,VneN, n>N = |z, —aol <] . (1.7)



Onnote lim z, =2y ou =z, — xy quand n — +o0o , et on dit que la suite {z,}
n—-+o0o

converge ou tend vers xy ou tout simplement que la suite {x,} est convergente.

Définition 1 — 3

On dit que la suite {z,} est une suite de Cauchy si

Ve>0 ,IN=N()>0,VneN, [ n>N,VpeN = |z, -z, <ec ]. (18)

Lemme 1

Toute suite convergente dans X est une suite de C'auchy.

Remarque 1

La réciproque du lemme 1 n’est pas toujours vraie, car il existe des espaces vectoriels

normés dans lesquels on peut trouver des suites de C'auchy qui n’y sont pas convergentes.

Définition 1 — 4

Un espace vectoriel normé est dit complet si toute suite de C'auchy y est convergente.

Un espace normé complet est appelé espace de Banach.

FExemples

1) L’espace vectoriel C'[a , b] muni de la norme ||.||,, donnée par la relation (1.4),

est un espace de Banach.

2) L’espace vectoriel C*[a , b] muni de la normel|.||, , donnée par la relation (1.5),

est un espace de Banach.

3) L’espace vectoriel L? (), des fonctions de carré intégrable sur  muni de la norme

|.];2 , donnée par la relation (1.6), est un espace de Banach.

4) L’espace vectoriel C'[—a , a], a > 0, de toutes les fonctions continues sur [—a , al,

muni de la norme ||.||;. , n’est pas un espace de Banach. Car on peut facilement démon-
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trer que la suite {x,}, de fonctions continues sur [—a , a], donnée par

( 1
-1 si te |—a, ——],

1 1
To(t) =< nt si te |——, —},

est une suite de C'auchy dans I’espace vectoriel normé (C'[—a , a] , |.||;2) mais qui ne

converge pas dans C'[—a , a], pour la norme ||.||;, et que sa limite est

-1 si te€]—a, 0],
r(t)=4q 0 si t=0,
1 si te]0, af.

qui est une fonction discontinue, i.e. z(t) ¢ C'[—a , al.

1.1.1 Les séries dans les espaces normés et les espaces de Banach

+oo
Soit X un espace normé. On appelle série dans X une somme formelle g rE ol
k=0

r, € X, Vk € N. Considérons la suite S5,, = Zxk , n € N, des sommes partielles de la
k=0

k=0
Définition 1 — 5

+oo
On dit que la série ka converge dans X ou elle est convergente dans X si la

k=0
+oo

suite des sommes partielles {S,,} converge dans X. Si la série Zxk est convergente dans

k=0
“+o00

X,ona S5, — S € Xpourn — +oo. L’élément S s’appelle la somme de la série Zxk

k=0
“+o00

La notation Zxk = S veut dire que la série est convergente et de somme S.
k=0



Proposition 1 — 1

“+o00 “+00
Si a, BER (ouC) et Zxk =95, Zyk = S5 alors
k=0 k=0

+oo
Z (oxy + B yp) = aS1 + BSs. (1.9)
k=0
Théoreme 1 — 1
+oo
Soit X un espace de Banach. Pour qu’une série ka soit convergente il faut et il
k=0
suffit que
n—+p
Ve>0 ,IN=N()>0,VneN, | n>N, V/peN = Zxk <5].(1.10)
k=n+1

Démonstration

Elle résulte de la définition d’une série convergente et de la relation entre une suite
convergente et une suite de C'auchy appliquée a la suite des sommes partielles.

Proposition 1 — 2

+oo
Si la série E x) est convergente alors lim x = 0.
k—+o00
k=0
Définition 1 — 6
+00 +oo
Si la série numérique E ||xk|| est convergente on dit, alors, que la série E xy est
k=0 k=0

absolument convergente.

Théoréme 1 — 2

Si X est un espace de Banach, alors toute série absolument convergente est conver-
gente.

Démonstration

En effet, puisque on sait que Vn € N et Vp € N on a

n-+p n-+p
2w < X Nl
k=n+1 k=n+1




+oo
alors la convergence de la série E xk en découle en vertu du théoréme 1-1.

k=0
Théoréme 1 — 3

Si toute série absolument convergente dans un espace normé X est convergente alors
X est un espace de Banach.

Démonstration

Soit {z,} C X une suite de Cauchy. Montons qu’elle converge vers un élément
x € X. En effet, puisque {z,,} C X une suite de Cauchy, on peut alors en extraire une

sous-suite {x,, } telle que

1 . . 1
|z, || < 3 et que pour tout k >2 ilyait ||z, — 2, || < 5
+o0o
Soit la série Zuk ol U =, et up =z, —x,, ,, k> 2. 1l est facile de voir que
k=1
1 <=
c’est une série absolument convergente, car |ug|| < ok’ Vk > 1, et que la série Zg_k est
k=1
convergente. Alors, il existe un élément x € X vers lequel la suite des sommes partielles
+oo
{Sk} de la série Zuk On peut facilement vérifier que S, = z,, et par suite z,, — x
k=1

pour k — +o0. Cest-a-dire que la sous-suite {z,, } de la suite de Cauchy {z,} converge

vers © ce qu'il en est de méme de la suite de Cauchy {z,} .

1.1.2 Espaces de Banach de base dénombrable et espaces sépa-

rables.

Définition 1 — 7

Un espace vectoriel X est dit de dimension infinie si pour tout entier naturel n on
peut trouver une famille libre de n éléments de X.

Définition 1 — 8

Soit X un espace de Banach de dimension infinie. Une suite {ek}foo C X est appelée

base dans X si tout élément x € X se laisse mettre d’une fagon unique sous la forme



d’une série convergente
+oo

T = kaek. (1.11)

k=1

Les scalaires &1, &, ...8’appellent alors les coordonnées de z par rapport a la base
{en}™.

Remarque 2

Puisque z se représente (se décompose) d’une fagon unique dans la base, alors toute
famille finie d’éléments de la base est libre. Ainsi donc, la notion de base dans un espace
de dimension infinie généralise d’une maniére naturelle la notion analogue dans un espace
de dimension finie.

Définition 1 — 9

Un espace vectoriel normé X est dit séparable s’il contient un ensemble dénombrable
dense dans X.

Proposition 1 — 3

Tout espace de Banach de base dénombrable est séparable.

1.2 Les espaces de Hilbert

Soit E est un k - espace vectoriel, ou le corps des scalaires k est toujours considéré

R ou C.
Définition 1 — 10

Une forme sesquilinéaire ¢ sur E est une application

0o :EXxE—C
telle que
z+— @(x , y) est antilinaire (linéaire dans le cas réel); (1.12)
y— p(z, y) est linaire. (1.13)



Ce qui signifie qu’on a les propriétés suivantes pour tous vecteurs x, y, x1, Ta, Y1, Yo

de E et pour tout scalaire \ :
ez, y) =dp(z, y) 5 e, \y) = p(z, y) ; (1.14)

o1 +m2, y1+ye) =@, y1) +o(x1, yo) Fo(@2, yi) + (2, y2). (1.15)

Remarque 3
Dans le cas réel, i.e E est un espace vectoriel reél, la forme ¢ est définie de E x E
dans R et elle est dite bilinéaire.

Définition 1 — 11

Une forme sesquilinéaire ¢ sur E est dite

(i) hermitienne si
olx, y)=ely, x), Y(r, y) € ExE (Symétrique dans le ca réel) ; (1.16)
(ii) positive si
o(x, z)>0, Vo €E ; (1.17)

(iii) définie positive si

oz, z)=0&2=0. (1.18)

Définition 1 — 12

Une forme sesquilinéaire sur E hermitienne définie positive est appelée un produit

scalaire sur E et notée

(x,y) EExXE— ox,y) =(x/y) eC. (1.19)

Remarque 4
Dans le cas ot E est est un espace vectoriel réel, un produit scalaire sur E est une

forme bilinéaire sur E symétrique définie positive.



Exemples

1) Sur 'espace vectoriel C™ (resp. R™) la forme sesquilinéaire (resp. bilinéaire )
(x/y) = nyi (resp. (z / y) = Z% Yi ) (1.20)
i=1 i=1

ol x = (T1, To,...,Tm) € Yy = (Y1, Y2,-.-,Ym) € C™ (resp. € R™) définit un produit

scalaire.

2) Sur l'espace vectoriel L?(Q), des fonctions de carré intégrable sur €, la forme

sesquilinéaire (resp. bilinéaire pour les fonctions & valeurs réelles)
@/ = [0y ep. (@ /9)= [sOuen) (1.21)
Q Q

définit un produit scalaire.

Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. On définit une application de

E dans R par
reE — |z =+(z /z) e R, (1.22)

Théoréme 1 — 4

Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Alors on a :

1- 'inégalité de C'auchy — Schwarz

(@ /gl <zl , V(& , y) e EXE; (1.23)

2- 'inégalité de Minkowsk:

lz+yll < llzll + 1yl , V(z, y) e EXE. (1.24)
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Démonstration

Montrons d’abord 'inégalité de C'auchy — Schwarz et 'inégalité de Minkowski ne
sera qu’une simple conséquence de la premiére.

En effet, Soient z et y € E considérons pour tout A € R le trinéme

P ) =@+Xy/z+Ay)=(/2)+ Mz /y) + My /2)+ Xy /v)
— |||+ 2Re(z / x)A+ A% [ly|]* > 0

(ou Re désigne la partie réelle), alors le discriminant du trinome P(\) doit étre < 0 ,
donc

[Re(z / 9))” = llz[* lyll* < 0

c’est-a-dire

[Re(z / y)l < ll=l[ lyll - (1.25)

Si on est dans le cas réel, i.e. le produit scalaire est réel, alors I'inégalité (1.25) n’est
autre que l'inégalité cherchée. Si le produit scalaire est complexe, on sait que V(z , y) €

E x E il existe un 6 tel que (x / y) = |(x / y)|€? ; donc e (x /y) =|(x / y)| >0 et

@/ y)l = ) y) = (s [ y) = [Re(c”x / y)| < ||| Iyl = =l Iyl (1.26)

Montrons maintenant 'inégalité de Minkowsksz.

En effet, on sait que

2 2 2 2 2
lz +ylI” = (z+y / 2+ y) = [z +2Re(a / y)+Hyl” < llal™+2 =l [y[+yl" = (2 l+y])?
(1.27)

c’est-a-dire l'inégalité de Minkowsk:

2+ yll < =]l + llyll
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Proposition 1 — 4

L’application définie par la relation (1.22) de E dans R*

reEw— |z|=+(z/z)eR"

est une norme sur E dite norme induite par le produit scalaire.

Définition 1 — 13

Un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire et de la norme induite est appelé
espace préhilbertien.

Théoréme 1 — 5 (L'égalité du parallélogramme)

Soit E espace préhilbertien et soient x et y € E. Alors on a I’égalité suivante
2 2 2 2
Iz + I + llz = yI” =2 (=" + lylI°) (1.28)

appelée égalité du parallélogramme (qui signifie que dans un parallélogramme la somme
des carrés des diagonales est égale a la somme des carrés des cotés).

Démonstration

En effet, on sait que

le+yl’=(@+y/as+y=@/a)+@/N+y/2)+H /) (1.29)

= [|z]* + 2Re(z / y) + Ilyl*

et donc

lz —ylI* = llel* — 2Re(z / y) + lyll* (1.30)

d’ou

2 2 2 2
lz +ylI” + llz —ylI* =2 (=" + [lyl]°) -
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Théoréme 1 — 6 (Les identités de polarisation)

Soient z, y deux éléments d’un espace préhilbertien E. Alors on a

[l +yl* = lly — «l|”]

(z /y) =

N

si E est un espace vectoriel réel et

(x /y) =

4
ISy i
k=1

[l + yll* = lly — 2lI*] + i [lly +iz|* = lly — iz]*]

=

si E est un espace vectoriel complexe.

Démonstration

D’apreés les relations (1.29) et (1.30) on peut déduire que

Re(z / y) = 7 [le+yl* = lly — «I|’]

| =

AN

Im(z / y) = Re[—i(z / y)] = Re[(iz / y)] =

d’otl la conclusion du théoréme.

Remarque 5

[y +z]® = lly — iz]*]

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

D’aprés ce qui précéde, on sait qu'un produit scalaire sur un espace vectoriel E induit

une norme sur E. Mais il est tout a fait naturel de se poser la question sur la réciproque

i.e.si (E, ||.||) est un espace normé, alors qu’elle est la condition pour laquelle la norme

de E sera déduite d'un produit scalaire sur E 7 La réponse est donnée par le théoréme

suivant.

Théoréme 1 — 7

Soit E un espace normé muni d’une norme ||.|| qui vérifie I’égalité du parallélogramme

alors cette norme est déduite d’un produit scalaire sur E.
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() Si l’espace E est réel alors

[l +ylI* = llz — yl*] (1.35)

N

(z/y)=

est un produit scalaire sur E.

(ii) Si l'espace E est complexe alors

(/) =7 llz+yl* = lly = 2l"] + 3 [y + iall” = lly — iz]’]

1 =

4
_ izik ly + i (1.36)
k=1

est un produit scalaire sur E.

Démonstration

Montrons d’abord le cas réel, i.e. le cas ott E est un espace réel. Montrons que la
forme (1.35) est une forme bilinaire symétrique définie positive sur E et donc elle définit
un produit scalaire sur E.

Remarquons d’abord que la relation (1.35) ainsi définie est symétrique i.e.

(x/y)=w/z) ,VY(z,y cEXE.

Montrons ensuite qu’elle est linéaire par rapport & x, i.e. montrons que pour tout

y€ Eona

) (@mita/y)=(x1/y)+(x2/y) Vo, € E; (1.37)

2) Mz /y =0Mx/y), Ve E, K VXeR (1.38)

En effet, d’aprés la relation (1.35) on sait que

(w1 + a2 [ y) =7 [lor+ 22+ yl* = o1 + 22— y|]

A~ =

14



et puisque la norme ||.|| vérifie ’égalité du parallélogramme alors on a

1+ @3+ gl + 20+ y = ol* = 2(an +y))* + [l22]”) 5 (1.39)
|21+ @2 = yl* + [lon =y — wol* = 2(ljr — yl* + Jl2]*) ; (1.40)
1 + @2+ yl* + |22 + y — al* = 2(w2 +y ) + [l ]%) 5 (1.41)
|1 + s = y|I* + w2 — y — 21 |* = 2(|z2 — ylI* + [Ja]]") - (1.42)

Sachant que
[ +y — ol = w2 —y — x| et [y —y —aof = 22 +y —zi

alors par soustraction des deux premiéres équations membres & membres, i.e. (1.39) et
(1.40), et des deux derniéres équations, i.e. (1.41) et (1.42), ensuite en sommant les deux

équations trouvées membres a membres on trouve
|1 + 22+ yl* = [l + 22 = yl* = (o1 + yl* = o = yl*) + (lz2 + yl* = llz2 — y]1*),
donc pour tout y € E on a
(@1+ae/y)=(r1/y)+(x2/y), Vo, 22 € E,

c’est-a-dire la forme donnée par (1.35) est additive par rapport a .

Montrons maintenant qu’elle est aussi homogene i.e.
Mz Jy)= Az /y), Vee E,VAeR

Puisque on vient de démontrer que la forme est additive par rapport & x alors il est
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facile de vérifier que

n(z /y)=(nx/y), Ve €eE, VneN;

et comme

—(@/y)=(-x/y) car 0=0/y)=@—z/y)=(@/y)+(-z/y).

Alors pour tout y € E on a

px /y)=(pzr /y), Ve €E VpeZL

De méme il est facile de voir que pour tout y € E et pour m € N* on a

1 1
- — (= E *
m(:z:/y) (mx/y),‘v’xe , Vm e N*,

car

@ /o) = (2 ) y)=mla [ )

Ainsi donc pour tout y € E on a

1 1
5($/?J):(5I/y), Ve e E,VqeZ".

Des relations (1.45) et (1.48) on déduit alors que pour tout y € E on a

r(x /y)=(rz /y), Ve e E  Vr € Q.

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49)

Finalement, en utilisant la densité de Q dans R, i.e. Q = R, on peut démontrer que

pour tout y € E
Mz Jy)= 0z /y), Ve e E, VAR
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En effet, pour A € R il existe une suite {\,} C Q telle que \, — A quand n — +o0.
De la relation (1.35) et puisque la norme ||.|| est une application continue sur E alors on

peut facilement déduire que

Mz [ y) (M [ y) =2 [ y), Vz€E,

= i = i
S, Mele /9)= I

c’est-a~dire que la forme donnée par (1.35) est linéaire par rapport a x.
Montrons maintenant que la forme (1.35) est aussi linéaire par rapport a y.
Par symétrie on peut facilement vérifier que si elle est linéaire par rapport a x elle est

aussi linéaire par rapport & y. En effet, si elle est linéaire par rapport & x alors
Mz /y)=XNy/z)=0Ny/z)=(x/ \y), Yz, y e EXE et VAR, (1.50)

donc elle est linéaire par rapport a y, et alors c’est une forme bilinéaire symétrique.

D’apres (1.35) on sait que
(@ /) =|zl| , Vo € E,

d’ou elle est définie positive et donc c’est une forme bilinaire symétrique définie positive,
i.e. un produit scalaire.

Pour le cas complexe, remarquons aussi que la forme (1.36) est hermitienne i.e.

(x/y)=Ty/a). Y(z.y) €EXE, (1.51)

et qu’elle vérifie

i(e /y) = (¢ [ iy) = (=iz / y), Y(x , y) € ExE. (1.52)

Alors par les mémes arguments que dans le cas réel on peut démontrer que la forme
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(1.36) est R—linéaire par rapport a y, i.e. qu’elle vérifie pour tout = € E

(@ /ypty)=(/y)+@/y) , Mz/y)=(@/Ny), Vy,y, € E et VA€R.
(1.53)
Ainsi pour A € C, A = A\ + i), A1, Ay € R, et d’apres (1.52) on peut voir que pour

tout z € E on a

Mz [ y) = A +id)(z [ y) = Mz [/ y) + Mi(z [ y),
= (v / My) + Xz [ iy) = (z / \y) + (2 [ Aaty) ,
=@/ M+ id)y)=( /Ny ,VyeE

C’est-a-dire que la forme (1.36) est linéaire par rapport a y et puisque elle est hermi-
tienne, on peut facilement voir qu’elle est antilinéaire par rapport a x, et donc c’est une
forme sesquilinéaire hermitienne.

Comme

(/) z) =zl , Ve € E,

alors elle est définie positive et donc elle définit un produit scalaire.

Définition 1 — 14

Deux vecteurs z, y d’un espace vectoriel E muni d'un produit scalaire sont dit
orthogonaux si (z / y) = 0.
Théoréme 1 — 8 (Théoréeme de Pythagore)

Soient x et y deux vecteurs d’un espace préhilbertien E. Si x et y sont orthogonaux

alors on a

lz +ylI* = llz]I” + lyll”. (1.54)

Démonstration

C’est une conséquence immédiate de I'identité

lz +yl* = llz]” + IylI* + (@ / y) + (v / ).
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Proposition 1 — 5

Soit E un espace préhilbertien. Les applications suivantes, définies par

(x,y) eExEw—(z/y) eC ; (1.55)

reEE—(x/y)eC (VyeE) et yeEw—(z /y) €C (Vz€E). (1.56)

sont continues.

Démonstration

Il suffit de remarquer que

(x/y)— (w0 /yo) = (v —x0 /y—10)+ (v =20/ v0) + (x0 / ¥y~ 10) (1.57)

alors on peut déduire directement de l'inégalité de Cauchy — Schwarz (1.23) que

(@ / y) = (20 / yo)| < llz = ol | y = woll + [l = zol[ | oll + [lzoll ly — ol (1.58)

d’ou découle la continuité de chacune des trois applications ci-dessus.

Définition 1 — 15

Soit M un sous-ensemble d’un espace préhilbertien E. On appelle 'orthogonal de M,

noté M+, le sous-ensemble de E donné par
Mt={yecE / (y/x)=0, Yac M}. (1.59)

Proposition 1 — 6

L’orthogonal M+ d’un sous-ensemble M d’un espace préhilbertien E est un sous-
espace vectoriel fermé de E.

Démonstration

On peut facilement vérifier que M= est un sous-espace vectoriel de E. Montrons qu’il

est fermé dans E.
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En effet, soit {x,} une suite d’éléments de M+ qui converge vers x. Par définition de
M-, on sait que Vy € M on a (z,, / y) = 0 et puisque le produit scalaire est continu en

ses arguments, on en déduit alors que

(z /y)= lim (z, /y)=0

n—-+o0o

et donc

(z/y)=0,WeM = zec M

Définition 1 — 16

Un espace préhilbertien complet pour la norme induite est appelé espace de Hilbert.
Les espaces de Hilbert sont habituellement notés par la lettre H.

Exemples

1) L’espace vectoriel C™ (resp. R™) muni de la norme induite du produit scalaire

(1.20)
I =l |, (1.60)
1=1

est un espace de Hilbert.

2) L’espace vectoriel L? (£2) muni de la norme induite du produit scalaire (1.21)
ol = [ et e (161
0

est un espace de Hilbert.

1.2.1 La projection orthogonale

Dans les applications on veut souvent résoudre un prpbléme d’optimisation qui se
pose de la maniére suivante : " Soit M une partie d’un espace vectoriel normé X et x un
n

élément de X. On veut trouver un élément y de M qui approche le mieux possible x

En dimension finie, si M est un fermé, ce probléme a toujours une solution qui n’est
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pas nécessairement unique. Mais en dimension infinie, ce probléme peut ne pas avoir de
solution.

On va montrer que si M est un convexe fermé d’un espace préhilbertien le probléme
d’optimisation admet une unique solution.

Théoréme 1 — 9

Soit E un espace préhilbertien et M un sous-ensemble convexe et complet de E.Pour
tout élément x € E il existe un et un seul élément y € M situé a une distance minimale
de z :

|z —y|| < ||z —=2| , V2 € M. (1.62)

Théoréme 1 — 10

Soit E un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel complet de E. Soit y
I’élément de F a plus courte distance de z, alors y est le seul élément de F tel que x — y
soit orthogonal & F', et on dit que y est la projection orthogonale de x sur F.

Si on note cet élément y par Prx i.e. y = Prx, on a donc

y=Prr & (z—y/2)=0,V2zeF & (x/2)=(y/z2) ,VzeF. (1.63)

On dira alors que l'application Pr de E dans E est la projection orthogonale sur

Corollaire 1 — 1

Soit H un espace de Hilbert et F un sous-espace vectoriel de H. Pour que F soit dense
dans H, il faut et il suffit que I'orthogonal de F soit réduit au vecteur nul i.e. F+ = {0} .

Proposition 1 — 7

Soit E un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel complet de E (non réduit

au vecteur nul). Alors on a

(i) E=F ® F! et Pp est la projection sur F parallélement a F=*.
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(ii) L’opérateur de projection orthogonale
Pr: 2€E —PrzeF (1.64)

est continu et vérifie

IPpz| < |z]| , VxeE. (1.65)

(iii) (FL)" = F.
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