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Chapitre 1

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons quelques idées de base sur l'analyse
des séries chronologiques (temporelles) et les processus stochastiques. Les
concepts de stationnarité de I'autocovariance et des fonctions d’autocova-
riance empiriques sont particulierement importants. Certaines techniques
standard pour l'estimation, 1’élimination de la tendance et de la saisonna-
lité (d’une période connue) sont décrites pour une série chronologique ob-
servée. Celles-ci sont illustrées par référence aux ensembles de données de
la section 1.1. Les calculs dans tous les exemples peuvent étre effectués a
I’aide du logiciel R dont la version téléchargeable est disponible sur le site
internet https ://www.r-project.org/. La plupart des sujets abordés dans ce

chapitre seront développés plus en détail dans les sections suivantes du cours.
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FiGURE 1.1 — Population des Etats-Unis 1790-1980.

1.1 Exemples de séries chronologiques

Dans cette partie, nous présentons quelque séries chronologiques célebres
qui vont nous servir d’exemples de séries sur lesquelles nous appliquons les

différentes techniques expliqué dans ce cours.

1.2 Objectifs de I’analyse des séries chrono-
logiques

Les exemples exposés dans les figures (1,2,3,4,5) représentent un échan-
tillon de séries chronologiques rencontrées dans les domaines de I'ingénierie,

de la science, de la sociologie et de I’économie. Notre but dans ce cours est
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FIGURE 1.3 — Résultats des matchs de baseball, star, 1933-1995.

d’étudier des techniques pour tirer des inférences de telles séries. Avant cela,
cependant, il est nécessaire de mettre en place un modele de probabilité

hypothétique pour représenter les données. Apres avoir choisi une famille ap-
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FIGURE 1.5 — Probleme de détection de signal.

propriée de modeles, il est alors possible d’estimer des parametres, de vérifier
la qualité de ’ajustement aux données et, éventuellement, d'utiliser le modele

ajusté pour améliorer notre compréhension du mécanisme générant la série.



Une fois qu'un modele satisfaisant ait été développé, il peut étre utilisé de
diverses fagons selon le domaine d’application particulier.

Le modele peut étre utilisé simplement pour fournir une description com-
pacte des données. Par exemple, nous pouvons représenter les données sur
les déces accidentels de la figure (1.4) comme étant la somme d’une tendance
donnée et des termes saisonniers ct aléatoires. Pour 'interprétation des sta-
tistiques économiques telles que les chiffres du chomage, il est important
de reconnaitre la présence de composantes saisonnieres et de les supprimer
afin de ne pas les confondre avec les tendances a long terme. Ce processus
est connu comme ajustement saisonnier. D’autres applications des modeéles
de séries temporelles incluent la séparation (ou le filtrage) du bruit des si-
gnaux comme dans la figure (1.6). En testant des hypotheses telles que le
réchauffement planétaire a l'aide de données de température enregistrées, en
prévision d'une série a partir d’observations d’une autre, par exemple en pré-
disant les futures ventes en utilisant les données de dépenses publicitaires
et en controlant les valeurs futures d’une série en ajustant les parametres.
Les modeles de séries chronologiques sont également utiles dans les études
de simulation. Par exemple, la performance d’un réservoir dépend fortement
des apports quotidiens aléatoires d’eau au systeme. Si ceux-ci sont modéli-
sés comme une série temporelle, alors nous pouvons utiliser le modele ajusté
pour simuler un grand nombre de séquences indépendantes d’entrées quo-
tidiennes. Connaissant la taille et le mode de fonctionnement du réservoir,

nous pouvons déterminer la fraction des séquences d’entrée simulées qui font



que le réservoir s’épuise dans une période de temps donnée. Cette fraction
sera alors une estimation de la probabilité de vide du réservoir a un certain

moment dans la période donnée.

1.3 Modeles de séries chronologiques

Une partie importante de I’analyse d’une série chronologique est la sélec-
tion d’'un modele stochastique (ou d’une classe de modeles) approprié pour
les données. Pour tenir compte de la nature éventuellement imprévisible des
observations futures, il est naturel de supposer que chaque observation x; est

une valeur réalisée d’une certaine variable aléatoire X;.

Définition 1 Une série chronologique est un ensemble d’observations x; d’un
processus Xy, chacune étant enregistrée a un instant t. On peut distinguer
deux types de séries chronologiques :

— Les séries temporelles a temps discrets (le type auquel ce cours est
principalement consacré) est celle dans laquelle l’ensemble T des ins-
tants auxquels les observations sont faites est un ensemble discret, par
exemple, lorsque des observations sont faites a des intervalles de temps
fizes.

— Les séries temporelles continues obtenues lorsque les observations sont

enregistrées en continu sur un certain intervalle de temps.
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Définition 2 Un modéle de série chronologique est une équation précisant la
fagon dont les composantes s’ articulent les unes par rapport aur autres pour

constituer la série chronologique.

Ils existent de tres nombreux modeles et parmi eux le modele additif auquel

nous nous limiterons.

1.3.1 Modeéles additifs

Nous considérons dans cette section une série y; admettant une décom-
position additive

Yt :ft+St+Xt7t: ]_n, (131)

ou f; est la composante tendancielle, S; la composante saisonniere et @)y
représente ’erreur ou 1’écart au modele.
Comme nous 'avons dit en introduction,
— la tendance f; exprime un mouvement a moyen terme de la série. Elle
est le plus souvent modélisée par une fonction polynomiale du temps.
— la composante saisonniere S; exprime un phénomene qui se reproduit
de maniére analogue sur chaque intervalle de temps successif. [.’éten-
due de cet intervalle qui est constante est appelée période et sera notée
P dans la suite. La plupart du temps, nous supposons que la compo-

sante saisonniere est constante sur chaque période P, c’est-a-dire

Strp = Sy, Vi.
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Cela revient a dire que I'effet net du saisonnier sur une période est nul;
ce qui est naturel puisqu’il est repris dans la tendance générale de la
série chronologique. Il s’agit la du modele le plus simple dans lequel le
saisonnier est caractérisé par P coefficients ¢y, ...,cp . Lorsque P = 4,
la série est trimestrielle; lorsque P = 12, la série est mensuelle...On
suppose par ailleurs que 1'effet du saisonnier est en moyenne nul sur

une période, ce qui signifie que

— les erreurs sont des variables aléatoires centrées.

Remarque 1 Dans ce modéle, 'amplitude de la série reste constante au
cours du temps. Ceci se traduit graphiquement par des fluctuations autour de

la tendance f; constantes au bruit preés.

Imaginons que nous étudions la série des températures moyennes relevées
chaque mois a la wilaya de Mila depuis janvier 2007. Que peut-on dire des
composantes présentes 7
— la série f; représente la tendance générale (réchauffement ? cycle?).
— les données étant mensuelles, la période est donc un an et p = 12.
— des valeurs S; = —1 et S5 = 28 signifient que le mois de janvier est
plus froid de 29° par rapport a I’ensemble de 'année alors que le mois
de juin est plus chaud de 29°.

— une fluctuation irrégulicre z14 = —2 signific qu’il a fait 2° de moins
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que prévu pour un mois de février en 2008 (c’est-a-dire ce que nous

laissaient prévoir la tendance et I'effet saisonnier pour février 2008).

1.3.2 Procédure de modélisation de séries chronolo-
giques

— Tracer la série et examiner les principales caractéristiques du graphe,

en vérifiant notamment s’il existe

1. une tendance,

2. une composante saisonniere,

3. tout changement brusque évident dans le comportement,
4. toute observation éloignée.

— Enlever les composantes de tendance et saisonnieres pour obtenir des
résidus stationnaires. Pour atteindre cet objectif, il peut parfois étre
nécessaire d’appliquer une transformation préliminaire aux données.
Par exemple, si 'ampleur des fluctuations semble croitre de fagon ap-
proximativement linéaire avec le niveau de la série,, par exemple la sé-
rie représenté a la figure 1.1, alors la série transformée logx, ..., logx,,
aura des fluctuations d’une magnitude plus constante. Si certaines
données sont négatives, ajoutez une constante positive a chacune des
valeurs de données pour vous assurer que toutes les valeurs sont po-
sitives avant de prendre des logarithmes. Il existe plusieurs fagons de

supprimer la tendance et la saisonnalité, certaines impliquant 1'esti-
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mation des composantes et en les soustrayant des données, et d’autres
en fonction de la différence des données, c’est-a-dire en remplacgant la
série originale Y; par Z; = Y; — Y;_4 pour un entier positif d. Quelle
que soit la méthode utilisée, 1'objectif est de produire une série sta-
tionnaire centrée.

— Choisir un modele pour adapter les résidus, en utilisant diverses statis-
tiques empiriques comprenant la fonction d’autocorrélation empirique.

— La prévision sera réalisée en prévision de processus centré, puis en
inversant les transformations décrites ci-dessus pour arriver aux pré-

visions de la série originale Y.

1.4 Modéles stationnaires et fonction d’auto-

corrélation

1.4.1 Modeéles stationnaires

Une série chronologique (X;);cz est dite stationnaire si elle a des pro-
priétés statistiques semblables a celles de la série "décalée dans le temps'
(Xi1n)tez, pour chaque entier h. En restreignant I'attention sur les proprié-
tés qui ne dépendent que des moments de premier et second ordre de X,

nous pouvons rendre cette idée précise avec les définitions suivantes.

Définition 3 Soit X; un processus avec E(X?) < oo.

14



La moyenne est

px(t) = E(Xy)

La fonction d’autocovariance est
yx(r,8) = Cou(X,, X,) = B[(X, — E(X,))(X, — E(X,))| Vr,s €2

Définition 4 Soit X; un processus stochastique,
— X, est stationnaire au second ordre (faiblement stationnaire) si

1. px(t) est indépendant de temps.

2. vx(t + h,t) est indépendante de temps.
X, est strictement stationnaire (fortement stationnaire) si

(X1,..X,) et (Xian, - Xnen) ont la méme loi de probabilité.

Remarque 2 [l est facile de vérifier que si X; est strictement stationnaire

et E(X?) < oo pour tout t, alors X; est également faiblement stationnaire.

Exemple 1.4.1 L’exemple le plus connu de processus stationnaire est le pro-
cessus bruit blanc. Un Bruit Blanc est une suite de v.a.r. &; telle que :
E(Et) =0vteT
o? si h =0
%(h) = E(Etgt—h,) =
0 st h#0
Il s’agit d’une suite de v.a.r. homoscédastiques et non autocorrélées (et méme

indépendantes, c’est pourquoi on parle aussi de processus i.i.d. pour identi-

quement et indépendamment distribué).
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Remarque 3 Vu la condition (2) de la définition (4), quand on utilise le
terme "Fonction de covariance" par rapport a un processus stationnaire Xy,

on entend la fonction vx d’une variable, définie par :

Yx(h) = yx(h,0) = vx(t + h,t)

La fonction vx(.) sera appelée fonction d’autocovariance et yx(h) sa valeur

au retard h.

1.4.2 Fonction d’autocorrélation

Les principales caractéristiques temporelles d’un processus sont données

par 'autocorrélation (simple) et I'autocorrélation partielle.

Définition 5 Soit X, est un procesus stationnaire,

— La fonction d’autocovariance de X; au retard h est

Yx(h) = Cov(Xyyn, Xi)

— La fonction d’autocorrélation de X; au retard h

cor( X, Xi) = px(h) =

16



1.5 Tendance et saisonalité

Lorsqu’on souhaite analyser une série chronologique représentée sous la
forme d’un tableau de chiffres, il faut tout d’abord représenter la série sous
la forme d’un graphe. Dans les représentations des figures (1.1) et (1.2) des
pages 6 et 7 , on peut observer dans certains cas une composante détermi-
niste qui se présente sous la forme d’une tendance ou d’un cycle saisonnier.
Une série chronologique peut également présenter ces deux comportements
en méme temps.

Bien entendu, cette tendance ou cette saisonnalité ne sont pas toujours fa-
ciles a déceler. Il peut méme arriver que des séries ne contiennent aucune de
ces composantes déterministes. Il se peut aussi que le tendance n’apparaisse
qu’apres avoir transformé les données par une fonction, par exemple, loga-
rithmique.

Nous supposerons que toute série chronologique Y; puisse étre mise sous la

forme de la décomposition vue déja dans 1.3.1

Yi=fi+S+ X,

ou :
— fi est appelé trend (ou tendance) et est soit une fonction décrite par
un nombre fini de parametres, par exemple, une fonction linéaire du
temps a+bt ou un polynoéme en ¢, soit, plus généralement, une fonction

lisse en temps t.
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— 5, est appelé saisonnalité et est une fonction périodique. Soit d la pé-
riode de S, on a alors : S; = S;44 pour tout t. On supposera également

que S; ne contient pas de tendance, ce qu’on écrira :

d
Z SH_]‘ = 0
Jj=1

En d’autres termes, toute la tendance est modélisée dans f;.

— fi + S est la composante déterministe du modele.

— X, est, par opposition, la composante aléatoire, supposée de moyenne
nulle (parce qu’elle représente les composantes (erreurs) non systema-
tiques), mais possédant en général une structure de corrélation non
nulle. C’est bien évidemment la partie la plus intéressante a modéli-
ser. Nous verrons comment, sous certaines hypotheses, nous pourrons
ajuster un modele pour X; qui permettra de prévoir les futures va-
leurs de la série chronologique. Notons que, si X; est de moyenne non
nulle, on pourra remplacer f;, par f; + FX;, et X; sera remplacé par
W, =X, — EX;. On a alors EW, = 0.

Dans un premier temps, nous allons estimer la composante déterministe du
signal. De cette fagon, nous n’aurons plus qu’a nous intéresser a la partie

aléatoire qui constitue le véritable enjeu de ce cours.
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1.5.1 Elimination de la tendance en ’absence de sai-

sonnalité

Supposons, dans un premier temps, que la partie déterministe du modele

soit uniquement composée d’une tendance f; :

Y= fi+ X, (1.5.1)

Dans cette section, nous donnons trois méthodes pour estimer f;.

Estimation paramétrique

Cette méthode consiste a estimer la tendance par la méthode des moindres
carrés ordinaires. Supposons que 'on observe la série de la figure (1.3) de la
page 8. Il semble naturel d’estimer la composante f; de cette série par une
fonction linéaire

fi=a+0bt

ol @ et b sont des estimateurs des coefficients de la fonction linéaire estimant
fi. Pour trouver ces estimateurs par la méthode des moindres carrés, il faut
minimiser l'erreur quadratique commise en remplacant f; par ft dans 1.5.1.
En conséquence, si on observe la série y1, ..., y, , il faut trouver les coefficients
d et b minimisant

n

> (e —at — b)? (1.5.2)

t=1

19



La solution de ce probleme de minimisation est,

. Cov(Y,T)

a = ——2
ar

b = Y—arl

Estimation non paramétrique

Dans certaines situations, il n’est pas facile de trouver le degré du po-
lynéme d’ajustement pour f;. Par exemple, dans la figure (1.2), il n’est pas
possible d’utiliser la méthode des moindres carrés car le polynome utilisé
au départ pour ft n’est ni linéaire, ni quadratique. On pourrait utiliser un
polyndéme avec un degré élevé, mais le nombre de parametres a estimer se-
rait important et rendrait les calculs fastidicux. Dans cette situation, on a
recourt a la théorie non paramétrique de ’estimation de la tendance, qui ne
la suppose pas polynomiale a priori. Pour comprendre cette téchnique, sup-
posons que f; soit linéaire dans un intervalle [t — ¢, + ¢]. Dans ce cas, un
bon estimateur du trend est donné par

. 1 q
fi= m Z Yt+q

J=—q

On peut a présent calculer ﬁ pour chaque valeur de t en calculant cette
moyenne sur les 2q observations autour de ¢. On peut aussi voir l'intervalle
[t —q; t+q] comme une "fenétre" sur les observations, que I'on déplace lorsque

t varie. A chaque valeur de t, 'estimateur ft calcule la moyenne des obser-

20
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FIGURE 1.6 — Fenétre glissante avec un pas de 2¢ + 1 = 5.

FiGURE 1.7 — Estimation par moyenne mobile de la tendance de la figure
1.4.

vations tombant dans cette fenétre glissante (on dit alors qu’on effectue une
estimation par moyenne mobile). Pour éviter que des probleémes se posent

aux bords de la série (lorsque t < g ou t > n — ¢q), on pose :

Xy = Xy, lorsque t < 1

X, = X, lorsque t > n

21



1.5.2 Elimination de la tendance et de la saisonnalité

Supposons a présent que, en plus d'une tendance f;, la série comporte

une composante saisonniere S;. On considere donc le modele
Yi=/fi+Si+ X,

ou, comme nous l’avons spécifié plus haut,
— 5S¢ est une fonction périodique en ¢t S; = S pour un certain d > 0

— 5y ne comporte pas de composante "tendance", et donc :
d
> Sy =0
t=1

Voyons comment éliminer la composante saisonniere sur I’'exemple de la figure
(1.4) page 8, dans lequel nous observons des données mensuelles dont la
période est visiblement d = 12. Dans cet exemple, il est utile de réorganiser
les données(y;)i—1., dans un tableau dont les entrées sont les années (1973 a

1978) et le mois (1 a 12) :

.....

avec la relation : yjr = Yry12(-1)-
Dans la figure 1.4, on observe que le tendance ne varie pas beaucoup et il

semble naturel de le supposer constant sur une année. Un estimateur naturel
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de la tendance pour 'année j est donc :
N 1 12
k=1

Remarquons que cette composante saisonniere ne dépend que du mois et non
de I'année. En conséquence, un estimateur de cette composante S; est donné

par la moyenne empirique sur le méme mois de chaque année des résidus :

N 1k

Se =2y — fix) j=1.12
6 =

La méthode que nous venons d’appliquer sur un exemple peut étre généralisée
au cas d’'une période non nécessairement égale a 12. Elle nécessite toutefois

une hypothese sur le comportement du trend, qui doit varier faiblement.
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