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Chapitre 02 : Transformation de Laplace-
Transformation de Fourier

I. Transformation de Laplace:

1. Définitions et conditions d’existence :

= Définition 01 : une fonction f est dite d’ordre exponentiel, si on peut trouver une constante réelle
Meta > 0 tels que |f(t)| < Me*, vt > T.

®  Définition 02 : Soit f: R* — C continue par morceaux. On appelle transformée de Laplace de la
fonction f, la fonction : F(p) = L(f(t))(p) = f0+°0f(t)e_ptdt; p € C.

Q
O
Tansformée Espace vectoriel | Espace vectoriel des
de Laplace des fonctions du temps | fonetions de phase
4e0
—s/
f() Ro)=[e* fd
0

= Conditions d’existence : F(p) est définie par une intégrale généralisée, donc il faut que :
> F soit continue par morceaux sur R™.
> 3B €10,1] tel que lim, o tA|f(t)| = 0
> La fonction f est d’ordre exponentiel : |f(t)e™P!| < Me~ReP~t of f0+°° e~ (Rer—a)tqy
converge pour Re(p) > a.
= Remarques : Certaines fonctions ne possedent pas de transformée de Laplace, par exemple la

. 1. N . )i I
fonction f(t) = 7 quine respecte pas la deuxieme condition d’éxistence, ou f(t) = et’ gui n’est
pas d’ordre exponentielle.

= Probléme : Comment déterminer le meilleur a pour que I'intégrale converge ?. On admet le
théoreme suivant :

Théoréme : Soit f: R* — C fonction continue.

1) A'a € R, Re(p) >a = f0+°°f(t)e‘ptdt converge simplement
Re(p) <a= f0+°°f(t)e‘ptdt diverge.
2) A'b € R, Re(p) > b= f0+°°f(t)e‘ptdt converge absolument
Re(p) < b= f0+°°f(t)e‘ptdt ne converge pas absolument.
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= Exemples:
1sit=0

a) Soit la fonction de Heaviside : U(t) = {0 Git<0

LU®) ) = f+0° e Pl dt = %, si Re(p) > 0.
0

b) Soit f(t) = U(t)e™ = {egtsfitt<200 aveca € C.
+ oo _ B 1 .
F(p) = LUF(©)®) = fo et dt=omr,  siRe(p) > Re(@)

. t*sit>0
c) Soit f(t) ={Ossilt< 0

F(p) = L(f(®))(0)
_ T e pt g W=D 1 (™ (a+ 1)
fo t* e Pt dt <du=pdt> —p““_j; u%e %du = ———=

aveca > —1

,Re(p) > 0.

2. Propriétés:
a. Linéarité : Soient f, g: R™ — C deux fonctions admettant des transformées de Laplace F(p) et G(p), et
soient a et [ deux réels ; alors

L(af +Bg)(p) = aL(f)(p) + BL(G) ().

Exemple : Grace a cette propriété, on peut déterminer la transformée de sinus et cosinus :

cos(at) = " — £(cos(at))(p) = ~[Le) + Lemtn)] = [p =t pjia]
d’ou L(cos(at))(p) = p2+a2
Et

sin(at) = e L(sin(at))(p) = [L(elat) Le™n] = [p 1la - p-:ia]

d’ol L(sin(at))(p) = m
b. Transformée d’une translation : Soit f: R* — C une fonction admettant une transformée de Laplace
F(p). On note
£.() = {f(t —a)sit=>a

Osit<a
Alors

L@ = | fe-aertde= (L0 = e wrp)

c. Transformée d’une homothétie : Soit f: Rt — C une fonction admettant une transformée de Laplace
F(p), etsoitk > 0.

1 1
L w0)e) = [ e =t =)~ 2o (F) - 1rd

t

d. Transformée d’une dérivée : Soit f: R* — C une fonction continument dérivable et admettant une
transformée de Laplace F(p),

ey - [ prepige - KO =FO u® =)
fFO) = Foera=, =I5t

=pF(p) — lim f(t) = pF(p) - f(07)

)
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Proposition : Soit f: Rt — C une fonction vérifiant :

> f e C(RY,C)
» 3M >0etaréeltelqueVk <nona |f(")(t)| < Me®, alors

L(F™©) @) =p"F@) - Y pE R0
k=1

e. Transformée de 'intégrale fotf(u)du = h(t):
Onah'(t) = f(t),dou:
F(p) = L(h'(©))(p) = pH(p) — ph(0*)
mais h(0) = 0, donc
H(p) = %

Plus généralement :
t ot ot __F(p)
L, fy -, fdu) = -

n fois

Théoréme de la valeur initiale et de la valeur finale : Soit f une fonction admettant une transformée de
Laplace, alors :

> limz[,_,Jroo F(p)=0

> limg o f(t) = lirnp—>0 pF (p)

> limgg+ f(2) = limy_ 10 PF(P)
Si les limites envisagées existent.

Preuve :

v’ Puisque f admet une transformée de Laplace, et d’aprés les conditions d’éxistence, I'intégrale
TR _ s (s o
généralisée fo Oof(t)e Ptdt converge normalement. Donc (et d’aprés le théoréme de continuité

des intégrales généralisées dépendant d’'un parametre) on a

+ 00 + oo
lim J f()e Ptdt = f lim f(t)e Ptdt =0
0 o Pt

p—+oo

v’ Ona

PO = [ 1@ de =pF @) - £(0)
0
En passant a la limite, on peut écrire :
lim | /(e "de = lim[pF () — £(0°)]

Puisque f’ admet une transformée de Laplace, et d’aprés les conditions d’éxistence, I'intégrale généralisée
+oo _ . C s o .
fo f'(t)e~Ptdt converge normalement. Donc (et d’aprés le théoréme de continuité des intégrales

généralisées dépendant d’'un parametre) on a
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+ o0

lim fo +oof "(H)ePtdt = fo lim f "()e Pt dt =Ligr(1)[pF (») — f(01)]

Soit [ £ (t)dt = lim,,_o[pF (p) — £(0™)]
Ou encore limy— 4o £(£) = limy_q £ (£) = lim, o [pF (p) — £ (0%)]
D’ou le second résultat.

v" En utilisant le méme raisonnement :
+ oo
S f f'(®)e Ptdt = lim [pF(p) — f(01)]
p—+o 0 p—+

Ou encore
+00
j- lim f'(t)e ?'dt = 0 = lim [pF(p) — f(0)]
0 p—>+0o0 p—>+0

D’ou
lim pF(p) = £(0*)
p—+o0

3. Transformée inverse :
La transformée de Laplace étant un opérateur bijectif, sa bijection inverse existe. Elle est unique et
on I'appelle original de F; on a alors £L71(F(p)) = f(t). La définition mathématique de la
transformée de Laplace inverse se base sur une intégrale de contour dans le plan complexe,
I"utilisation de cette définition exige une connaissance de I’Analyse complexe.
En pratique :
» On détermine la transformée inverse de F(p) directement de la table.
» |l faut d’abord exprimer ou décomposer F(p) en une somme de termes dont les transformées

inverses sont dans la table.

» Utiliser la table conjointement avec une ou plusieurs propriétés.

A\

S’il y a des retards, les traiter en premier,séparément.

» Pour des fractions rationnelles, on décompose dans I’ensemble des réels en éléments simples.
Pour les éléments simples de premiére espeéce se traitent facilement. Pour ceux de seconde
espéce, on doit mettre leur dénominateur sous forme canonique, pour retrouver des originaux
en sinus ou en cosinus.

= Exemples:

3p+7 4 1 _
1) F(p) = #: p:—m dOTle(t) = (4€3t —e t)U(t)
-2
2) F(p) = ;Tf donc f(t) = e~ =Dy (t —2)
3) F(p) = S R S b donc f(t) = 2et —2cost + sint.

(P-1)(P2+1) p-1 p2+1
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4. Applications :

A. Résolution des équations différentielles :
Soit donnée une équation différentielle linéaire d’ordre n a coefficients constants
agy™ +a;y™ D + ot a1y +any = f(8)
On demande de trouver la solution de cette équation y = y(t)pour t = 0 et vérifiant les
conditions initiales : y(0) = v,,y'(0) = y§, ...,y = yo("_l). On cherche la transformée de
Laplace des deux membres de |’équation :
L(agy™ + a;y™ D + -+ a1y + ayy) = LF(D))
En utilisant les propriétés de linéarité

ap Ly ™) (p) + a LTV (P) + -+ + a1 L (D) + an L) (D) = LF () (D)

Sachant que
k
L(F9O0) @) =@ - ) P FED ")
1=1

La transformée de Laplace permet de convertir une équation différentielle en une équation
algébrique, dont la solution est la transformée de la solution y(t) de notre équation différentielle .
Pour finir, on utilise la transformée de Laplace inverse pour déterminer la solution.

Espace des temps Espace des phases
{notre monde réel) ({le monde paralléle)

- e

] L T —
. — .
Trmsfoemation de Laplace (" Equation inéaire

. i

résolufion directe résolution [indaire

Solufion temporelle Solution des phases

Tremsformation|de Laplace imverse
_Dranf Laplace imase_

——— _—

= Equations différentielles ordinaires :
Exemple : Résoudre x"(t) — 3x'(t) + 2x(t) = 4e3t, avec x(0) = 4,x'(0) =9.0n a

Lx)=X 4
L(x") = pX — x(0) = l'équation devient (p? —3p + 2)X = p— +4p -3
L'x") = p?X = px(0) = x'(0) P
. 1
DouX =—+
p-1

L 12 rlet 42t 3t
p_2+p_3—£(e +e*" +2e°")(p)
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= Systeme différentiel :

Exemple : Soit le systéeme différentiel a résoudre :

x'—y +x—y=2+3e?
($){x"+ 2y —3x =—-3+ 2e%
x(0) =4,y(0) =1

2 3
PX—4—pY+1+X—Y=—t—
®) = 57
pX—4+2pY —2—-3X=—+——
p p—2
1 1 2
| X=o gt x(£) = 1+ ef + 2e2t
D'ou : 1 1 1 et donc " 2
Y=—"4—+— y(t)=—-1+e"t+e
14 p-1 p—2

B. Résolution des équations aux dérivées partielles :
Si on suppose que la fonction u(x, t)admet une transformée de Laplace lorsqu’elle est considérée
comme fonction de t et que

U(x,p) = f0+°°u(x, t)e Ptdt converge normalement pour p> p,, on aura

|{ L (%) = pU(x,p) — u(x,0)
2
{L (ZTZ) =p*U(x,p) — pu(x,0) - g—l: (x,0)
d au 92 d2u
U ()= ear(m) =0

En utilisant la transformée de Laplace, une équation aux dérivées partielles se transforme en une équation
différentielle ordinaire. On choisit de transformer le probléme par rapport a I'une des deux variables, selon

les conditions initiales et les données.
Exemple : soit le probléme

ou t_azu N et
{ = (50) = 5 (6. 0) — (o)

u(0,t) =u(m,t) =0
k u(x,0) = 6sinx — 4sin2x

En utilisant la transformée de Laplace par rapport a la variable t, on obtient :

2
U
Iz (x,p) — (p+4)U(x,p) = —6sinx + 4sin2x

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 dont la solution générale est

— = —VAT
Up(x,p) = c1eVPT™* + cye px
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Et la solution particuliere
U,(x,p) = = sinx — —— sin2x.
5+p p+8

Mais d’apres les conditions aux limites

5

c; =c, =0,d'onu(x, t) = 6e > sinx — 4e 8 sin2x.

C. Calcul d'intégrales :
Théoréme : Soit f une fonction admettant une transformée de Laplace, alors :

> Silintégrale f0+oof(t)dt est convergente alors f0+°0f(t)dt = lim,,_,, F(p)
> Silintégrale f0+°°@dt est convergente alors f0+°°@dt = f0+°°F(u)du

> Silintégrale f0+oo t"f(t)dt est convergente alors f0+°0 thf(O)dt = lim,_o(—1)"F™ (p)

+oo sint

Exemple : Evaluer l'intégrale I = | Tdt (intégrale de Dirichlet).

0

I est une intégrale généralisée de premiere espéce (0 n’est pas singulier) convergente d’apreés le critére
d’Abel. D’apres le théoréme précédent :

+0o T

1+u2du=§

I = L+w£(sint)(u)du =L
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Table des transformées de Laplace

f(®) F(p) = f+oof(t)e_ptdt
o) 1
p
t"U(t),neN n!
pn+1
t*U(t),a > —1 Na+1)
pa+1
eatU(t) 1
p—aa
sin(at) U(t) .
p? + a?
cos(at) U(t) P
p? + a?
sh(at) U(t) -
p? —a’
ch(at) U(t) .
p? —a’
Propriétés
fc—a) erE®)
e~f(0) Fio+a)
f(at) L@
t s
J f(s)ds Tp
0
140 pF(p) — f(07)
™) .
p"F(p) — z pk—lf(n—k) (0
k=1
t™ £(t) (—1)nF(n) (»)
f© +°°
= Jp F(u)du
z . T
f de période T - —t‘pr e P f(t)dt
0
F(p)G(p)

(f * )(®) = j £()g(t — s)ds
0

Si

lim t) existe >
t-0 ou+oof( )

lim f(t) = lim pF(p)
t—+o0 p—0
lim f(¢) = ,,L‘Too pF(p)
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II. Transformation de Fourier:

En Analyse, la transformation de Fourier est un analogue de la théorie des séries de Fourier pour les
fonctions non périodiques.
1. Définitions:

A. Transformée de Fourier:

Soit f: R = R une fonction absolument intégrable sur I'ensemble des réels. On définit la
transformée de Fourier de f la fonction notée

F(f):R—>C
Par:

FF®) @ = F(@) = 7=/ f(De ™ dt.

Exemples :

v’ Calculer la transformée de Fourier de la fonction (dite signal porte) définie par

n(t) = {1 Sit€ [‘%%]

0 sinon
Ona
1
T(Tl'(t))(a) = F(a) = Lj+mﬂ(t)e_iatdt — Lfi e~lat gt
V2T J oo V2m _%
D’ou
.
1 sm(7)
F(r(t) )(a) =—=
(m(®))(a) Nz %
V" Calculer la transformée de Fourier de la fonction
f(t) = e_|t|
Ona
F LI R
F(f®))(a) = F(a) = _f e-ltlg—iat gy
(F®) =
1 0 +00

=— efe~tatdt + f e~ te~iatgt
Vim (f_oo 0 )
1 pt(1=ia)1° o-t@+ia)?

=—| lim . + lim [—————
V2r\ao-o| 1 —ia , Do 1+ia .
D’ou
1 2
Fle M) (a) = —

\/27‘[0!2 +1

Théoréme : Soit f: R — R absolument intégrable sur I'ensemble des réels. Alors :

0 _ 1 (4o —iat
» F(a) = mf_oo f(t)e™*tdt est normalement convergente.
> F estbornée.

> im0 F(a) = 0.
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B. Lien avec la transformée de Laplace :
La transformée de Fourier d’'une une fonction f absolument intégrable sur I’ensemble des réels est

donnée par:

F(F(©)(@) = %ﬂ f f(Oe-tdr

_ L fo (t) ‘i“tdt+f+w (e atqt
_m( _oof e 0 f e )

1 iat e —iat
=\/T_ﬂ(0 f(=t)e dt+fO f()e™"* dt)

D’ou
F(FO) (@) = %ﬂ [£(f(=8) (—ia) + L(F(O) ()]

A partir de ce lien, on peut dire que la transformation de Laplace est une généralisation de la
transformation de Fourier. En plus, et puisque la transformée de Laplace est un opérateur linéaire et
bijectif, on déduit que la transformée de Fourier I'est aussi.

C. Transformée de Fourier inverse :
La transformée inverse d’une fonction F () est définie par la formule de réciprocité de Fourier :

+00 o

FF@)(©®) = =7 Fla)e“da

f(t)si f est continue ent
= {ft+0) + f(£=0)
2

si non

(On suppose quef (t + 0)et f(t — 0)existent)

D. « Sinus et Cosinus -transformées de Fourier:
Soit f: R = R absolument intégrable sur 'ensemble des réels.

= On appelle Sinus-transformée de Fourier de la fonctionf , la fonction définie par :

o 2 [+
E(a) = |- f f(t)sinat dt
T Jo
Sa transformée inverse (dite inverse de sinus-transformée) est donnée par

f() = \E f0+0017"5(a)sinat da.

=  On appelle Cosinus-transformée de Fourier de , la fonction définie par :

A~

2 ([t
E(a) = |— f f(t)cosat dt
T Jo
Sa transformée inverse (dite inverse de sinus-transformée) est donnée par

f() = \/% f0+ooﬁ'c(a) cosat da.
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= Si f est une fonction paire alors
F(a) = Fe(a)

En effet, on a

-~

F(a) = \/%_nf_;oof(t)e_i“tdt = \/%f_:of(t)(cos(at) —isin (at)) dt

Comme f est absolument intégrable, les intégrales

f+oof(t) cos(at) dt et J+Oof(t) sin(at) dt

Sont absolument convergentes. Or la fonction t — f(t) cos(at) est paire, et la fonction t — f(t) sin(at)
est impaire, il s’en suit alors :

f+wf(t) cos(at)dt =2 j-+oof(t) cos(at) dt et f+oof(t) sin(at)dt =0
—0 0 —00

D’ou le résultat.

= Sif est une fonction impaire alors
F(a) = ~ifs(a)

Dans ce cas la fonction t +— f(t) cos(at) est impaire, et la fonction t — f(t) sin(at) est paire, il s’en suit
alors :

f+mf(t) sin(at) dt = 2 f+oof(t) sin(at) dt et f+oof(t) cos(at)dt =0
—0 0 —00

2. Propriétés:
(Voir le tableau)

3. Formules de Parseval et de Plancherel :
Théoreme : Soient f, g: R = R absolument intégrables et continues. Si on note

F(a) = F(f(®)(@et G(a) = F(g(t)(a) alors :
> f_t: f()gt)dt = f::o F(a)G(a)da. (Formule de Plancherel)
> [T f®gdt = [T R(@) Ge(@da = [ F(a)G(a)da
> fj;olf(t)lzdt = f::o|ﬁ(a)|2da (Formule de Parseval)
> 1O R = [0 R @ da = 7 A(@)? da
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4. Applications :

A. Calcul des intégrales :

Exemple 01 : Calculer la transformée de Fourier de la fonction f(t) = e~Itl en déduire la valeur de

+oo cosat
) dt.
0 1+t2

Comme f est paire,

F(a) = F(a) = \/%f(f‘” cosat e~tdt = \/%L(cosat)(l) = \/%1:042'

’ . £ .t s —_ -t — (2 (Ft® 5 _ 2 ptoocosat
D’aprés la formule de réciprocité, ona f(t) = e "' = \/;fo F.(a)cosat da == [ ——da.
, ~ [toocosat _ T _—a
Dot [ zdt =5e %

Exemple 02 : Calculer la transformée de Fourier sinus de f(t) = e, t = 0; en déduire les valeurs

. 2
L, __ tootsinxt _ (too

desintégrales: Iy = [ —— dtetl, = [| (th) dt.

-~ _ E 400 | —t _ E a

Fs(a)—\/;fo sinat e alt—\/;lw2

D’ou

T 1+a?

fH)=et= \Ef;ooﬁs(a)sinat da = Ef(;roo asinat ;o

mw
Doncly =~e t,

En appliquant la formule de Parseval :
+co + oo + oo
f e 2tdt =f f(t)?dt =f E(a)*da
0 0 0
doul, ==
2 2

B. Résolution des problemes aux limites :
Soit le probléme a résoudre :
( 0%°u 0%u
a2 " ax?
(E) lu(x,t)| <M

_(—1six<0
u(x,O)—{ 1six>0

D’apreés les conditions aux limites, on applique la transformée de Fourier par rapporta x :

2 275
e F (a 2 (x, t)> = ZTZ (a, t)(Régle de Leibnitz)

a2
62u _ 27y
° T(ﬁ (X, t)) = —Qa U((X, t)

Donc
PN

(B) = 5=

(a,t) — a?U(a,t) =0

Ainsi on obtient une équation différentielle ordinaire de 2" ordre en t, dont la solution générale est
U(a,t) = ci(@)e® + cy(a)e %
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La condition |u(x, t)| < M implique que :
tl_i)rlloou(x, H)=0= tl_i)grnoo U(a,t) = 0;alors c; = 0.
En plus
U(a,0) = cy(a) = F(ulx,0)) = —iF,(u(x,0))

car u(x, 0) est impaire. D’ou

2 [T—u(x, 0)cosax]™ too cosax 21
) =—i|=||———— +af u'(x,0) dx|=1i|——
s a o o ——, @ Ta

P 21 _ . 2
DoncU(a,t) = —L\/;;e at = —lﬂ-"s(u(x, t)) = u(x,t) = ;arctg%
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Table des Transformées de Fourier

f®) Ff () (a) = F(a)
Ult)e *,a >0 1
V2n(a +ia)
1pour —a <t < aet0autrement 2 sin(aa)
T a
6 (t)(fonction de Dirac) 1
5(t—a) e~laa
Propriétés
f(at) 1 @
Ta © ()
el f(t) F(a—a)
fe-a) e F(@)
f'(t), avec tli%nw f()=0 iaF(a)
F'(6),tq lim () =0 ~a? F(a)
et tl_i)E_Lnoo flt)=0
F®@,tq lim f®@ =0 (i)"F (@)
k=12,..,n—1
tf(t) i F'(a)
t" f(t),n=>1 i"FM(a)
[ rw Fa)
o ia
Fr©=[ r@g-oa Var F@)6(@)
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