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Exercice. 1

Considérons une population obéissant & une loi de croissance linéaire avec un taux —4, soit Xo
le nombre d'individus a l'instant t = 0.

1) Trouver le nombre d'individus encore vivants a l'instant t, en déduire le nombre d'individus
|dx| disparaissantentre t et t+dt (ayantune durée de vie égale exactement t ).

2) Calculer la durée de vie moyenne T d'un individu au sein de cette population.

Solution Ex1

1) Nombre d'individus encore vivants a l'instant t

ax _
Le modeéle est :{ dt alors
X (0)=x,

le nombre d'individus encore vivants a l'instant t, X (t) = x, €*
D’ou nombre d'individus disparaissantentre t et t+dt (ayantunedurée de vie égale
exactement t )est |dx| = x(t) —x(t + dt) = —%dt = Ax, e dt
2) Calcule de la durée de vie moyenneT.

Premierement on cherche toute les durées de vie de la population en intégrant |dx| ensuite on
divise sur l’effectif globale de la population qui est x, on trouve alors la durée de vie moyenne

T=L(" -at gy =1
T—Xofo Axo te™ dt =~

Exercice. 2
Considérons I'équation de Gompertz:

dx
—=f(x
m (x)

avec f(x):rxln(E) si X#0 et fX)=0 si x=0
X

1) Déterminer les points d'équilibre et étudier leur nature de stabiliteé.

2) Etudier la croissance de la population au voisinage de X = 0

3) Dessiner l'allure des solutions (portrait de phase).

4) Trouver le point d'inflexion de la solution X(t) et comparer le résultats avec I'équation
logistique.

Solution Ex2
1) Points d'équilibre et stabilité
e 0 est un point d’équilibre (évident)



f (x)=0<=mx =0 ou In[;j 0

<:>£:1<:>x =k
X

onaf ’(x)=r|n(£
X
donc x =k est asymptotiquement stable

2) Croissance de la population au voisinage de x=0
Comme x est positif et proche de 0 alors X ~>1= ln( ) >0 alors — > 0 donc x(t) est en

)—r d'ou f'(k)=-r=<0

croissance et l’équilibre 0 est instable.

3) Portrait de phase

rannrd O > L <+
0 K
4) Point d'inflexion
Le graphe de x(t) admet un point d’inflexion (t*x*) si — = s’annule & t* et == ne s annule

pas a t*

dx k . d?x  df(x)  df(x)dx _, d3x  d%f(x) (dx\% . df(x)d?x
Ona = =rxin (%) = f(x) d'on o5 =10 = T _:—(E) £z

dt? at ~ dt dt = dt3 dx?
(t*,x*) point d’inflexion = ( x(t ) =0et @ x(t ) 0) =>( =0 et dx(t ! 0)
df(x*) _ _ kY _ _k dx(t)_ _ Tk
o —0:>r(ln( ) 1)—0:>ln(x*)—1alorsx —e et—dt = f( ) =1 . )
Donc le graphe de x(t) admet un point d’inflexion pour x = x* = =

df(x )

. . e : ., : . s .k
de la méme maniere on trouve le point d’inflexion pour 1I’équation logistique a x™ = 3 donc le
point d’inflexion de Gompertz est avant le point d’inflexion de I’équation Logistique.

Exercice. 3
La croissance d'une population est donnée par I'équation:

dx )
— =ax” —mx
dt

avec? le taux de natalité et M le taux de mortalité

1) Déterminer les points d'équilibre et étudier leurs stabilités.
2) Dessiner l'allure des solutions (portrait de phase).

3) Calculer les solutions explicitement et tracer la chronique pour a =0.1,m=1
Solution Ex3

Solution Ex 03 :

1) Points d'équilibre et stabilité :

Ona: f(x)=ax® —mx



Onpose: f(X) =0 ax®*—m=0< X(ax—m)=0=1v

m
Alors I’équation admet deux point d’équilibre X, =0, X, =— avec a>0.
a

Stabilité
Ona: f'(X)=2ax—m
Alors : = £'(0) =—m <0, donc ’origine est stable

m _
* f'(—): m>0 , donc x, = % est instable.
(04

2) Portrait de phase :

A o o e e I
0 m
a
3) Solutions explicites
Ona:
dx =ox® —mx= det@ _—1+L dx=dt <
dt x(ax—m) mx  m(ax —m)
—[=+= j ———dx=[dt <
m (ax m)

-1 1 - _
—ln(X)+—|n(0{X+m)dX:t+C<:>|n(ax j m(t+C)<:> m em(t+c) o a
m m
m m
<= X(1) = =
( ) emcemt a_Cemt
m
Ona © a-C °
C=a-1 < X(t) = m
Alors Xy d’ou a_(a_m)emt

0

te[0,+oo[, si X, Sm.
Avec a

1, «o m
te|0,—In(=)|, si X, >—.
e[ - (C){ si X, »

Exercice. 4
Considérons la loi de croissance d'une population donnée par:



aX _ _aX

dt N + X

1) Rechercher les points d'équilibre et étudier leurs propriétes de stabilité.
2) Tracer le portrait de phase.

Solution Ex4
1) Points d'equilibre et stabilité
On a la loi de croissance d'une population donnée par :

ax _ =2 _ =y*(-Z_ _
G =) =52~ e —m

. - N+x
a) On calcule les points d'équilibre :
x=0
— X )= ou
fx)=0 =X (—=—-m)=0 = 1

x=——N
m

Donc : les points d'équilibre sont : x; =0 ; xgzﬁ — N.
b) On étudie la stabilité :

e Ladérivée de la fonction 7 "est:

' aN
&) T W02
[] —Nx*
O (m*N-a)
M« m (m*N—«a
“f (- N) =

e Sia<N*m
* £'(0) < 0 =le point d'équilibre "x; =0 " est asymptotiquement stable.

*f (% — N) > 0= le point d'équilibre "x, =% _ N " est instable.

m

o Sia>N*m
* £'(0) > 0 =le point d'équilibre "x; =0 " est instable.

*f' (% — N) < 0= le point d'équilibre "x, == — N " est asymptotiquement stable.

m

e Sioa=N*m
d N+m)x—mx(N *x2 . , ,
WX Xy = WmXmAWNAD) M )y > 0, la population est décroissante
dat N+x N+x N+x

Donc : le point d'équilibre "x; =0 " est asymptotiquement stable.
2) Portrait de phase

e Siga<=N*m

x:=0 _a
m

/ /[ /

777 NN 7z




e Sio>N*m

x1=0 =% — N
/ /[ / N <
7 77
Exercice. 5
Les systemes Hamiltoniens sont définis par les équations suivantes:
X = 3H§;P)
(I) oH

N (er)
P =

ouX est la position d'une particule ponctuelle, P sa quantité de mouvementet H(X,p) son

énergie totale.
montrer que les systemes Hamiltoniens sont conservatifs.

Solution Ex5
Ona:
dH(x,p) 0H(x,p)dx 4 0H(x,p)dp 0H(x,p) 0H(x,p) 0H(x,p)0H(x,p) _ 0
dt ~  0dx dt op dt = ox ap op ox

Alors H(x,p) est une integrale premiere des systemes Hamiltoniens
Donc : les systemes Hamiltoniens sont conservatifs.

Exercice. 6
Rechercher si les systemes suivants admet des intégrales premieres:
1)
X = -y
y =X
2)
X =X—XYy
y=-y+Xxy
Solution Ex6
X=-
1) Recherche des intégrales premiéres pour le systeme { ) y
y=X
Ona
ax _Zy =
il xdx=-ydy

Apres intégration on obtient :



Xo=-yo+C
Donc :
o= x2+y2
Il est clair que :
H(x.Y)= x*+y?
Est une intégrale premiére car :
dH(x,y)_O0H(x,y)dx | OH(xy)dy_

dt ox dt ay ar - 2Y+2yx=0
o . \ {X=X—W
2) Recherche des intégrales premiéres pour le systéme <
y=-y+xy
Ona
ax _ x—-xy _
o e (-y +xy) dx=(X-xy) dy .......cc.... ... (®)

On divise (*) par xy tell que xy # 0 :
1 1
(1—;)dx = (;— 1)dy

-mx+x=lhy—-y+c

Apres intégration on obtient :

Donc :

y+x—(nx+Iny)=c
Il est clair que :

Hx,y)=y+x—(Inx+1ny)
Est une intégrale premiére car :

dH(x,y)_aH(x,y)% 0H(x,y) d_y_ _ l _ _ l _ _
dt  ox dt+ dy dt_(1 x) (x xy)+(1 y)( y +xy)=0

Exercice. 7
Considérons le systeme de Lotka Voltera avec croissance logistique:

X=rx(1 - %) - axy

y= —my + bxy

1) Déterminer les points fixes.
2) Etudier leur stabilité.

3) Tracer le portait de phase.
Solution Ex7

1) Points fixes

X=0<x=0o0u r(l—%)—ay =0

y=0<y=00u —m+bx =0

Alors les points fixes sont : (0;0) , (k;0) , [m;i(l—mjj k>=2
Si

2) Stabilité



r
. _ r—2—x —ay —aX
La matrice Jacobienne est : A (X Y ) = k

by —m +bx

La stabilité de [ 'origine :

r
Ona: A(O;O)Z(O j d’ou les valeurs propres sont: A =T >0, A, =-m <0

—M

Alors I’origine est instable ( point selle ).

La stabilité de(k ;0) =
-r -k
0 -m+bk

ﬂ1:—r—<0 , ﬂ,z:—m'i‘bk

Ona: A(k;o):(

j d’ou les valeurs propres sont :

m
o Si A, <0 (cad k <F) alors le point (k ;0) est asymptotiquement stable.

e Sik >% le point (k ;0) est instable.

.. mr m
La stabilittde | —;—|1—— || :
st (7:2(1- )
Ona;A(g;L(l_bmkD: b b
a (5-1) o

D’ou le déterminant det (A) = %(b — m)

e Sib >% alors det (A)>0 et latrace tr(A):—T—g<O donc

. m.or m .
le point (F;—(l——jj est asymptotiquement stable.
a
e Si b < lepointest instable.

3) Portrait de phase
Les isoclines zéros sont les suivants :



X=0<x=00uYy :L(l—ij
a k

, m
y=0<y=00uU X :F
La direction du champ des vecteurs sur les isoclines zéros :

e Surlaxe X =0 ona y =—my <0 .

Surl'axe Y =0 ona X :rx(]__ij

k
X 0 k 400
X + Q
m m am
e Sur X=— ona X=—1-— —-——Y
b( bkj b
e Sik>
' 0 L(l—ﬂj +00
a bk

. m
L Si k<g
y 0 400
X

wry=£@—fjmw Y=£@—%yFm+m)

m
*xx gk -<F alors :

0 k 400

y -0 +

m
*xx gk >—F alors :




m
Portrait de phase dans le cas K < F ( deux points 1’origine qui un col (instable) et (k ;O) qui

)

est stable

Q|-
dl
f A A A
|

Y=0

A

O'|3




w'=rx(l1-wkj-axy r=1 m=2 k=1
y'=-my+bxy =1 a=05
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