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4,1 Introduction

A tout programme linéaire, appelé par convention PL primal, on peut associer un autre PL appelé
son dual. Dans ce chapitre, on va étudier des notions relatives aux programmes linéaires tels que le
programme primal, le programme dual, et 1'utilisation pratique des conditions d’optimalité primal-dual
(COPD).

4.2 Dualité

Avant de donner la définition formelle d"un probleme dual, nous allons expliquer comment il s’ex-
plique en termes de probleme de production.
Probléme de la production : Deux produits P1 et P2 fabriques en quantité x; et xp, nécessitant trois res-
sources disponibles en quantités données. L'entreprise cherche a maximiser le bénéfice total provenant
de la vente des deux (2) produits :

Max Z(x1,x2) = 631 +4x2
3X1 + 9XZ < 81

4x1 4+ 5xp < 55

2x1 +xp <20
x120,x2>20

S.C

Supposons a présent qu'un acheteur se présente pour acheter toutes les ressources de I'entreprise. Il
propose a l’entreprise les prix unitaires vy, y2, y3 pour chacune des ressources.

e L’entreprise acceptera de lui vendre toutes ses ressources uniquement si elle obtient pour chaque
produit un prix de vente au moins égal au profit qu’elle ferait en vendant ses produits.

e De son c6té, 'acheteur cherche a minimiser ses dépenses.
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Quels prix unitaires y1, y2, y3 ’acheteur doit-il proposer a I’entreprise en question pour qu’elle accepte
de vendre toutes ses ressources ?
Donc le programme linéaire correspondant est le suivant :

Min G(y1,y2,y3) = 81y1 + 55y2 + 20y3
3y1+4y2+2y3 2 6
S.CL%1+5y2+y3 >4
v120,y220,y3 20

4.2.1 Définition (Probleme primal et dual)

La forme d’un programme linéaire de type maximisation est :

C
<
sc {Ax <b @.1)

Avec x, b, c des vecteurs de dimensions respectives n, m, n, et A une matrice de dimension (1, n)
On appelle programme dual de (PL), le programme linéaire suivant :

MinG(x) =bly

Aly>c (4.2)
y=0

S.C

Avec y un vecteur de dimension m et AT la transposée de la matrice A. Le programme de I'équation
4.1 est appelé programme Primal (PL).
Pour passer du primal au dual, on remarque que :

1) Les termes du second membre deviennent les coefficients de la fonction objectif et réciproquement.
2) Le probléme de maximisation devient un probléme de minimisation.
3) Les inégalités ”<” deviennent des inégalités ”>".

La matrice A se transforme en sa transposée.

Dans ce contexte, (PL) est appelé probleme primal de le probleme dual (PLD). Remarquons que,
si (PL) comporte n variables et m contraintes, alors (PLD) comporte m variables et n contraintes (une
variable par contrainte de (PL), et une contrainte par variable de (PLD)).

Proposition 4.2.1 Le dual du dual est le primal.

Preuve : Dual d’un (PL) sous forme canonique pure :

Min G(y) =b'y Max —G(y) = (-b)"y
T > _ AT < _
(PLD) sc Aly=c < gc Aly < —c
y=0 y=0

On prend le dual du dual :

Min [(—c)Tx] Max [cTx]

ATy > <
SC (A" )'x>-b ® oo lAx<h (PL)

y=0 y=0

Existe-t-il une relation entre les valeurs optimales de (PL) et de (PLD) ? Le théoreme suivant apporte
une premiere réponse a cette question.
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Théoreme 4.2.1 (Théoréme faible de dualité) Soit x une solution réalisable d’un (PL) sous forme canonique
mixte et y une solution réalisable du probleme dual (PLD). Alors :

1) Z(x) < G(y).
2) SiZ(x) = G(y) alors x et y sont des solutions optimales de (PL) et (PLD) respectivement.

Preuve : (PL) sous forme canonique pure
e OnaAx<bx>0etATy>cy>0
Z(x) =cTx < (ATy)Tx = yT Ax <y'b = G(y)
<b
e Soient x* et y* des solutions réalisables de (PL) et (PLD) telles que Z(x*) = G(y*). D’apres 1),

pour x solution réalisable de (PL), on a Z(x) < G(y*) = F(x*) donc x* est une solution réalisable
optimale. Idem pour y*.

Théoreme 4.2.2 (Théoreme fort de dualité) Sile probleme primal (PL) admet une solution réalisable optimale
x* alors le probleme dual (PLD) admet lui aussi une solution réalisable optimale y* et ona Z(x*) = G(y*).

Preuve : On suppose (PL) mis sous forme standard.
S’il existe une solution réalisable optimale, alors il existe une solution de base réalisable optimale

Xpr = Ag}b.
On choisit alors
y* = (Ap)"Cp-
On montre que y* est une solution réalisable optimale pour le dual (PLD).
o Avecy* = (Az!)Tcp:, ona
ALy = AL (AghTep = (Agl AT Tepe = cye — L
Or, a 'optimum Ly« < 0donc AL.y* > cpy+. Puisque

Agky* = CB*,

ATy* 2 c

y* de signe quelconque. i.e. est une solution réalisable du dual (PLD) (pas de contrainte de positi-
vité sur les variable y du dual).

o Z(x*) =cTw* = ch. Azlb = (Ag)Tep )b = G(y*)
Théoréme faible de dualité = y* est optimal pour (PLD).

4.2.2 Lien primal/dual

Rappel : 3 cas possibles (et seulement 3) pour le probleme primal (PL) :

1) Il existe (au moins) une solution optimale.
2) L'ensemble Dr des solutions réalisables n’est pas borné et I'optimum est infini.
3) Pas de solution réalisable (Dg = 9).

Théoreme 4.2.3 Etant donnés un probleme primal (PL) et son dual (PLD), une et une seule des trois situations
suivantes a lieu
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TABLE 4.1 — Situations Primal - Dual

Dual
(1) Solution optimale  (2) Optimum infini  (3) pas de solution
Primal (1) Solution optimale (a) impossible impossible
(2) Optimum infini impossible impossible (b)
(3) pas de solution impossible (b) (c)
TABLE 4.2 — Correspondance Primal - Dual
Min Max

* Transposée de la matrice des contraintes (1, 1)
* Coefficient de la fonction objectif
* Second membre des contraintes

* Matrice des contraintes (m, 1)
* Second membre des contraintes
* Coefficient de la fonction objectif

Nombre de contraintes

i*me contrainte de type ” <
i*™e contrainte de type ” ="
i®me contrainte de type ” ="

4

Nombre de variables principales
i*™e variable de type ” > ”
i*™e variable de type ” < ”
i éme variable qcq "€ R”

Nombre de variables

Nombre de contraintes

j*™e variable ” > j*™e contrainte de type ” > ”
j™€ variable 7 < ” j™€ contrainte de type ” < ”
j*me variable qcq ” € R ” j*me contrainte de type ” =

1) les deux problemes possédent chacun des solutions optimales (a I'optimum, les cofits sont égaux).

2) un des problemes possede une solution réalisable avec un optimum infini, I'autre n’a pas de solution.

3) aucun des deux probléemes ne possede de solution réalisable.

Il y a donc 3 situations (au lieu de 9) qui peuvent se résumer dans le tableau 4.1 :
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Exemple 1

Primal

Dual

MaxZ = 3x1 + x,

MinZ =3 2
X1+ x <3 i y1+y2+1y3
V1i—Y2+tys =3
sc) mtxsld SClyi+y>1
. X <2 . n y2/>0
x> 0,x >0 Y1, Y2,Y3 =
MinZ = —x1+ x

rle_x2>2 Max Z = 2y1 — 2y» + 5y3

2 —y2+ys < —1
-1 +2y+y3 <1

x4 21 > -2
scl Mten S.C
xX1+x225

(X1 20,2220

Y1,¥2,¥3 =20
Max Z = 2x1 — xp Min Z = 3y; + 4y»
(xl—x2—3 yi+y2 =2

SCix; <4 SCq—y1 2 —1
x120,x 20 yeRy >0

Max Z =2x1 — x» Min7Z — 2 6 5
(31— 21, <3 " . y“; J2 TR0
Yitly2=
=6

sclt 5.C

X2<5

—2y1+y1ty2=—1

20,12 €Ry3 20
x1 €ER,x € R 4 Y2 Ys

4.2.3 Conditions d’optimalité primal-dual (COPD)

Cas (a) o1 les problemes primal et dual possédent chacun des solutions optimales (optimum fini).

Théoreme 4.2.4 Soient x et y des solutions réalisables respectivement du probleme primal (PL) et du probleme
dual (PLD). Alors x et y sont des solutions réalisables optimales si et seulement si les conditions d’optimalité
primal-dual (COPD) suivantes sont vérifiées :

1) Siune contrainte est satisfaite en tant qu’inégalité stricte dans (PL) (resp. (PLD)) alors la variable corres-
pondante de (PLD) (resp. (PL)) est nulle.
2) Sila valeur d’une variable dans (PL) ou (PLD) est strictement positive alors la contrainte correspondante
de I'autre programme est une égalité.
4.2.4 Probleme primal sous forme canonique mixte.
x et y sont deux solutions optimales pour le probleme primal et le probleme dual respectivement si

Vie LY  a;x; =0 =0
et seulement si on a les COPD : { PE N, Ly iy = biou y;

Vj S ]112;”:1 ajjy;i = ¢j oU Xj = 0
Preuve de la condition nécessaire du Théoréme des COPD.

On suppose le probleme primal (PL) mis sous forme canonique pure.

Soient x et y des solutions réalisables optimales de (PL) et (PLD) respectivement : Ax < b,x > 0 et
Aly>b,y>0
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A =b ATy —e =
Variables d’écart e et € respectivement pour (PL) et (PLD) : { rre et { yme=c¢

>0,e=0
= Z(x)=clx = (ATy —e)Tx = yTAx — eTx
= G(x) = bTy = (ATx —e)Ty = yT Ay — Ty

Théoréme de la dualité fort = Z(x) = G(y) = e’ x +ely =0

Puisque x > 0 ety > 0, la relation €”x + ¢’y = 0 donne
€ix; =0Vi N Sie; #0alors x; =0 of Siej # 0alorsy; =0
ejy; = 0Vj Six; # 0alorse; =0 Siyj # 0alorse; =0

Réciproque (condition suffisante) a partir du Théoreme faible de dualité.

4.2.5 Utilisation pratique des COPD

Elles permettent de vérifier si une solution réalisable d’un (PL) est optimale ou non, a partir de la
connaissance dune solution optimale du probleme dual. x* et y* solutions réalisables optimales de
(PL) et (PLD) respectivement.

2;1:1 ﬂi]‘x;( < b,’ = yl* =0 yl* >0= 27:1 a,-]-x]’.k = bi
Yliaiy; <cj=x; =0 x; > 0= 10 aiyf = ¢
Exemple 2. Probleme de production

Max Z(x1,x2) = 6x1 +4x

3% + 91, < 81 Min G(Vlfngyi)4_ Siyzl +55y2 + 20y3
(PL) 4x1 + 5xp < 55 (PLD) Y1+ 4y +2y3 =
¢ S.C{9y1+5y2+ys >4
2x1 4+ x2 < 20 0 y o
x1 20,0 >0 y120,y220y3 =

Solution optimale de (PL) :

COPD 4

e} =27/2>0 = y; =0
¥ =15/2> 0 “LP 3y + 45 4+ 2y5 = 6 (] = 0)
x5 =5>0 "7 9y] 4 5y; +y5 =4 (e = 0)

e; =¢e;5=0

= Solution optimale du probleme dual y; =0, y; =1/3, y3=7/3
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