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Exercice 1 :

I) Non! En fait R*! ¢ R".
Une forme linéaire sur IR"” est de la forme :

f(x1,x2,...,x0)) = Z/’\ixi, ourieR,i=1,2,...,n
i=1
et donc les hyperplans de R" sont de la forme

{X= (xl,xz,...,xn) E]R",'/\lxl +Axy + ...+ A, = 0}

II) 1. Puisque dim (Ry[X])" = Card {1, @2, @3} = 3, il suffit donc de montrer que
{p1, P2, @3} est libre. Soient ay, ay, a3 € R:

a1p1 + axpr + azp3 =0
(=4 (a1(P1 + Qo + a3(p3) (P) = 0, VP e ]Rz[X],

1
(=4 (le(O) + OKQP,(l) + a3f tP(t)dt =0, VP e ]Rz[X]
0

D’ou

a;+zas =0
PourP(X) = 1 o

PourP(X) =X = a2+%a3:0 >a=a =a;3=0.
PourP(X) = X?

1
20, + ZO&3 =0

Donc {@1, @2, @3} est libre, alors forme une base de (R,[X])".
2. Soit B = {P1, P,, P5} la base antéduale de {¢1, p2, p3}, avec

Pl(X) = a1X2 + le + Cl,Pz(X) = LZQXZ + bzX + Co, P3(X) = a3X3 + b3X + C3.

Ona
1 sii=j
(Pi(pf):‘s”':{o sii# ]
pouri,j=1,2,3. Donc
(py=1 [2=1
2221%;:0:?’ 201+ b1 =0 :alzé,blz—getclzl.
@3(P1) =0 1611+1b1+1c1:0 > >

4 3 2



@1(P2) =0 ¢ =0

= 4
(Pz(Pz):lﬁ 2a2+b2 1 ﬁ(h:g,bz:—getCz:O.
(P3(P2) =0 1&12 + 1[72 + 1C2 =0
4 3 2

_ =0
p1(P2) =0
= 12 24
QDQ(Pz):O:)’ 21a3+b;_01 :>El3:—€,b3:g€tC3:O.
(P3(P2) =1 103 + gbg + ECg =1
6 12 3 12 24
Al ={=-X?>—-ZX+1,iX2 =X, -=X? —X}
ors B {5 = +1,3 X% + =

Exercice 2 :
I) 1. Montrons que f, est une forme bilinéaire symétriques :

Soient (x1, X2, x3), (Y1, Y2, ¥3) € R®

Y1x1 + 2y2X2 + Y3X3 + ay1X2 + dYrxq
X1Y1 + 2X2Y2 + X33 + axiys + axoyr = f((x1, X2, %3), (Y1, Y2, Y3))

F((y1, y2, y3), (x1, X2, X3))

Donc f est symétrique.
Soient (xll X2, x3)/ (xi/ xé/ Xé), (yll y2/ yS) € R3/ ae€lR

f((e1 + axy, x2 + axh, X3 + ax3), (Y1, Y2, Y3))
(1 + Ax)yr + 2(x2 + AX5) 2 + (x3 + ax})ys
a(xy + Ax))y2 + a(x + Ax5) iy,

f((xll X2, x3) + a(xil xé/ xé)/ (]/1, y2/ y3))

+

X1Yy1 + Z.XZ]/Z + X3Y3 + ax1lr + aXoyq

+

AX Y1 + 2x510 + XSY3 + axiys + axsy;)
f((xll X2, X3), (yll yZ/ y3)) + /\f((xi/ x;_/ xé)/ (yl/ y2/ yS

Donc f est bilinaire.

2. Déterminons la forme quadratique associée a f,

Qo : R3 — R

(x1,X2,x3) Qo ((x1, x2, x3))

avec :

f ((x1,x2, x3), (x1, X2, X3))
= X1 +2% + x5 + 2ax1 %0

Ja (X1, X2, X3))

3. Déterminons la matrice de f, dans la base {&1 =, €5, €3} :

fa(€1,€1) fa(€1,€2) fa(€1,€3)
Mg(fa) = falea, €1) faler, €2) faler, €3) | =
fa(es, €1)  fales, €2)  fales, €3)
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4. Déterminons rq(f,) le rang de f,.

detM(f,) =

o Sia# +V2rg(f,)=3.

e Sia= V2rg(f,)<3
Soit A1, A, € R tel que

(1, V2,1) + Ax(1, V2,2) = (0,0,0)

On obtient A; = A, = 0 donc (1, V2, 1) et (1, V2, 2) sont librs par consé-
quent rg(f,)=2.

o Sia=-V2rg(f,)<3
Soit A4, A, € R tel que

A1(1,=V2,1) + Ax(1, - V2,2) = (0,0,0)

On obtient A; = A, = 0 donc (1,—\/5, 1) et (1,- V2, 2) sont librs par
conséquent rg(f,)=2.

5. Déterminons les valeurs de o pour les quelles q,, est non dégénérée :

f. est non dégénérée & detM(f,) #0 & a € R - { V2, - V2}.
II)

Soitxe (AUB)* & f(x,y)=0, Yye AUB

f(x,y) =0, Vye AAVyeB

fx,y) =0, VyeAAf(x,y)=0, VyeB
x€At AxeBt

x € At N B

130023

Donc
(AUB):* = A*NB*.



