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Exercice 1 :

I) Non! En fait Rn−1 1 Rn.
Une forme linéaire sur Rn est de la forme :

f ((x1, x2, . . . , xn)) =

n∑
i=1

λixi, ou λi ∈ R, i = 1, 2, . . . ,n

et donc les hyperplans de Rn sont de la forme

{X = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn;λ1x1 + λ2x2 + . . . + λnxn = 0} .

II) 1. Puisque dim (R2[X])∗ = Card
{
ϕ1, ϕ2, ϕ3

}
= 3, il suffit donc de montrer que{

ϕ1, ϕ2, ϕ3
}

est libre. Soient α1, α2, α3 ∈ R :

α1ϕ1 + α2ϕ2 + α3ϕ3 = 0
⇔

(
α1ϕ1 + α2ϕ2 + α3ϕ3

)
(P) = 0, ∀P ∈ R2[X],

⇔ α1P(0) + α2P′(1) + α3

∫ 1

0
tP(t)dt = 0, ∀P ∈ R2[X].

D’où 
PourP(X) = 1
PourP(X) = X

PourP(X) = X2

⇒


α1 +

1
2
α3 = 0

α2 +
1
3
α3 = 0

2α2 +
1
4
α3 = 0

⇒ α1 = α2 = α3 = 0.

Donc
{
ϕ1, ϕ2, ϕ3

}
est libre, alors forme une base de (R2[X])∗.

2. Soit B = {P1,P2,P3} la base antéduale de
{
ϕ1, ϕ2, ϕ3

}
, avec

P1(X) = a1X2 + b1X + c1,P2(X) = a2X2 + b2X + c2,P3(X) = a3X3 + b3X + c3.

On a

ϕi(P j) = δi j =

{
1 si i = j
0 si i , j

pour i, j = 1, 2, 3. Donc
ϕ1(P1) = 1
ϕ2(P1) = 0
ϕ3(P1) = 0

⇒


c1 = 1
2a1 + b1 = 0
1
4

a1 +
1
3

b1 +
1
2

c1 = 0

⇒ a1 =
6
5
, b1 = −

12
5

et c1 = 1.
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
ϕ1(P2) = 0
ϕ2(P2) = 1
ϕ3(P2) = 0

⇒


c2 = 0
2a2 + b2 = 1
1
4

a2 +
1
3

b2 +
1
2

c2 = 0

⇒ a2 =
4
5
, b2 = −

3
5

et c2 = 0.


ϕ1(P2) = 0
ϕ2(P2) = 0
ϕ3(P2) = 1

⇒


c3 = 0
2a3 + b3 = 0
1
4

a3 +
1
3

b3 +
1
2

c3 = 1

⇒ a3 = −
12
5
, b3 =

24
5

et c3 = 0.

Alors B =
{6

5
X2
−

12
5

X + 1, 4
5X2
−

3
5

X,−
12
5

X2 +
24
5

X
}
.

Exercice 2 :

I) 1. Montrons que fα est une forme bilinéaire symétriques :
Soient (x1, x2, x3), (y1, y2, y3) ∈ R3

f ((y1, y2, y3), (x1, x2, x3)) = y1x1 + 2y2x2 + y3x3 + αy1x2 + αy2x1

= x1y1 + 2x2y2 + x3y3 + αx1y2 + αx2y1 = f ((x1, x2, x3), (y1, y2, y3))

Donc f est symétrique.
Soient (x1, x2, x3), (x′1, x

′

2, x
′

3), (y1, y2, y3) ∈ R3, α ∈ R.

f ((x1, x2, x3) + α(x′1, x
′

2, x
′

3), (y1, y2, y3)) = f ((x1 + αx′1, x2 + αx′2, x3 + αx′3), (y1, y2, y3))
= (x1 + λx′1)y1 + 2(x2 + λx′2)y2 + (x3 + αx′3)y3

+ α(x1 + λx′1)y2 + α(x2 + λx′2)y1

= x1y1 + 2x2y2 + x3y3 + αx1y2 + αx2y1

+ λ(x′1y1 + 2x′2y2 + x′3y3 + αx′1y2 + αx′2y1)
= f ((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) + λ f ((x′1, x

′

2, x
′

3), (y1, y2, y3)).

Donc f est bilinaire.

2. Déterminons la forme quadratique associée a fα :

qα : R3
−→ R

(x1, x2, x3) 7−→ qα ((x1, x2, x3))

avec :

qα ((x1, x2, x3)) = f ((x1, x2, x3), (x1, x2, x3))
= x2

1 + 2x2
2 + x2

3 + 2αx1x2.

3. Déterminons la matrice de fα dans la base {ε1 =, ε2, ε3} :

MB( fα) =

 fα(ε1, ε1) fα(ε1, ε2) fα(ε1, ε3)
fα(ε2, ε1) fα(ε2, ε2) fα(ε2, ε3)
fα(ε3, ε1) fα(ε3, ε2) fα(ε3, ε3)

 =

 1 α 1
α 2 α
1 α 2


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4. Déterminons r1( fα) le rang de fα.

detM( fα) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 α 1
α 2 α
1 α 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 α 1
α 2 α
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 − α2.

• Si α , ±
√

2 r1( fα)=3.

• Si α =
√

2 r1( fα)<3
Soit λ1, λ2 ∈ R tel que

λ1(1,
√

2, 1) + λ2(1,
√

2, 2) = (0, 0, 0)

On obtient λ1 = λ2 = 0 donc (1,
√

2, 1) et (1,
√

2, 2) sont librs par consé-
quent r1( fα)=2.

• Si α = −
√

2 r1( fα)<3
Soit λ1, λ2 ∈ R tel que

λ1(1,−
√

2, 1) + λ2(1,−
√

2, 2) = (0, 0, 0)

On obtient λ1 = λ2 = 0 donc (1,−
√

2, 1) et (1,−
√

2, 2) sont librs par
conséquent r1( fα)=2.

5. Déterminons les valeurs de α pour les quelles qα est non dégénérée :

fα est non dégénérée⇔ detM( fα) , 0⇔ α ∈ R − {
√

2,−
√

2}.

II)

Soit x ∈ (A ∪ B)⊥ ⇔ f (x, y) = 0, ∀y ∈ A ∪ B
⇔ f (x, y) = 0, ∀y ∈ A ∧ ∀y ∈ B
⇔ f (x, y) = 0, ∀y ∈ A ∧ f (x, y) = 0, ∀y ∈ B
⇔ x ∈ A⊥ ∧ x ∈ B⊥

⇔ x ∈ A⊥ ∩ B⊥.

Donc
(A ∪ B)⊥ = A⊥ ∩ B⊥.


