
 :Autocorrelation Functionدالة الارتباط الذاتي المحور السابع: 
,𝛾(𝑠 تقيس دالة التغاير الذاتي  𝑡) عتمااد الطياي قاأي    درجاة اا -ريفها في المبحث السااققالتي سبق تع

 𝛾(1,2)متغأاريي مااي المتغأارات التااي ت ااس علال لفااس السلسالة السمييااةم فعلااي سابأغ الماااات  قايس التغاااير الااذاتي 
والاذ   مااغ ميماة السلسالة عياق الي ياة السميياة الولال والمتغأار  𝑦1درجة ااعتماد الطيي قأي المتغأر العشوائي  

 ماغ درجة ااعتمااد الطياي  𝛾(1,2) ن   ،  والذ   ماغ ميمة السلسلة عيق الي ية السميية الاالية  𝑦2العشوائي  
كاي  ن تولاقها قأي كغ القيم التي  مكي  ن تولقها العملية العشوائية عيق الي ية السميية الولل وتلك القايم التاي  م

,𝛾(𝑠لفاااس العملياااة العشاااوائية عياااق الي ياااة السميياااة الاالياااةم و اااافة عاماااة فااا ن التغااااير الاااذاتي  𝑡)  هاااو دالاااة فاااي
,𝑠 القلألأي 𝑡 م 

 :الجقيرة بالذكر  همهاوتجقر الإشارة هيا إلل بعض الملاحظات الهامة و 
,𝛾(𝑠إذا كااان  -1 𝑡) = ,𝑌𝑠 فهااذا  عيااي  ن المتغأااريي  0 𝑌𝑡 أي خيأاااااا ول ااي كااق  كااون هيااا  غأاار ماارتبي

 ارتباط غأر خيي قأيهمام
,𝛾(𝑠إذا كاااان  -2 𝑡) = ,Ysوكاااان المتغأاااران  0 𝑌𝑡   لهماااا تو ياااس معتااااد  ياااائيBivariate normal 

distribution ف ن هذا  عيي  ن المتغأريي مست لانم 
,𝛾(𝑠 مكااي اعتبااار تبااايي العأيااة كحالااة خا ااة مااي دالااة التغاااير  -3 𝑡)  قوضااسs =  t  وهااذا  عيااي  ن ، 

𝑉(𝑌𝑡) = 𝛾(𝑡, 𝑡) 
,𝛾(𝑠 إذا كالت السلسلة ساكية ف ن دالة التغاير  -4 𝑡)  ت اون دالاة فاي الفجاوة السميياة 𝑘 = |𝑠 − 𝑡|   ف ا

𝛾(|𝑠وت تب عادة في هذه الحالة  − 𝑡|)  و 𝛾(𝑘) 
 :الارتباط الذاتيماهية  2.2.1

مي المعروف في علم الإحااء  ن استطقام التغاير لقياس درجة ااعتماااد الطيي قأي متغأريي ياأر بعاض 
كااوة  و ضااع   ىياااي  مكااي الرجااوا إلأهااا لتحقيااق مااق المشاااكغ العمليااة،  ولهااا عااقم وجااود حااقود مرجعأاااااة  دليااا عل

م ي111،  افحة 2005 شاعراو ،   حاقات القيااس المساتطقمةالتغااير  عتماق علال و  العلاكاة الطيياة، و الأهاا  ن
,𝑌𝑠وماااي  ااام  فياااغ معاااايرة التغااااير الاااذاتي بال سااامة علااال حا اااغ ضاااري االحااارافأي الم يااااريأي للمتغأاااريي  𝑌𝑡 

 م ليحاغ علل ما  عرف باارتباط الذاتي  التسلسليي
 :يفتعر 

,𝜌(𝑠  عاارف معامااغ اارتباااط الااذاتي  𝑡)المتغأااريي  بألاام معاماااغ اارتباااط الطياااي قاااأي 𝑌𝑠, 𝑌𝑡 ويكتااب علااال
,𝜌(𝑠: الاورة 𝑡) =

𝛾(𝑠,𝑡)

√𝑉𝑎𝑟( 𝑌𝑠) .  𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑡)
=

𝐸(𝑌𝑠−µ𝑠)(𝑌𝑡−µ𝑡)

√𝐸(𝑌𝑠−µ𝑠)
2 .𝐸(𝑌𝑡−µ𝑡)

2
 ; 𝑠, 𝑡 = 0 ± 1 ± 2,…  



 مكااي حساااي بساا  معامااغ اارتباااط مااي دالااة ااحتمااات  -كمااا هااو معااروف فااي علاام الإحااااء  –و اااليبس 
,𝑌𝑠 الايائيااااة للمتغأااااريي  𝑌𝑡  قأيمااااا  حسااااب الم ااااام مااااي دالتااااي ااحتمااااات الهامشااااي للمتغأااااريي وذلااااك ل ااااغ ماااايم ،

(𝑠, 𝑡) اتي والاااسميأي المطتلفااةم و التاااالي ييشاااأ لااقييا علاكاااة دالياااة قااأي معااااملات اارتبااااط الااذ(𝑠, 𝑡) ققالاااة  لتسااام
علال لفاس  سقأي المتغأارات التاي ت ا تقيس درجة اارتباط الطيي act autocorrelation function))اارتباط الذاتي

 :السلسلة  و العملية العشوائيةم وتتا  هذه القالة بعقة خاائص  همها
,𝜌(𝑡: ولفسم  ساو  الواحق،     ن 𝑌𝑡اارتباط الذاتي قأي المتغأر  -1 𝑡) = 1 
2- 𝜌(𝑡, 𝑠) = 𝜌(𝑠, 𝑡)  ّوذلك لن𝛾(𝑡, 𝑠) = 𝛾(𝑠, 𝑡) 
,𝜌(𝑠ميمة   -3 𝑡)  [1,1−]ت س دائماً علل الفترة المغل ة 
,𝜌(𝑠إذا كاااان  -4 𝑡) = ,𝑌𝑠فهاااذا  عياااي  لااام ا توجاااق علاكاااة خيياااة قاااأي المتغأاااريي  0 𝑌𝑡ول اااي كاااق توجاااق  م

 علاكة غأر خيية قأيهمام
,𝜌(𝑠إذا كان   -5 𝑡) ± ,𝑌𝑠قأي المتغأريي   طرد ة  و عكسيةي فهذا  عيي  لم يوجق علاكة خيية تامة  1 𝑌𝑡 

،     لاام  مكااي التيباا  بأحااق المتغأااريي باليااب  باسااتطقام علاكااة خييااة   ااوم فأهااا المتغأاار ا خاار قااقور 
 هذه العلاكةم الوحأق في  regressorالمتغأر المفسر 

العملياااة العشاااوائية  السلسااالةي سااااكية ف لااام  مكاااي إعاااادة تعرياااد معاماااغ اارتبااااط الاااذاتي ودالاااة  ماااا إذا كالااات 
 :اارتباط الذاتي كما يلي

بألاام معامااغ اارتباااط  𝑘عيااق الفجااوة السمييااة  {𝑦𝑡}   عاارف معامااغ اارتباااط الااذاتي للعمليااة الساااكية : في  تعر 
𝑦𝑡الطيي قأي المتغأريي  , 𝑦𝑡−𝑘 ويأخذ الاورة ا تية: 

ρ(𝑘) =
𝐸(𝑌𝑡 − µ)(𝑌𝑡−𝑘 − µ)

𝐸(𝑌𝑡 − µ)2
=

𝛾(𝑘)

𝛾(0)
  , 𝑘 = 0,±1 ± 2…. 

 ليفس العمليةم 𝑘إلل التغاير الذاتي عياق الفجوة  𝛾(𝑘)إلل تبايي العملية الساكية ويرمس  𝛾(0)حأث يرمس 
𝑘وماي  ام  مكااي حسااي معامااغ اارتبااط الااذاتي ل اغ فجااوة ماي الفجااوات السميياة  = 0,±1 ± فأيشااأ  .…2

ققالااة اارتباااط الااذاتي للعمليااة  لتساام kوالفجااوة السمييااة  ρ(𝑘)لااقييا علاكااة داليااة قااأي معاااملات اارتباااط الااذاتي 
ياة والتاي تبعاق عاي بعياها الابعض تقيس اارتباط الطيي قأي المتغأارات علال لفاس السلسالة السمي  {y1}الساكية  

درجاة اارتبااط الطياي قاأي    متغأاريي الفا اغ السمياي  ρ(1)فعلل سبأغ الماات  قيس  م𝑘فجوة  ميية م قارها  
,𝑌1 قأيهمااا  ساااو  الوحااقة    درجااة اارتباااط قااأي  𝑌2 و قااأي  ،𝑌11, 𝑌10 و بااافة عامااة اارتباااط الطيااي  مم و 

𝑌𝑡قاااأي  , 𝑌𝑡−1 ويقااايس ،ρ(3) اارتبااااط الطياااي قاااأي    متغأاااريي الفا اااغ السمياااي قأيهماااا  سااااو   ااالا   درجاااة



,𝑌4درجااة اارتباااط الطيااي قااأي  وحااقات    𝑌1  و قااأي 𝑌14, 𝑌10  اارتباااط الطيااي   و بااافة عامااة درجااة..م و
𝑌𝑡قأي  , 𝑌𝑡−3   جقولي  و قيالي كما سيرى فيما بعقم الذاتي في شكغ رياضي  ووتعرض دالة اارتباط 

مي المتغأرات فاي  n تعرف مافوفة اارتباط الذاتي للعملية العشوائية الساكية التي تت ون مي عقد :  تعريد
 :الاورة ا تية

[
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 :خصائص وأهمية دالة الارتباط الذاتي2.2.2.
 لذكر ميها ما يلي: خاائص هامة ةل  عملية ساكية بعق  ρ(𝑘)تتا  دالة اارتباط الذاتي 

ρ(0)معامغ اارتباط الذاتي عيق الفجوة السميية  فر  ساو  الواحق،     ن  -1 =  مل  عملية ساكية 1
 [1,1−]ت س دائماً علل الفترة المغل ة  ρ(𝑘)ميمة   -2
ρ(𝑘)إذا كان   -3 = وحقة ،  kفهذا  عيي  لم ا توجق علاكة خيية قأي    متغأريي الفا غ السميي قأيهما  0

 ر خيية قأيهمامول ي باليبس كق توجق علاكة غأ
ρ(𝑘)إذا كان   -4 =  𝑘فهاذا  عياي  لام توجاق علاكاة خيياة تاماة قاأي    متغأاريي الفا اغ السمياي قأيهماا   ±1

،     لم  مكي التيب  بأحقهما باليب  باساتطقام علاكاة خيياة   اوم فأهاا المتغأار ا خار قاقور المتغأار ةوحق 
 المفسر الوحأق في هذه العلاكةم

𝑘دالااة متما لااة دائماااً حااوت الفجااوة ρ(𝑘)القالااة  -5 = ρ(−𝑘)،     ن  0 = ρ(𝑘)  م ولااذلك عااادة مااا  كتفااي
 فيما بعق في المالةم ى الموجبة ف   كما سير  𝑘قرسم هذه القالة لقيم 

 ، ولااذلك تاارتب  معاااملات اارتباااط المطتلفااة  Positive definiteمااافوفة اارتباااط دائمااا موجبااة تامااة  -6
𝜌(0), 𝜌(1), 𝜌(2)….  فيماااا قأيهماااا بعلاكاااات جبرياااة  مكاااي اساااتيتاجها ماااي العلاكاااة قاااأي الماااافوفة تاماااة

 محااءالإ جاي والمحقدات الرئيسية كما هو الحات في مافوفة التغاير والتبايي في لظرية الإ
السميية  شكااً متعاقدة، فتاارة تجاقها تتلاشال قاب ء، وتاارة  في التحلأغ الحقيث للسلاسغ    ρ(𝑘)وتأخذ القالة  

ماي الاافر فاي شاكغ  ، وتاارة  الااة ت تاري تاقريجيا exponential fashionتجقها تتلاشل بسرعة فاي  اورة  ساية 
مااي الااافر فااي شااكغ توليفاااة مااااي الااقوات  ا، وتااارة رابعااة ت تااري تااقريجيً sinewavesموجااات تحاااكي دالااة الجأااب 

.2)السية، وتارة خامسة تي ياس كلياة فجاأة بعاق عاقد معاأي ماي الفجاوات السميياةم ففاي شاكغ  a)  تتيااكصρ(𝑘)  
.2)قب ء، وتتياكص قرتابة و سرعة وفي  ورة  سية في شكغ  𝑏) وت تري تقريجياً مي الافر في شكغ موجات ،

.2) تحاكي دالة الجأب  𝑐)2)ا تي يس كلية فجأة بعق الفجوة السميية الاالية في شكغ ، قأيم. 𝑏) 



إن لاام  كااي  هاام دور علاال الإطاالاي فااي التحلأااغ  –دورا هامااا وخيأاارا   ρ(𝑘)وتلعااب دالااة اارتباااط الااذاتي 
الحااقيث للسلاسااغ السمييااة بيري ااة قااوكس وجأي يااسم فهاااي الداة الرئيسااية التااي ارتياااها هااذان العالمااان اختبااار 

 بجالاااب الياااري الت ريبياااة الخااارى وهااي  حاااق الدوات الرئيساااية للتعااارف علااال اليماااوذ  المباااقئي –سااكون السلسااالة 
الملائم للسلسلةم بالإضافة إلل ذلك ف ن هذه القالة مي  هم  دوات تشطيص اليموذ  المبقئي مي  جغ تحساأيم  و 

الياتجاااة ماااي هاااذا اليماااوذ م وسااايتعرض للاااقور الاااذ  تل بااام دالاااة  Residualsتياااويره إذا ماااا طب ااات علااال الباااواكي 
 مي120،  فحة 2005 شعراو ،  الباي الرابس اارتباط الذاتي بالتفاأغ عيق ت ق م ميهجية قااوكس وجأي يس في

 ي: بعض دوات اارتباط الذاتي المشهورة2شكغ  
والمالة ا تية توضح كيفية إ جاد اارتبااط الاذاتي لابعض العملياات العشاوائية واليمااذ  ذات ااتجااه المحاقد 

  غأر العشوائييم
 {ε𝑡}ااضيرابات الهادئة" " وجق دالة اارتباط الذاتي لعملية  (:6مثال )

 اضيرابات هادئة ف ن: {ε𝑡}حأث إن عملية  : الحل
𝐸(ε𝑡) = 0 ;   𝑡 = 0,±1,±2,… .. 
𝑉(ε𝑡) = 𝜎2 ;   𝑡 = 0,±1,±2,… .. 

γ(𝑘) = 𝐶𝑜𝑣(ε𝑡 , ε𝑡−𝑘)  ;   𝑘 ≠ 0; 𝑡 = 0,±1,±2 
ρ(𝑘):   و التالي ف ن =  

γ(𝑘)

γ(0)
= 0  , 𝑘 ≠ ρ(𝑘)   ن:    0 = {

1  , 𝑘 = 0
0  , 𝑘 ≠ 0  

 

 (: 7مثال )
𝑦𝑡تتبس اليموذ   𝑦𝑡كالت السلسة  إذا = 𝛽0 + 𝛽1𝑡 + 𝜀𝑡  حأث𝜀𝑡   عملأااة اضيرابات هادئة،  وجق دالة

 𝑦𝑡اارتباط الذاتي للسلسلة 
 : الح    ل

𝑉(𝑦𝑡) = 𝑉(𝛽0 + 𝛽1𝑡 + 𝜀𝑡) = 𝑉(𝜀𝑡) = 𝜎2 
𝑓(𝑡)وذلك لن القالة  = 𝛽0 + 𝛽1𝑡  محقدة  غأر عشوائيةيهي دالة Deterministi  غأر عشوائيةم    

𝑦(𝑠, 𝑡) = 𝐶𝑜𝑣(𝛽0 + 𝛽1𝑠 + 𝜀𝑠 , 𝛽0 + 𝛽1𝑡 + 𝜀𝑡) = 0  , 𝑠 ≠ 𝑡 
ρ(𝑘):         ومي  م ف ن =  {

1   , 𝑘 = 0
0  , 𝑘 ≠ 0

 

وتجااقر الإشااارة هيااا إلاال حقي ااة فااي غا ااة الهميااة وهااي  ن دالااة اارتباااط الااذاتي لهااذا اليمااوذ  تساااو  الااافر 
 ،مااي الفجااوة السمييااة الولاال،     ن هيااا  ال ياااا تااام لهااذه القالااة علاال الاارغم مااي عااقم سااكون هااذه السلساالةا قااقءً 

حأث إن لها اتجاه عام خيااي بالسيادة  و الي اان علل عكاس ماا كاق لارى فاي الفااوت ال ادماة عياق التعاماغ ماس 
 𝑦𝑡حأاث إن اليماوذ   ،فااوت ال ادماةم وفي الواكس  لام ا يوجاق تعاارض باالمرة كماا سايرى فاي الARIMAلماذ   

كماا  وضاحيا  Deterministicقاغ هاو لماوذ  محاقد  nonstochastic  افي هذا الماات الذ  قأي  يقييا لايس عشاوائيً 



م وكق ذكرلاا هاذا اا مييقيً فاااي الباي الوت، و التالي فعقم وجود ارتباط ذاتي قأي مشاهقات السلسلة يبقو  مرً   اساب ً 
ذا البااااي للاام عاااادة ماااا  حاااق  لاابس لليالاااب  و الباحاااث الاااذ  لاايس لق ااام الطبااارة والقرا اااة ال افياااة اليمااوذ  فاااي هااا

بموضوعات اليماذ  المحقدة والعشوائية وعلاكتها بالسكون وعلاكة هذا بالخأر ققالة اارتباط الذاتيم و اليبس ما 
 في هذا الماات   ات عي كغ اليماذ  المحقدةم 𝑦𝑡  ات عي اليموذ   

 ي5في الماات   {𝑦𝑡 }  وجق دالة اارتباط الذاتي للعملية (:8مثال )
 : لالح

 :عيق حغ هذا الماات وجقلا  ن

γ(𝑘) = {
𝜎2(1 + 𝜃2) , 𝑘 = 0

−𝜃𝜎2          , 𝑘 = 1
0                 , 𝑘 ≥ 2

 

ρ(𝑘)و التالي ف ن:                         = {

1              ; 𝑘 = 0

−
𝜃

1+𝜃2
    ; 𝑘 = 1

0            ; 𝑘 ≥ 2

 

 :تقدير دالة الارتباط الذاتي 2.2.3
 وضااحيا سااااب اً  همياااة وضاااس شاااروط الساااكون علااال العملياااة العشاااوائية التاااي ولاااقت السلسااالة المر اااودة  المتاحاااةي 
و همها تطفيض عقد المعالم الرئيساية  عاااسوم القرجاااة الولاي والاالياة وساهولة تفساأرها و مكالياة ت اقيرها باساتطقام 

,𝑦1 مشااااهقات السلسااالة المتاحاااة  𝑦2, …… , 𝑦𝑛 ذه الت اااقيرات  مكاااي ت اااقير دالاااة اارتبااااط الاااذاتي و يااااء علااال هااا
 :للعملية العشوائية الساكية بأحق الت قيريي ا تأأي

𝑟(𝑘) = 𝜌̂(𝑘) =
∑ (𝑦1 − 𝑦̅)(𝑦𝑡+𝑘 − 𝑦̅)𝑛−𝑘

𝑡=1

∑ (𝑦1 − 𝑦̅)2𝑛
𝑡=1

 

𝑟0(𝑘) = 𝑝̃(𝑘) =

1
𝑛 − 𝑘

∑ (𝑦1 − 𝑦̅)(𝑦𝑡+𝑘 − 𝑦̅)𝑛−𝑘
𝑡=1

1
𝑛

∑ (𝑦1 − 𝑦̅)2𝑛
𝑡=1

 

، ولاذلك فلايس هياا    اة  فيالية لإحاقاهما علال ا خار، وعاادة  biasedوفي الحقي ة  ن هذيي الت قيريي متحأسان  
لت ااقير دالاة اارتباااط الاذاتي، وهااذا الت اقير هااو الاذ  سيسااتطقمم بالفعاغ فااي هااذا  𝑟(𝑘)ماا  سااتطقم الت اقير الوت 

𝐸(𝑌1 ساكية وخيية و ن العاسم الراباس  {𝑦𝑡} ال تايم ويمكي إ بات  لم إذا كالت العملية العشوائية 
محاقود فا ن (4

متوسااايم  Normalكبأااارةي تو ياااس معتااااد  معتاااقتي  nإذا كالااات  يتباااس ت ار يااااً  𝑟(𝑘)ت اااقير دالاااة اارتبااااط الاااذاتي 
ρ(𝑘)    ولم تبايي معأي معروف  عتماق علالρ(𝑘)   يااًم وماي  ام  مكاي إجاراء ااختباارات الإحااائية الطا اة  

 ماارتباطات الذاتية المطتلفة significanceبمعيوية 
 𝑟(𝑘)والحالة الطا ة الهامة إذا كالت العملية العشوائية موضس القراسة عملية "اضيرابات هادئة فا ن تباايي 

𝑉[𝑟(𝑘)]   أخذ الاورة البسيية ا تية: ≈
1

𝑛
 



عيااق تشااطيص لماااذ   ى ا سااير ماااتي فااي هااذه الحالااة بشااكغ ت ريبااي ك مكااي اختبااار معيويااة اارتباااط الااذ ومااي  اام 
ARIMA  معاملات اارتباط الذاتي يوضح كيفية حساي  تيا والماات  مفي الباي الرابس: 

 :  حق المحلات ال برى  مي إحقى السلس فاااي اد الوحقات المباعة بالمائة سيويً تماغ البيالات ا تية عق  (:9مثال )
 السنة  1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999

 عدد الوحدات المباعة  1 3 2 4 3 2 3 2

 ماحسب معاملات اارتباط الذاتي وارسم دالة اارتباط الم قرة
 :الح ل

𝑦̅ =
20

8
= 2.5  ; ∑(𝑦𝑡 − 𝑦̅)2 = 6

8

𝑡=1

 

𝑟(1) =
∑ (𝑦1 − 𝑦̅)(𝑦𝑡+𝑙 − 𝑦̅)7

𝑡=1

6
 

𝑟(1) =
1

6
[(𝑦1 − 𝑦̅)(𝑦2 − 𝑦̅) + (𝑦2 − 𝑦̅)(𝑦3 − 𝑦̅) + (𝑦3 − 𝑦̅)(𝑦4 − 𝑦̅) + 

(𝑦4 − 𝑦̅)(𝑦5 − 𝑦̅) + (𝑦5 − 𝑦̅)(𝑦6 − 𝑦̅) + (𝑦6 − 𝑦̅)(𝑦7 − 𝑦̅) 
+(𝑦7 − 𝑦̅)(𝑦8 − 𝑦̅)] = −0.29 

𝑟(2) =
1

6
[(𝑦1 − 𝑦̅)(𝑦3 − 𝑦̅) + (𝑦2 − 𝑦̅)(𝑦4 − 𝑦̅) + (𝑦3 − 𝑦̅)(𝑦5 − 𝑦̅) + 

(𝑦4 − 𝑦̅)(𝑦6 − 𝑦̅) + (𝑦5 − 𝑦̅)(𝑦7 − 𝑦̅) + (𝑦6 − 𝑦̅)(𝑦8 − 𝑦̅)] = 0.17 

 ماغ  مكي إ بات  نّ: و ال

𝑟(3) = −0.21; 𝑟′4) = −0.33 ;   𝑟(5) = 0.21 ; 𝑟(6) = −0.17;   𝑟(7) = 0.13 

 يم3وميم  مكي عرض دالة اارتباط الذاتي الم قرة في الشكغ  

 ي: تماغ البيالات ا تية متوس  اليسبة المئوية للسيوية للرطو ة في إحقى المقن:10ماات  
 السنة  1990 1991 1992 1993 1994

 الوحدات بالمائةعدد  20 30 10 20 20

 ارسم دالة اارتباط الذاتي لهذه البيالاتم

 :الحل

𝑦̅ =
100

58
= 20  ;  ∑(𝑦𝑡 − 𝑦̅)2 = 200

5

𝑡=1

 

𝑟(1) مكي بسهولة إ بات  نّ:  = −
1

2
  ;   𝑟(2) = 𝑟(3) = 𝑟(4) = 0   



 يم4ويمكي رسم هذه القالة في الشكغ  

 تي يس فجأة بعق الفجوة السميية الوللم 𝑟(K)ويلاحظ  ن 
  Partial Autocorrelation Functionدالة الارتباط الذاتي الجزئي  2.3

والتاااي سااابق  𝜌(𝑘)−تلعاااب دالاااة اارتبااااط الاااذاتي الجسئاااي دوراً ا   اااغ  همياااة عاااي دور دالاااة اارتبااااط الاااذاتي 
م للبيالااات السمييااة المر ااودة فااي ميهجيااة قااوكس ت ااق مها فااي المبحااث الساااقق فااي التعاارف علاال اليمااوذ  الملائاا

وكبغ تعريد هذه القالة ودراسة خاائاها فاي السلاساغ السميياة كاق  كاون ماي الفياغ  ن لساتهغ هاذا   موجأي يس
المألوفة لقى ال ارئ  م ليت غ إلال  االحقارالمبحااث بم قمة عي مفهوم اارتباط الجسئي بافة عامة في مجاات 

تعمااايم هاااذا المفهاااوم فاااي مجااااات السلاساااغ السميياااة ودراساااة خااااائص دالاااة اارتبااااط الاااذاتي الجسئاااي و هااام طاااري 
 ت قيرها باستطقام قيالات سلسلة  ميية متاحةم

 :مقدمة 2.3.1
,Xافترض  ن     Z,W     لا ة متغأرات عشوائية لهم دالاة كاافاة احتماات مشاتر 𝑓(𝑥, 𝑧, 𝑤)ماي المعاروف فاي  م

 ن معامغ اارتباط الطياي قاأي  -وفي موضوعات االحقار بافة خا ة  –موضوعات الإحااء بافة عامة 
,Xالمتغأريي  Z عرف في   :ρ(𝑋, 𝑍) = 𝜌𝑋,𝑍 =

𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑍)

√𝑉𝑎𝑟(𝑋)𝑉𝑎𝑟(𝑍)
 

,𝑋درجااة ااعتماااد الطيااي  ال لاايي قااأي المتغأااريي  𝜌𝑋,𝑍ويقاايس المعامااغ  𝑍  كااوة اارتباااط الطيااي قأيهمااا إذا   
 :المتغأر التابسي هو 𝑋كالت العلاكة قأيهما علل الشكغ التالي  بافتراض  ن 

𝐸(𝑋 ∕ 𝑍) = 𝛽0 + 𝛽1𝑍 
اافاة ااحتماات ويماغ بس  معامغ اارتباط الطيي التغااير قاأي المتغأاريي والاذ   مكاي الحااوت عليام ماي دالاة ك

,𝑋المشتركة للمتغأريي  𝑍 وذلك ب  جااد , 𝐸(𝑋 − µ𝑋)(𝑍 − µ𝑍) قأيماا  مااغ الم اام الجاذر التر يعاي لحا اغ ،
𝐸(𝑋ب  جاااد  𝑋ضااري تبااايي المتغأاارييم ويمكااي الحاااوت علاال تبااايي المتغأاار  − µ𝑋)2  باسااتطقام دالااة كاافااة

𝐸(𝑍ب  جاااد  𝑍ل تبااايي المتغأاار ، قأيمااا  مكااي الحاااوت علاا 𝑋ااحتمااات الهامشااي للمتغأاار  − µ𝑍)
باسااتطقام  2

𝜌𝑋,𝑍 م إذا كاان Zدالاة كاافااة ااحتماات الهامشااي للمتغأاار  > فاا ن هاذا  عيااي  ن القاايم ال بارى للمتغأااريي تمأااغ  0
𝜌𝑋,𝑍 ن تحق  معاً، كما  ن القيم الاغرى لهما تمأغ   ياً  ن تحق  معاًم  ما إذا كان  < ف ن هذا  عيي  ن  0

 القيم ال برى لحق المتغأريي تمأغ  ن تحق  مس القيم الاغرى للمتغأر ا خرم
,𝑋ة قااأي كااغ مااي المتغأااريي ول ااي مااي جهااة  خاارى كااق  كااون هيااا  علاكاا    𝑍  بااالمتغأر الخاار𝑊  وفااي هااذه ،

,𝑋ا  عباار عااي  ااافي العلاكااة قااأي المتغأااريي  𝜌𝑋,𝑍الحالااة فاا ن  𝑍  بالإضااافة  -و لمااا تعتمااق ميمااة هااذا المعامااغ
,𝑋إلل العلاكة قأي  𝑍 -  إلال ماقى ارتبااط كاغ ماي هاذيي المتغأاريي باالمتغأر الاالاث𝑊 االاث م فتغأار المتغأار ال

W  ساااهم فااي تغأاار كااغ مااي المتغأااريي 𝑋, 𝑍  ومااي  اام يتااأ ر معامااغ اارتباااط𝜌𝑋,𝑍  قهااذا التغأاارم وفااي كاأاار مااي
,𝑋الحيان كق  كون مي المرغوي فيم البحث في  افي العلاكة المتغأريي  𝑍  بعاق حاذف تاأ أر المتغأارW  علال



والاااذ  يرماااس لااام عاااادة باااالرمس  -هاااذا اارتبااااط م ولإ جااااد مااااغ  Wهاااذيي المتغأاااريي    باااافتراض  باااات المتغأااار 
𝜌𝑋,𝑍,𝑊-  جب  واً إ جاد التو يس الشرطي 𝑓(𝑥, 𝑧|𝑤)  الشرطيم لإ جاد معامغ اارتباطواستطقام هذا التو يس 

𝜌𝑋,𝑍,𝑊 =
𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑍|𝑊)

√𝑉𝑎𝑟(𝑋|𝑊). 𝑉𝑎𝑟(𝑍|𝑊)
=

𝐸[𝑋 − 𝐸(𝑋|𝑊)][𝑍 − 𝐸(𝑍|𝑊)]

√𝐸[𝑋 − 𝐸(𝑋|𝑊)]2. 𝐸[𝑍 − 𝐸(𝑍|𝑊)]2
 

,Xوالسابب فاي اكتارال الاايغة الساااب ة لقيااس اارتبااط الجسئاي قاأي المتغأااريي  Z  عاود إلال  ن المتغأار العشااوائي 
[𝑋 − 𝐸(𝑋|𝑊)]  ماااغ المتغأاار العشااوائي X  بعااق حااذف تااأ أر المتغأاار𝑊كمااا  ن المتغأاار العشااوائي ،[𝑍 −

𝐸(𝑍|𝑊)] ماااغ المتغأاار العشااوائي Z  بعااق حااذف تااأ أر المتغأاارW م ومااي  اام فاا ن معامااغ اارتباااط قااأي المتغأاار
[𝑋 − 𝐸(𝑋|𝑊)]    والمتغأر[𝑍 − 𝐸(𝑍|𝑊)]    كون اكترال ميي ي لقياس درجة  -والمعرف بالايغة الساب ة 

,Xاارتباط الجسئي قأي المتغأريي  Z  بعق حذف تأ أر المتغأرWم 
 :(1نظرية )

,𝑋إذا كالت المتغأرات العشوائية  𝑍,𝑊   تتبس تو يس معتاد  لاtrivariate normal distribution ف ن: 

𝜌𝑋,𝑍,𝑊 =
𝜌𝑋,𝑍 − (𝜌𝑋,𝑊)(𝜌,𝑍,𝑊)

√(1 − 𝜌2 )(1 − 𝜌2 )

 

السلاسااغ السمييااة فااي  ولااي لتعاارض لإ بااات هااذه اليظريااة هيااا لليااا ساايابت الوجاام ا خاار لهااذه اليظريااة فااي مجااات
 المبحث التاليم

 :ئيماهية الارتباط الذاتي الجز  2.3.2
عياق الفجاوة السميياة الاالياة بأهمياة  في موضوعات السلاسغ السميية تحظل دراساة معاماغ اارتبااط الاذاتي الجسئاي

حأااث  قاايس هااذا المعامااغ درجااة اارتباااط الطيااي قااأي متغأااريي يبعااقان عااي بعيااهما الاابعض وحااقتان  ،خا ااة
فهااذا المعامااغ  قاايس كااوة  م   بااافتراض  بااات هااذا المتغأاار ، ميأتااان بعااق حااذف تااأ أر المتغأاار الااذ    ااس قأيهمااا

كاة الطيياة قاأي المتغأاريي ، ويقايس كاوة العلا Y2بعاق حاذف تاأ أر المتغأار  Y Yالعلاكاة الطيياة قاأي المتغأاريي 
𝑌4, 𝑌2  بعااق حااذف تااأ أر المتغأاار𝑌3هااذا المعامااغ كااوة اارتباااط الطيااي قااأي  ، ممم وهكااذام و ااافة عامااة  قاايس

𝑌𝑡المتغأريي   , 𝑌𝑡−2   بعق حذف تأ أر المتغأر الذ    س قأيهما وهو𝑌𝑡−1،  بافتراض  بات هذا المتغأار ويرماس   
ϕلهااااذا المعامااااغ عااااادة بااااالرمس 

22
𝑌𝑡] ويمكااااي تفسااااأره علاااال  لاااام معامااااغ اارتباااااط الطيااااي قااااأي المتغأاااار  −

𝐸(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1)]  والمتغأااااار[𝑌𝑡−2 − 𝐸(𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1)] ويمكاااااي حساااااابم باساااااتطقام دالتاااااي ااحتماااااات الشااااارطي ، 
𝑓(𝑌𝑡 , 𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1)  و𝑓(𝑌1|𝑌𝑡−1) 

 (:2نظرية )
𝑌𝑡 { ساكية وكالت المتغأرات 𝑌𝑡إذا كالت العملية } , 𝑌𝑡−1, 𝑌𝑡−2 ًن معتاداً  معتقاًي  لا ياً فا تتبس تو يعا: 

𝜙22: حأث إن المتغأرات الالا ة تتبس تو يس معتاد متعقد ف ن =
𝜌(2)−𝜌2(1)

1−𝜌2(1)
 



 :البرهان
 حأث  ن المتغأرات الالا ة تتبس تو يس معتاد متعقد ف ن:

𝐸(𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1) = µ + 𝜌(1)[𝑌𝑡−1 − µ]          (1) 
𝐸(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1) = µ + 𝜌(1)[𝑌𝑡−1 − µ]                     (2) 
𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1) = 𝜎2[1 − 𝜌2(1)]                      (3) 
𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1) = 𝜎2[1 − 𝜌2(1)]                            (4) 
𝜙22 = 𝐶𝑜𝑟𝑟{[𝑌𝑡 − 𝐸(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1)]  , [𝑌𝑡−2 − 𝐸(𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1)]} 

=
𝐸[𝑌𝑡 − 𝐸(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1)] [𝑌𝑡−2 − 𝐸(𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1)]

√𝑉𝑎𝑟(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1). 𝐸(𝑌𝑡−2|𝑌𝑡−1)
        (5) 

 :لاغ إلل 𝜙22ي في بس  المعامغ 2ي و  1بالتعويض مي  

البس  = 𝐸[𝑌1 − µ − 𝜌(1)(𝑌𝑡−2 − µ)][𝑌𝑡−2 − µ − 𝜌(1)(𝑌𝑡−1 − µ)] 
= 𝐸[𝑌1 − µ][𝑌𝑡−2 − µ] − 𝜌(1)𝐸(𝑌1 − µ)(𝑌𝑡−1 − µ) 

−𝜌(1)𝐸(𝑌𝑡−1 − µ)(𝑌𝑡−2 − µ) + 𝜌2𝐸(𝑌1 − µ)2 

= γ(2) − 𝜌(1)γ(1) − 𝜌(1)γ(1) +
𝜌(1)γ(0)γ(1)

γ(0)
= γ(2) − 𝜌(1)γ(1)        (6) 

 :ي لاغ إلل5في المعادلة   𝜙22ي في م ام المعامغ 2ي و  1بالتعويض مي  

الم ام  =  γ(0)[1 − 𝜌2(1)]            (7) 

𝜙22:    ي لاغ إلل7ي علل  6ب سمة   =
[𝛾(2)−𝜌(1)𝛾(1)]

𝛾(0)[1−𝜌2(1)]
= 

𝜌(2)−𝜌2(1)

1−𝜌2(1)
 

 موهو الميلوي إ باتم
 : ي مباشرة وذلك قوضس1رية  اليظ ي بالتعويض عاي2 لم  مكي بسهولة إ بات اليظرية  وتجقر الإشارة إلل 

𝑌𝑡−2 = 𝑋 ; 𝑌𝑡 = 𝑍 ;  𝑌𝑡−1 = 𝑊 
 يف: تعر 

بألاام معامااغ اارتباااط الطيااي قااأي  𝑘عيااق الفجااوة السمييااة  {𝑌𝑡}  عاارف معامااغ اارتباااط الجسئااي للعمليااة الساااكية 
𝑌𝑡المتغأريي  , 𝑌𝑡−𝑘  بعق حذف تأ أر المتغأرات التا ت س قأيهما وهي 𝑌𝑡−1, 𝑌𝑡−2, … 𝑌𝑡−𝑘+1 

سااأره علاال  لاام معامااغ اارتباااط تفويمكااي  ϕ22بااالرمس  kويرمااس عااادة لمعامااغ اارتباااط الجسئااي عيااق الفجااوة    
𝑌𝑡]  المتغأااااااااااااري قااااااااااااأي  الطياااااااااااا − 𝐸(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1, 𝑌𝑡−2, … . , 𝑌𝑡−𝑘+1)] والمتغأاااااااااااار [𝑌𝑡−𝑘 −

𝐸(𝑌𝑡|𝑌𝑡−1, 𝑌𝑡−2, … . , 𝑌𝑡−𝑘+1)]   م ويمكي حساي معامغ اارتباط الذاتي باساتطقام دوات ااحتماات الشارطي
𝑘المياسبة لجميس ميم  = 1, 2,…. 

 :تعريف



 م𝑘والفجوة السميية ϕ𝑘𝑘الجسئي  باطتعرف دالة اارتباط الذاتي الجسئي بألها علاكة دالية قأي معاملات اارت
ا فاي  عاادة فاي –شألها في ذلك شأن دالاة اارتبااط الاذاتي   -وتعرض دالة اارتباط الجسئي   شاكغ رياضاي و حيالاً

 مي125،  فحة 2005 شعراو ،  شكغ جقولي  و قيالي
 :الجزئيخصائص دالة الارتباط الذاتي  2.3.3

 تتا  دالة اارتباط بعقة خاائص هامة لذكر ميها ما يلي:
𝜙00 ن:  معامااغ اارتباااط الااذاتي الجسئااي عيااق الفجااوة السمييااة  اافر  ساااو  واحااق،    -1 = ل  عمليااة 4

 مساكية
 [1,1−]ت س دائمًا علل الفترة المغل ة  𝜙00ميمة   -2
ا  ساو  معامغ اارتباط الذاتي عيق الفجاوة السميية الولي دائمً معامغ اارتباط الذاتي الجسئي عيق الفجوة  -3

𝜙11السميية الولل،     ن = ρ(1)  وذلك لعقم وجود متغأرات قأي المتغأرييY𝑡 , Y𝑡−1 
𝜙𝑘𝑘إذا كان   -4 = فهذا  عيي  لم ا توجق علاكة خيية جسئياة قاأي    متغأاريي الفا اغ السمياي قأيهماا   0

k وحقة، ول ي باليبس كق توجق علاكة جسئية غأر خيية قأيهمام 
𝜙𝑘𝑘وتأخاااذ القالاااة ، فتاااارة  ρ(𝑘)فاااي التحلأاااغ الحاااقيث  شاااكااً كريباااة الشااابم ماااااي  شاااكات دالاااااااة اارتبااااط الاااذاتي   

رة تتلاشاي بسارعة فاي  اورة  ساااية وتاارة ت تاري تاقريجيًا ماي الاافر فاي شاكغ موجاات تحااكي تتلاشل قب ء، وتا
دالة الجأب  و في شكغ توليفة مي القوات السية، وتارة تي يس كلية بعق عاقد معاأي ماي الفجاوات السميياةم وتلعاب 

اختباار ساكون السلسالة  ، فتساتطقمدالة اارتبااط الاذاتي الجسئاي دوراً ا   اغ  همياة عاي دور دالاة اارتبااط الاذاتي
بجالااب اليااري الخاارى، وهاال  حااق الدوات الرئيسااية الاات وسفاات قواسااية قااوكس وجأي يااس للتعاارف علاال اليمااوذ  
المباقئي وتشاطيص هاذا اليماوذ  مااي  جاغ تحساأيم  و تياويره وسايتعرض للااقور الاذ  تل بام هاذه القالاة بالتفاااأغ 

 اي الرابسمعيق ت ق م ميهجية قوكس وجأي يس في الب
 :تقدير دالة الارتباط الذاتي الجزئي 2.3.4

كقم الف ر الطاص بالسلاسغ السميية  ساالأب عقياقة لت اقير دالاة اارتبااااط الااذاتي الجسئاي ويعتبار  سالوي  و لظاام 
وال اار مااي  هاام هااذه السااالأب علاال الإطاالايم ولظاارا لهميااة هااذا اليظااام والااقور الهااام الااذ  يل باام فااي  -يااووت 

لعارض هاذا اليظااام بالتفااأغ، قأيماا ل ااقم فاي هااذا اايا المبحااث ال اادم بال امااغ ميهجياة قاوكس وجأي يااس ف اق خا  
 المبحث  سلو أي آخريي لت قير اارتباط الذاتي الجسئيم

 :الأسلوب الأول
𝑌𝑡  لقراسة اارتباط الجسئي قاأي المتغأاريي   , 𝑌𝑡−𝑘  علاكاة االحاقار قاأي المتغأار   فتارض هاذا السالوي  ن𝑌𝑡−𝑘 
 :علل الاورة الطيية ا تية 𝑌𝑡والمتغأرات التي ت س قأيم و أي المتغأر 

𝑌𝑡−𝑘 = 𝛽0 + 𝛽1𝑌𝑡−𝑘+1 + 𝛽2𝑌𝑡−𝑘+2 + ⋯+ 𝛽𝑘−1𝑌𝑡−1 + 𝜀𝑡−𝑘  ; 𝑘 = 2,3,…𝑛 − 1 



 ي1م3م2 
 :و التالي ف ن المتغأر العشوائي

 𝜀𝑡−𝑘 = 𝑌𝑡−𝑘 − (𝛽0 + 𝛽1𝑌𝑡−𝑘+1 + 𝛽2𝑌𝑡−𝑘+2 + ⋯+ 𝛽𝑘−1𝑌𝑡−1) 
م و المااغ  فتارض هاذا السالوي  𝑌𝑡بعق حذف تأ أر المتغأارات التاي ت اس قأيام و اأي المتغأار   𝑌𝑡−𝑘 ماغ المتغأر  

 : علل الاورة الطيية 𝑌𝑡−𝑘والمتغأرات التي ت س قأيم و أي المتغأر  𝑌𝑡 ن علاكة االحقار قأي المتغأر 
𝑌𝑡 = 𝛼0 + 𝛼1𝑌𝑡−𝑘+1 + 𝛼2𝑌𝑡−𝑘+2 + ⋯+ 𝛼𝑘−1𝑌𝑡−1 + 𝜀𝑡−𝑘 ; 𝑘 = 2,3,…𝑛 − 1 

 (2.3.2) 
𝑒𝑡: ومي  م ف ن المتغأر العشوائي = 𝑌𝑡 − (𝛼0 + 𝛼1𝑌𝑡−𝑘+1 + 𝛼2𝑌𝑡−𝑘+2 + ⋯+ 𝛼𝑘−1𝑌𝑡−1) 

عاي  ϕ𝑘𝑘و ياءً علل ذلاك  مكاي ت اقير  𝑌𝑡−𝑘بعق حذف المتغأرات التي ت س قأيم و أي المتغأر   𝑌𝑡 ماغ المتغأر  
 :طريق إجراء الطيوات ا تية

𝑘 ليس   -1 = ي 2م3م2،  ام لجار  االحاقار  𝜀𝑡̂ي ولحااغ ميام علال الباواكي 1م3م2ولجار  االحاقار  2
 م𝑒̂𝑡ولحاغ ميم علل البواكي 

م هااذا المعاماغ  عيااي ت اقير مياسااب 𝑒̂𝑡والقايم  𝜀𝑡̂لحساب معاماغ قأرسااون للارتبااط الطيااي قاأي ماايم القايم -2
 م ϕ̂22، ويرمس لم عادة بالرمس  ϕ22لمعامغ اارتباط الجسئي 

𝑘ليااس  -3 =  ϕ33الااذاتي الجسئااي  ول اارر الطيااوتأي الساااب تأي ولحاااغ علاال ت ااقير لمعامااغ اارتباااط 3
 م  ϕ̂33وليكي 

، و التااالي  مكااي الحاااوت علاال الت ااقيرات  𝑘لجميااس القاايم الخاارى للفجااوة السمييااة  2,1ل اارر الطيااوتأي  -4
,ϕ̂22 م ϕ̂33م 

 :الأسلوب الثاني
الحقار مطتلفتأي لت قير كغ معامغم ومي  م   إا إلم  حتا  إلل توفأق معادلتيبالرغم مي سهولة السلوي الوت، 

ا قااق مااي توفأااق عااقد مااي معااادات االحااقار  ساااو  ضااع  عااقد معاااملات اارتباااط الااذاتي الجسئااي الميلااوي 
ت ااقيرهام الساالوي الاااالي يااوفر لااا  هااذا العااقد وذلااك قتوفأااق مجموعااة معااادات االحااقارات ا تيااة والحاااوت 

 ي127،  فحة 2005 شعراو ،  ليماغ الت قير الميلويمعلل آخر ت قير في كغ معادلة 
1.    𝑌𝑡 = 𝜙21𝑌𝑡−1 + 𝜙22𝑌𝑡−2 + 𝜀𝑡 

2.      𝑌𝑡 =  𝜙31𝑌𝑡−1 + 𝜙32𝑌𝑡−2 + 𝜙33𝑌𝑡−3 + 𝜀𝑡     
⋮       ⋮          ⋮           ⋮    ⋮                     ⋮ 

𝑘.          𝑌𝑡 =  𝜙𝑘1𝑌𝑡−1 + 𝜙𝑘2𝑌𝑡−2 + ⋯ .+𝜙𝑘𝑘𝑌𝑡−𝑘 + 𝜀𝑡  



بشاكغ مسات غ  𝜙11وكبغ  ن لطتاتم هاذا المبحاث تجاقر الإشاارة باال وت بألام كاق ا  كاون هياا  داا لت اقير المعاماغ
، للام لاايس هياا     متغأاارات ت اس قااأي  ρ(1) رتبااط الااذاتي حأاث إن هااذا المعاماغ  ساااو  باالتعريد معامااغ اا

𝑌𝑡 , 𝑌𝑡−1 ت قير  ، ومي  م  مكي𝜙11 :كما يلي 𝜙̂11 = 𝜌̂(1) = 𝑟(1)م 
 


