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 الفصل الثاني: الانحدار الخطي البسيط 
 ـــة:مقدم 1.2

بسةةةةةةةة   أ يصاد اناؤثصة في   ك ان ال  ومرن دراسةةةةةةةة  ان ال  غير انالاقيصاد ا للاطةةةةةةةة دل  غلا       غ  انالاقإ
وأسةةةةنو أ ااع ان ال د في انلا  غص وانلا  يو ائيطةةةة صي وا للاطةةةة دن  ان ال  غير ملاقيصمر أي اا  انالاقيص انلا ب   

Dependent Variable   وانث  ي انالاقيص اناسلا وIndependent Variable  وإذا رمز   ن الاقيصمر غةةةةةة  𝑌 و𝑋 
 ك لآ ي: ن ان ال  ان اني  انلاي  جا نا   كان إوع ى انلاااني  ف

𝑌 =  𝐹(𝑥)… . . . (1.2) 
. ونلا  غ  شةةةةلو ان ال  ا   Xل لاا  ع ى انالاقيص اناسةةةةلا و  Yنى كان انالاقيص انلا ب   إ  𝐹ييث لشةةةةيص انصمز

لالر ا سةةةةةلا     ب ن اصم  ا للاطةةةةة دل   كا  لسةةةةةلا  ن ب  للاطةةةةة د انصم  ةةةةةي    -م  إذا ك ن خ يً  أم غيص خ ي   -
واخلاب ر انالاقيصاد  كا   غ  مر    غ  شةةةةةةةةةةةلو ان ال  ا   إذ   لن ان ال  غير  وائيطةةةةةةةةةةة ع نطةةةةةةةةةةةي غ  ان ال  

  انطةةةةةيق  ان  ي   و سةةةةةاى ان ال  ان  ب  غير  بسةةةةة ن  وأ ثصا  شةةةةةياعً أيغ(  انالاقيصاد ب  د مر الأشةةةةةل ص  انطةةةةة
دخةو ونلاكر   X  فة ن الة  ان  ية  غير  Simple Linear Regressionملاقيصمر بة    ة ار ان  ي انبسةةةةةةةةةةةةةةي     

 ن  كلا  ب نطيق  انصم  ي  الآ ي :أ ف ق ع ى س    م ي   لالر ونلاكر ائ Yالأسصة و 
𝑌𝑖  =  𝐵0  + 𝐵1𝑋𝑖 …… . . . (2.2) 

 انصم  ي  ك لآ ي: عب رة عر م  ا د مجنان  انقين وثااغت لُشصي ن مر وجن  ان اص 𝐵0 و 𝐵1ييث 
 𝐵0   اثةةو   ةة ط  خ  ا   ةة ار م  انا ار ان اادن واي عبةة رة عر انقياةة  انلاي  لا ةة اة  :Y    ع ةة مة   كان

 مس وم  ن طفص. Xقيا  
𝐵1.اثو انايو  : 

( انايو ان  ن ناسلاناك  وقيا  انايو عب رة  𝐵1( ي ن  انكف ف و 𝐵0 ومر وجن  ان اص ا للاط دل   اثو  
  لايج  زم دة انالاقيص اناسلا و با  ار وي ة واي ة. Y  انالاقيص انلا ب  عر م  ار انزم دة انالا     في قيا

(   لالر أن  شةةةةةةةصة ان ال  غير انالاقيصمر بشةةةةةةةلو دلي   فن  ك أسةةةةةةةب   منا   2.2ن ان ال  أعا   أغيص  
  بيصاً ك ماً ف   للان ا  ك ا  صاف غير ان ال  ان قيقي    Yو  Xصة عر ان ال  غير  ب ج و ا   انا  دن  غيص م 

وانا  دن  ائيطةة صي  انلاي  اث ن   لايج  أخ  ع في انقي سةة د أو في اخلاي ر انالاقيص اناسةةلا و  ما  غلا    إ ةة ف   
( ودور  املاطةة ا ان اامو  Uومصمز نه ع دة ب نصمز    Random Variableملاقيص ج غ  لسةةاى ب ن   ان شةةااصي 

( لج  أن    ص نكي  ضةةةةةن ي  2.2ن ان ال  مر انطةةةةةيق   إص ان  غ   ن قي س  وك نك أخ  ع انقي س  ع يه فغي
 ان  أ ان شااصي ييث لطبح:

Y𝑖  =  B0  +  B𝑖X𝑖  +  𝑈𝑖 ……(3.2) 
 الفرضيات الخاصة بالمتغير العشوائي: 2.2
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ب يت  ） زم ي  ع ى ع مو انطةةةةةةةةةةة ف ( اا ملاقيص   لاا  قيالاه في أل  فلاصة  U𝑖ن انالاقيص ان شةةةةةةةةةةةااصي  إ-  1
 سةةةة ون     ف    كان أ بص أو أصةةةةقص أو مسةةةة وم  إنى انطةةةةفص  إ  أ ن  في انالااسةةةة （30صةةةةف   2009，ع ي

𝐸(𝑈𝑖)صفص  أن  =    ومالر  ا يح ذنك ع ى ان  ا الآ ي:0
𝑌𝑖  =  𝐵0  +  𝐵1𝑋 𝑖 + 𝑈𝑖   ……… . (4.2) 
𝑈𝑖  =  𝑌𝑖  −  𝐵0  −  𝐵1𝑋 𝑖 ……… . (5.2) 

 :5.2ع ى طصفي انا  دن   Σوبإدخ ص 

∑𝑈𝑖  =  ∑(𝑌𝑖  −  𝐵0  −  𝐵1𝑋 𝑖)   

∑𝑈𝑖 = ∑𝑌𝑖  − 𝑛 𝐵0 − 𝐵1 ∑𝑋 𝑖 …… . . (6.2)  
∴ 𝐵0 = �̅� − 𝐵1�̅� 

 :( 6.2انا  دن   با  لس ومن  في  𝐵0  اض عر 

∑𝑈𝑖 = ∑𝑌𝑖 − 𝑛(�̅� − 𝐵1�̅�) − 𝐵1 ∑𝑋 𝑖 …… . . (7.2)  

∴  �̅� =
∑𝑌𝑖

𝑛
  ,   �̅� =

∑𝑋𝑖

𝑛
   

 :وب  صو  ص  ان صفير في اناس ير   طو

∑𝑌𝑖 = 𝑛�̅�    , ∑𝑋𝑖 = 𝑛�̅�   
 :(  كان 7.2وب نلا امض عر ذنك في انا  دن   

∑𝑈𝑖 = ∑𝑌𝑖 − ∑𝑌𝑖 + 𝐵1 ∑𝑋 𝑖 − 𝐵1 ∑𝑋 𝑖   

∑𝑈𝑖 = 0 
𝐸(𝑈𝑖) = 0 

ياص انقيا  انالاال   أو   Normally distributed( غلاازع  ازم ً  طبيعيً     𝑈𝑖ن انالاقيص ان شةةةةةااصي  إ  -2
 أن بشلو جصس. Xمر قين انالاقيص اناسلا و  ياص اناس  ان س غي اناس ون ن طفص ع   كو قيا 

  ياص اناسةة  ان سةة غي م  ار ث غت ع   كو قيا   (  انالاقيص ان شةةااصي  ي  ان  أ  Varianceن  ب غر  إ-3
 أن: Xمر قين 

𝑣𝑎𝑟(𝑈𝑖)  =  𝐸[𝑈𝑖  −  𝐸(𝑈𝑖)
2]   

∴ 𝐸(𝑈𝑖) = 0 
∴ 𝑣𝑎𝑟(𝑈𝑖) = 𝐸(𝑈𝑖)

2 = 62 
وإذا كةةةة ن  بةةةة غر ان  ةةةةأ غيص ثةةةة غةةةةت ع ةةةة صةةةة   انص مشةةةةةةةةةةةةةةل ةةةة   سةةةةةةةةةةةةةةاى مشةةةةةةةةةةةةةةل ةةةة  عةةةة م  جةةةة    انلابةةةة غر  

Heteroscedasticity . ً وانلاي س لا  ونن  بشيع مر انلافطيو  ي   
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 انفص ي د انثاث انس ب   لالر جا ن  بشلو م لاطص و اثي ن  ك لآ ي:
𝑈𝑖  ~ 𝑁(0, 𝜎2) 

  و ب غر  0  غاسة  يسة غي مسة ون ن طةفص   𝑁 ازم ً  طبيعيً     ~  غلاازع  𝑈𝑖ن ان  أ ان شةااصي  أأن با  ى  
 .𝜎2ث غت قيالاه 

 غير    Covarianceغيص مص ب   بأن مر انالاقيصاد اناسةةةةةلا     أن ا   ام انلاب غر اناشةةةةةلاصك  𝑈𝑖 أن قين    -4
𝑈𝑖  و𝑋𝑖 :أن  

𝐶𝑜𝑣(𝑈𝑖𝑋𝑖) = E(𝑈𝑖𝑋𝑖)   
𝐶𝑜𝑣(𝑈𝑖𝑋𝑖) = 𝑋𝑖𝐸(𝑈𝑖)  

∴  𝐸(𝑈𝑖) = 0 
∴ 𝐸(𝑈𝑖𝑋𝑖) = 0 

 ومالر  ا يح ذنك ع ى ان  ا الآ ي:
𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖 ……… . (8.2)  
𝑈𝑖 = 𝑌𝑖 − 𝐵0 − 𝐵1𝑋𝑖 . …… . (9.2)  

 : 𝑋𝑖∑   ةةةوبضص  طصفي انا  دن  غ

∑𝑋𝑖 𝑈𝑖 = ∑𝑋𝑖 𝑌𝑖 − 𝐵0 ∑𝑋𝑖 − 𝐵1 ∑𝑋𝑖
2   

∴  𝐵0 = �̅� − 𝐵1�̅� 
 : وع     امض ذنك

∑𝑋𝑖𝑈𝑖 = ∑𝑋𝑖𝑌𝑖 − ∑𝑋𝑖 (�̅� − 𝐵1�̅�) − 𝐵1 ∑𝑋𝑖
2 ………(10.2) 

 ∴ �̅� =
∑𝑌𝑖

𝑛
      ,    �̅� =

∑𝑋𝑖

𝑛
    

 وبلا امض ذنك للان:

∑𝑋𝑖𝑈𝑖 = ∑𝑋𝑖𝑌𝑖 − ∑𝑋𝑖 (
∑𝑌𝑖

𝑛
− 𝐵1

∑𝑋𝑖

𝑛
) − 𝐵1 ∑𝑋𝑖

2    

∑𝑋𝑖𝑈𝑖 = ∑𝑋𝑖𝑌𝑖 ∑𝑋𝑖 (
∑𝑌𝑖 − 𝐵1 ∑𝑋𝑖

𝑛
) − 𝐵1 ∑𝑋𝑖

2  

∑𝑋𝑖𝑈𝑖 = ∑𝑋𝑖𝑌𝑖 ∑𝑋𝑖𝑌𝑖 + 𝐵1 ∑𝑋𝑖
2 − 𝐵1 ∑𝑋𝑖

2 
 وب   ان  ف وانلابسي  للان:

∑𝑋𝑖𝑈𝑖 = 0 
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بعب رة أخصى انلاب غر اناشةةلاصك   (  كان مسةةلا    عر ب ضةةن  انب ض U𝑖انقين انا لا ف  ن الاقيص ان شةةااصي    -5
ن قيا  ان  طص ان شااصي في أن فلاصة     لاا  ع ى قيالاه في فلاصة أخصى  إن طفص  وع يه ف  مس و   𝑈𝑗م   U𝑖نةةةةةةةةةةةةة 
 أن:

 𝑐𝑜𝑣 (𝑈𝑖𝑈𝑗) = 𝐸(𝑈𝑖𝑈𝑗) = 0              (𝑖, 𝑗 =  1,2,3, . . . , 𝑛, 𝑖 ≠ 𝑗) 
  وسةةةةةةةيلان  Autocorrelationوإذا ي ث وجاد ار ب ط غي ن   انص مشةةةةةةةل    سةةةةةةةاى مشةةةةةةةل   ا ر ب ط ان ا ي 

 شصين   ي ً .
مشةةةةةل     مشةةةةةل    سةةةةةاى  ا   ام ان ال  غير انالاقيصاد اناسةةةةةلا    وفي ي ن  وجاد عال  لام  غي ن   انص-  6

انةةاةةلاةة ةةةةةةة د   انةة ةة ةةي  سةةةةةةةةةةةةةةةةيةةلاةةنMulticollinearityا ر ةةبةةةةةةة ط  وانةةلاةةي  بةة ةةةةةةة     ةة ةةةةةةة ونةةنةةةةةةة      بةة ةةيةةةةةةةت  ）  فةةيةةاةةةةةةة  
 .（39صف  2009，ع ي
 The Ordinary Least Squares (OLS): طريقة المربعات الصغري  3.2

 :Y ف لن  ع ى س    م ي   إو  Xب نصجاع إنى ان ال  ان  ي  غير دخو الأسصة 
𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖 …………(11.2) 

 فة ق ع ى انسةةةةةةةةةةةةةة  ة  ما ةةةةةةةةةةةةةةاع انب ةث غلا ة د مر خاص ان الة  انا لاااة   انة خةو في ائ ةأثيص ن بةأغلابير ن ة  
 𝐵0 + 𝐵1𝑋1)ه ملاجس  في  إ  أم   أثيص ان اامو الأخصى ف U𝑖.) 

 B0 ف لن  ع ى انسةةةةة    في ان  ص غلا    ايلاسةةةةة    إ ه نا صف  ان ال  ان قيقي  غير دخو الأسةةةةةصة و إوع يه ف 
 ف ق جاي  الأسص في إي ن  ان طاص ع ى دخو و في ن غلان إ   أانا  نن انا كارة   لالر      إ  أن ايلاس     𝐵1و

بسةب  صة اب  ان ا ي  ائيطة صي  انازم  ونلاسةنيو ان او  سة   عي   مر أسةص   ذنك ان  ص وا ا أمص غيص مالر
    ر قين انا  نن وملان انلا  غص غااس   انا  دن :ان  ص  ومر ثن 

𝑌𝑖 = �̂�0 + �̂�1𝑋𝑖 + 𝑒𝑖 …… . . . (12.2) 
  ه غلان غااس   انا  دن  انلا ني :إان خو بطارة مسلا    في ائ ف ق فونلا  غص  أثيص 

�̂�𝑖 = �̂�0 + �̂�1𝑋𝑖 ……… . . . . . (13.2) 
( إنى كان انقين    غصم  ونيسةةةةت يقيقي   ^  و شةةةةيص ان ام   ( با  دن  خ  ا    ار13.2 دن    سةةةةاى انا 

. وملابير مر   Xاي  ان ااصو ذاد ان خو انب نغ  ج اثو انقيا  انلا  غصم  نالااسةةةةةة  إ ف ق   (𝑌𝑖)وكو      مر    طه  
وكا   e𝑖( با  ار �̂�𝑖   صف عر انقين انلا  غصم    𝑌𝑖( بأن قين اناشةةةةةةةةة ا اد انف  ي   13.2( و  12.2انا  دنلاير  

 (1.2شلو  ان لو الآ ي:انش مبير في
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𝑒𝑖:  نأمر انشلو غلابير  = 𝑌𝑖 − �̂�𝑖 

أن  كان سةةة نب  أو ماجب  يسةةة  ما ةةة       اناشةةة ا ة مر ان   انا  ر . وئلج د   𝑒𝑖ييث لالر ن باالي  
مر غير خ اط    ن صي  ان  د  طةةةةةةا انا  دن  ان  ي   سةةةةةةلا  م    X   Yفضةةةةةةو خ  مسةةةةةةلاقين ن ي   مشةةةةةة ا اد  أ

 Y𝑖(  وملاضةةةةةةةةةار ذنك في م  ون  ج و مجااع مصب  ا  صاف د انقين ان قيقي   OLSاناصب  د انطةةةةةةةةةقصى  طصم    
ن أشةةةةااصي  ع    ن غلان  انطةةةةقصى وبا   أن ج و مجااع مصب  د الأخ  ع ان    لو م  لالرأ Ŷ𝑖عر انقين انلا  غصم   

𝑒𝑖∑ شلاصط  طقيص انقيا    OLSطصم   
 عب رة عر مشل   ان ن ل د انطقصى أن: ن  إ( إنى ان   الأد ى ف2

min
 

→∑𝑒𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 

𝑒𝑖       ن:أييث  = 𝑌𝑖 − �̂�𝑖 
𝑒𝑖∑                                    :اإذً 

2 = ∑(𝑌𝑖 − �̂�𝑖)
2 

𝑌𝑖         ن م  دن  ان   اناسلاقين ان قيقي  غيص انا صوف  اي:أبا   = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 
�̂�𝑖:    ن م  دن  ان   اناسلاقين انلا  غصم   كان إف = �̂�0 + �̂�1𝑋𝑖 

 با  لس ومن    طو: �̂�𝑖ب نلا امض عر 

∑𝑒𝑖
2 = ∑(�̂�𝑖 − �̂�0 − �̂�1𝑋𝑖)

2 
𝑒𝑖∑ وكشصط رم  ي نلاطقيص

  ومس واة كو م ن  ب نطفص.�̂�1 و �̂�0  ؤخ  اناشلا  د انجزصي  نكو مر2



6 
 

    Coefficientخ  انلاف  و انجزصي ناجااع اناصب  د ب ن سب  نا  ماد أن انشصط انجااصن ن لاطقيص اا  إو 
 ب نطفص. ومس واة اناشلا   الأونى �̂�1 و �̂�0ان ااذج 

 أن غلا بي  انشصط انضصورن:
∂∑𝑒𝑖

2

𝜕�̂�0

= 2∑(𝑌𝑖 − �̂�0 − �̂�1𝑋𝑖)(−1) = 0 

−2∑(𝑌𝑖 − �̂�0 − �̂�1𝑋𝑖) = 0 
 و ص ي  انا  دن    طو ع ى:( وفك ان اس -2ب ن سا  ع ى  

∑(𝑌𝑖 − �̂�0 − �̂�1𝑋𝑖) = 0 

 ∑𝑌𝑖 − 𝑛�̂�0 − �̂�1 ∑𝑋𝑖 = 0   

∑𝑌𝑖 = 𝑛�̂�0 + �̂�1 ∑𝑋𝑖 ……… . (14.2)  
∂∑ 𝑒𝑖

2

𝜕�̂�0

= 2∑(𝑌𝑖 − �̂�0 − �̂�1𝑋𝑖)(−𝑋𝑖) = 0 

−2∑𝑋𝑖 (𝑌𝑖 − �̂�0 − �̂�1𝑋𝑖) = 0 
 (    طو ع ى :-2 ن سا  ع ى  ب

∑𝑋𝑖 (𝑌𝑖 − �̂�0 − �̂�1𝑋𝑖) = 0  

∑𝑋𝑖𝑌𝑖 − �̂�0 ∑𝑋𝑖 − �̂�1 ∑𝑋1
2 = 0 

 ∑𝑋𝑖𝑌𝑖 = �̂�0 ∑𝑋𝑖 − �̂�1 ∑𝑋1
2 ………(15.2) 

  𝑌𝑖و  X𝑖( ع د اناش ا اد  n( ب نا  دنلاير ان بي يلاير  الآ يلاير( ييث  15.2( و  14.2 ساى انا  دنلاير  
(  15.2( و  14.2ير  امضةةةةةةةةةةةنا  في انا  دنلا    ب علاب راا  قين اناشةةةةةةةةةةة ا اد ان قيقي  وباجصد   اي م  ام  داصاً 

 . 𝐵1و  B0ان لا ن  اثان م  ر  ن ن ا  الاير ان قي يلاير  �̂�1و �̂�0  طو ع ى قين    يً آوب  نا  
 :طرق تقدير معاملات النموذج 1.3.2

  سلا ير ب  ة طصق م ن : 𝐵1و  B0ونلا  غص م  ماد ان ااذج 
 طصم   ان  ف وانلا امض. - 1
 طصم   انا  داد. -2
 طصم   انلا  غص ياص      انالااس . - 3
 طصم   اناطفاف د. -4
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  ي  مر دون  كصارا  ا   وا  ك.ان صق مر خاص اناث ص الآوس بير ا   
بآ ف ان    يص ن ي     (𝑌𝐼( وم  ص الأجص انسةةة ان  X𝐼انج وص الآ ي لاثو ع د سةةة ااد ان  م    :1.2مثال  

 أي  ان واصص. ( ماظفير في8 اثو  
𝑋𝑖

2 𝑋𝑖𝑌𝑖 𝑌𝑖 𝑋𝑖 
16 102.4 25.6 4 

64 261.6 32.7 8 

144 544.8 45.4 12 

256 862.4 53.9 16 

400 1180 59.0 20 

576 1502.4 62.6 24 

784 1820 65.0 28 

1024 2105.6 65.5 32 

4∑𝑋𝑖
2 = 326 ∑𝑋𝑖𝑌𝑖 = 8379.2 ∑𝑌𝑖 = 410 

�̅� = 51.25 

∑𝑋𝑖 = 144 

�̅� = 18 

    غص خ  ا    ار غااس   انا  دنلاير ان بي يلاير أعا . : المطلوب
 :Substitution Methodطريقة الحذف والتعويض  1.1.3.2

∑𝑌𝑖 =𝑛�̂�0 + �̂�1 ∑𝑋𝑖 ……… . . (16.2)  

∑𝑋𝑖𝑌𝑖 = �̂�0 ∑𝑋𝑖 + �̂�1 ∑𝑋𝑖
2 ……(17.2)  

   طو ع ى: 17.2   16.2وبلا امض انقين مر انج وص في انا  دنلاير 
410 = 8�̂�0 + 144�̂�1 …………… . (18.2) 
8379.2 = 144�̂�0 + 3264�̂�1 …… . (19.2) 

   طو: 18( في 18.2وبضص  انا  دن   
7380 = 144�̂�0 + 2592�̂�1 …………… . (20.2) 

8379.2 = 144�̂�0 + 3264�̂�1 …………… . (21.2) 
 (   طو:21.2( مر  20.2ا  دن   انوب صة 

999.2 = 672�̂�1 
  �̂�1 =

999.2

672
= 1.486904762 

 :(18.2م  دن     في أي  انا  دنلاير انصصيسلاير ونلاكر �̂�1  اض عر قيا   �̂�0ن  طاص ع ى قيا  
410 = 8�̂�0 + 144�̂�1 
410 = 8�̂�0 + 144(1.486904762)   
410 = 8�̂�0 + 214.1142857   



8 
 

410 − 214.1142857 = 8�̂�0   
195.8857143 = 8�̂�0  
�̂�0 =

195.8857143

8
= 24.48571429 

 
 𝑌𝑖الأجص انسةةةةةةةة ان   وم  ص 𝑋𝑖 ان  م   ن  ال  غير ع د سةةةةةةةة ااد Estimatedن انا  دن  انا  رة  إوع يه ف

 ن  ي   انا  ي   كان:
�̂�𝑖 − �̂�0 + �̂�1𝑋𝑖   
 �̂�𝑖 = 24.48571429 + 1.486904762𝑋𝑖 

ان ن لاثو م  ص الأجص انسةةةةةةةةةةةةة ان  𝑦𝑖 شةةةةةةةةةةةةةيص انا  دن  انلا  غصم  إنى وجاد عال  طصدل  غير انالاقيص انلا ب   
ةةةةةةةة دة خ ملاه اناظيقي  با  ار س   واي ة غزداد   فبزم ان ن لاثو ع د س ااد ان  م X𝑖ن ااظا وانالاقيص اناسلا و  

 دغ  ر. 1486 جص  انس ان با  ارأم  ص 
 :Determinates Methodطريقة المحددات  2.1.3.2

بة علااة د انا ة داد  لة عة ة كصالاص( وذنةك بةإعة دة كلاة بة  انا ة دنلاير   �̂�𝑖و    B̂0ومالر ان طةةةةةةةةةةةةةةاص ع ى قين  
 الآ ي: ( في صيق  مطفاف  وع ى ان  ا17.2( و  16.2ان بي يلاير  

∑𝑌𝑖 = 𝑛�̂�0 + �̂�1 ∑𝑋𝑖 

∑𝑋𝑖𝑌𝑖 = �̂�0 ∑𝑋𝑖 + �̂�1 ∑𝑋𝑖
2 

[
∑𝑌𝑖

∑𝑋𝑖𝑌𝑖

] = [
𝑛 ∑𝑋𝑖

∑𝑋𝑖 ∑𝑋𝑖
2
]  [

�̂�0

 
�̂�1

] 

 :غ بقي  كامر انا  داد الآ ي  �̂�1 و �̂�0 ونلا  غص

|𝐷| = |
𝑛 ∑𝑋𝑖

∑𝑋𝑖 ∑𝑋𝑖
2
| = (𝑛) (∑𝑋𝑖

2) − (∑𝑋𝑖) (∑𝑋𝑖)   

|𝐴0| = |
∑𝑌𝑖 ∑𝑋𝑖

∑𝑋𝑖𝑌𝑖 ∑𝑋𝑖
2
| = (∑𝑌𝑖) (∑𝑋𝑖

2) − (∑𝑋𝑖𝑌𝑖) (∑𝑋𝑖) 

|𝐴1| = |
n ∑𝑌𝑖

∑𝑋𝑖 ∑𝑋𝑖𝑌𝑖

| = (n) (∑𝑋𝑖𝑌𝑖) − (∑𝑋𝑖) (∑𝑌𝑖) 
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�̂�1 =
|𝐴1|

|𝐷|
=

𝑛(∑𝑋𝑖𝑌𝑖) − (∑𝑌𝑖)(∑𝑌𝑖)

𝑛(∑𝑋𝑖
2) − (∑𝑋𝑖)

2
 

�̂�0 =
|𝐴0|

|𝐷|
=

(∑𝑌𝑖)(∑𝑋𝑖
2) − (∑𝑋𝑖𝑌𝑖)(∑𝑋𝑖)

𝑛(∑𝑋𝑖
2) − (∑𝑋𝑖)

2
 

 𝑜𝑟:        �̂�0 = �̅� − �̂�1�̅� 
 :وكا  غ ي �̂�1و �̂�0( وب علاا د انا  داد   طو ع ى قين 1.2ب نصجاع إنى غي   د اناث ص  

[
∑𝑌𝑖

∑𝑋𝑖𝑌𝑖

] [
𝑛 ∑𝑋𝑖

∑𝑋𝑖 ∑𝑋𝑖
2
] [

�̂�0

 
 

�̂�1

]   

|𝐷| = |
𝑛 ∑𝑋𝑖

∑𝑋𝑖 ∑𝑋𝑖
2
| = |

8 144
144 3264

| 

 |𝐷| = (8)(3264) − (144)(144) 
|𝐷| = 26112 − 20736 
|𝐷| = 5376 

|𝐴0| = |
∑𝑌𝑖 ∑𝑋𝑖

∑𝑋𝑖𝑌𝑖 ∑𝑋𝑖
2
| = |

410 144
8379.2 3254

|  

 |𝐴0| = (410)(3264) − (144)(9379.2)  
|𝐴0| = 1338240 − 1206604.8  
 |𝐴0| = 131635.2  

 |𝐴1| = |
n ∑𝑌𝑖

∑𝑋𝑖 ∑𝑋𝑖𝑌𝑖

| = |
8 410

144 8379.2
|   

|𝐴1| = (8)(8379.2) − (410)(144)  
|𝐴1| = 67033.6 − 59040  
|𝐴1| = 7993.6  
 �̂�0 =

|𝐴0|

|𝐷|
=

131635.2

5376
= 24.48571429 

�̂�1 =
|𝐴1|

|𝐷|
=

7993.6

5376
= 1.486901762 

 :وب نك  كان انا  دن  انلا  غصم 
∴ �̂�𝑖 = 24.4857 + 1.486𝑋𝑖 

 طريقة التقدير حول نقطة المتوسط: 3.1.3.2
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ب سةلا  ام   �̅�و   �̅�عر وسة نا  ان سة غي  𝑋𝑖و    𝑌𝑖غااسة   ا  صاف د انالاقيصمر   �̂�1و   �̂�0 ا  لالر    غص  
   طو ع ى: 𝑛( ع ى 1  فب سا  انا  دن  ان بيعي  رلن 𝑒𝑖فكصة انباالي 

∑𝑌𝑖 = 𝑛�̂�0 + �̂�1 ∑𝑋𝑖 …… . (22.2) 
∑𝑌𝑖

𝑛
= �̂�0

𝑛

𝑛
+ �̂�1

∑𝑋𝑖

𝑛
   

 �̅� = �̂�0 + �̂�1�̅� ……… . (23.2) 
 ∴ �̂�0 = �̅� − �̂�1�̅� …… (24.2) 

   اد إنى م  دن  ان   اناسلاقين انلا  غصم  ييث: �̂�1وئلج د 
�̂�𝑖 = �̂�0 + �̂�1𝑋𝑖 …………(25.2) 

 (   طو ع ى:25.2( مر  23.2وب صة انا  دن  رلن  
�̂�𝑖 − �̅� = �̂�0 + �̂�1𝑋𝑖 − �̂�0 − �̂�1�̅� ……… . . (26.2)   
�̂�𝑖 − �̅� = �̂�1𝑋𝑖 − �̂�1�̅�  
�̂�𝑖 − �̅� = �̂�1(𝑋𝑖 − �̅�)  
 �̂�𝑖 = �̂�1𝑋𝑖 ………… . (27.2)  
 ∵ 𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − �̂�𝑖   
𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − �̂�1𝑥𝑖 ………(28.2) 

 و صبي  ان صفير:  Σوبإدخ ص  

∑𝑒𝑖
2 = ∑(𝑦𝑖 − �̂�1𝑥𝑖)

2
…………(29.2) 

 ومس وا ن  ب نطفص: �̂�1بإلج د اناشلا   انجزصي  نة 
𝜕 ∑𝑒𝑖

2

∑ �̂�1

= 2∑(𝑦𝑖 − �̂�1𝑥𝑖)(−𝑥𝑖) = 0……… . (30.2) 

−2∑𝑥𝑖 (𝑦𝑖 − �̂�1𝑥𝑖) = 0 
 (:2-وب ن سا  ع ى  

∑𝑥𝑖 (𝑦𝑖 − �̂�1𝑥𝑖) = 0  

∑𝑥𝑖𝑦𝑖 − �̂�1 ∑𝑥𝑖
2 = 0 

∑𝑥𝑖𝑦𝑖 = �̂�1 ∑𝑥𝑖
2 

ن أو  𝑌𝑖و  X𝑖 اثو مجااع ي صةو  ةص  ا  صاف د انقين عر اناسة  ان سة غي ن الاقيصمر     𝑥𝑖𝑦𝑖∑نأييث 
∑𝑥𝑖

(  24.2ن انا  دنلاير  إعر وسةةةةةةةةةةةةةة ه ان سةةةةةةةةةةةةةة غي. وع يه ف X𝑖 اثو مجااع مصب  ا   صاف د نقين انالاقيص   2
 بااج  طصم   ا   صاف د. B̂1و B̂0لج د قين إ سلا  م في  ( اي انا  د د الأس سي  انلاي31.2و 
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 B̂1  و B̂0 ان طةةةةةةاص ع ى قين    ( وانلا بيص ع ن  بطةةةةةةيق  ا  صاف د لالر1.2وب نصجاع إنى غي   د انج وص  
  ا  لأ ي:

𝑥𝑖
2 𝑥𝑖𝑦𝑖 𝑌𝑖 𝑥𝑖 𝑌𝑖 𝑋𝑖 

196 359.1 −25.65 −14 25.6 4 

100 185.5 −18.55 −10 32.7 8 

36 35.1 −5.85 −6 45.4 12 

4 −5.3 2.65 −2 53.9 16 

4 15.5 7.75 2 59.0 20 

36 68.1 11.35 6 62.6 24 

100 137.5 13.75 10 65.0 28 

196 203.7 14.55 14 68.5 32 

∑𝑥𝑖
2

= 672 
∑𝑥𝑖𝑦𝑖

= 999.2 

∑𝑌𝑖 = 0 

𝑦𝑖 = 𝑌 − �̅� 

∑𝑋𝑖 = 0 

𝑥𝑖

= 𝑋 − �̅� 

∑𝑌𝑖 = 410 

�̅� = 51.25 

∑𝑋𝑖

= 144 
�̅� = 18 

�̂�1 =
∑𝑥𝑖𝑦𝑖

∑𝑥𝑖
2 =

999.2

672
= 1.486904762  

 �̂�1 = �̅� − �̂�1�̅� 

�̂�0 = 51.25 − (1.486904762)(18)  

�̂�0 = 51.25 − 26.76428572   

�̂�0 = 24.48571428   

∴ �̂�𝑖 = 24.485 + 1.486 𝑋𝑖 

 :Matrices Methodطريقة المصفوفات  4.1.3.2
ب علاا د صةةةةيق  اناطةةةةفاف د ييث لالر كلا ب    �̂�1و  �̂�0 ه لالر    غص قين  إإ ةةةة ف  إنى ان صق انسةةةة ب   ف 

ان بيعيةةةةة  ع ى شةةةةةةةةةةةةةةلةةةةةو مطةةةةةةةةةةةةةةفافةةةةة د   غ يVectorsوملاجنةةةةة د    Matricesانا ةةةةة د د  ب يةةةةت  ）    وكاةةةةة  
 :（50صف  2009，ع ي

𝑛مر اناشةةةةةةةةةةةةةةة اةة اد مر    iن ا ةة ك عالةة    لاان ع ى  أ فلاصض   ← انالاقيصاد مر   ن ا ةة ك عةة د مرأو   1
𝐾 ← 1. 

𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖 …………… . (32.2) 
 𝑌1 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋11 + 𝐵2𝑋12 + ⋯ . . +𝐵𝑘𝑋1𝐾 + 𝑈1  
𝑌1 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋11 + 𝐵2𝑋12 + ⋯ . .+𝐵𝑘𝑋1𝐾 + 𝑈1 
𝑌1 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋21 + 𝐵2𝑋22 + ⋯ . .+𝐵𝑘𝑋2𝐾 + 𝑈2 
⋮          ⋮            ⋮                ⋮                    ⋮                   ⋮
⋮          ⋮            ⋮                ⋮                    ⋮                   ⋮

𝑌𝑛 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑛1 + 𝐵2𝑋𝑛2 + ⋯ . .+𝐵𝑘𝑋𝑛𝐾 + 𝑈𝑛

 

 اناطفاف د:لالر  اثيو ا   انا  د د بطيق  رمز 
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[

𝑌1

𝑌2

⋮
𝑌𝑛

] = [

1
1
⋮
1

𝑋11

𝑋21

⋮
𝑋𝑛1

𝑋12

𝑋22

⋮
𝑋𝑛2

⋯𝑋1𝑘

⋯𝑋2𝑘

⋮
⋯𝑋𝑛𝑘

] [

𝐵0

𝐵1

⋮
𝐵𝑘

] + [

𝑈1

𝑈2

⋮
𝑈𝑛

] 

𝑌 = 𝑋𝐵 + 𝑈 …… . . (33.2) 
 :نأييث 

𝑌  :   ملاجه عاادن أب  دnx1 ل لاان ع ى )n   مش ا ة ن الاقيص انلا بY . 
𝑋   مطةةفاف  أب  دا :𝑛 × 𝑘 + . وعاادا  الأوص ل لاان ع ى  X(   لاان مشةة ا اد انالاقيصاد اناسةةلا     1

 قين انااي . ص يح لأخ  انث غت غ اص ا علاب ر.
𝐵   م  ه عاادن أب  د :𝑘 + 1 ×  (   لاان انا  نن اناجنان .1
𝑈  سب ه عاادن أب  د : nx1) .ل لاان ان  أ ان شااصي 

ان  دل  نالاجه انا  ا د لالر كلا ب  انا  دن  انا  رة انلاي غصاد  ون  طةةةةةةاص ع ى    غصاد اناصب  د انطةةةةةةقصى  
 ان طاص ع ين  وبطيق  اناطفاف د كا  غ ي:

Y =  Ŷ +  e 
Y =  XB̂  +  e 

∴ e =  Y −  XB̂………… . (34.2) 
 . eوب سلا  ام اناب ن  نة 

𝑒′𝑒 = (𝑌 − 𝑋�̂�)′(𝑌 − 𝑋�̂�) 
𝑒′𝑒 = (𝑌′ − �̂�′𝑋′)(𝑌 − 𝑋�̂�)  
𝑒′𝑒 = 𝑌′𝑌 − �̂�′𝑋′𝑌 − 𝑌′𝑋�̂� + �̂�′𝑋′𝑋�̂� …… . . (35.2) 

 با  أن ان   انث  ي وانث نث لاثان قيا  واي ة وأن كو ي  لاثو مب ن  نلآخص فإن: 
[�̂�′𝑋′𝑌 = (�̂�′𝑋′𝑌)

′
= �̂�𝑋𝑌′] 

  ∴ 𝑒′𝑒 = 𝑌′𝑌 − 2�̂�′𝑋′𝑌 + �̂�′𝑋′𝑋�̂� ……… . . (36.2) 
′�̂�  ونا  ك  ت  = (�̂�′)

′
= �̂� 

 ومس وا ن  ب نطفص : ′�̂�وبأخ  اناشلا   انجزصي  نة 
2𝑋′𝑋�̂� = 2𝑋′𝑌 

 (   طو:2وب سا  طصفي انا  دن  ع ى  
𝑋′𝑋�̂� = 𝑋′𝑌 

   طو: 1−(𝑋′𝑋)وبضص  طصفي انا  دن  ب نا لاس 
 (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑋�̂� = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌 
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انا  دن    ا  إذً  1اناي ة  لسة ون مطةفاف  𝑋′𝑋في اناطةفاف   1−(𝑋′𝑋)ن ي صةو  ةص  انا لاس أوبا   
∴      أعا   طبح: �̂� = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌 ………(37.2) 

 أن: ييث 
�̂�. اثو م  ماد ا    ار انا  ا     غصا  : 

(𝑋′𝑋)−1    اثو م لاس اناطفاف  :𝑋′𝑋.) 
𝑋′𝑌.اثو انالاجه  : 

 B̂0ان طةةاص ع ى قين    ( وب علاا د صةةيق  اناطةةفاف د لالر1.2وب نصجاع إنى انبي   د انااردة في انج وص  
 وك   ي : B̂1و

�̂� = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌 

(𝑋′𝑋) = [
1   1   1 1 1 1 1 1

4 8 12 16 20 24 28 32
]

[
 
 
 
 
 
 
 
1
1
1
1
1
1
1
1

4
8
12
16
20
24
28
32]

 
 
 
 
 
 
 

 

(𝑋′𝑋) = [
8 144

144 3264
] 

(𝑋′𝑋)−1 =
1

|𝑋′𝑋|
𝑎𝑑𝑗𝑋′𝑋 

|𝑋′𝑋| = [
8 144

144 3264
] = (8)(3264) − (144)(144) 

|𝑋′𝑋| = 26112 − 20736  
 |𝑋′𝑋| = 5376  
𝑎𝑑𝑗𝑋′𝑋 = [

3264 −144
−144 8

] 

(𝑋′𝑋)−1 =
1

5376
[
3264 −144
−144 8

]  

(𝑋′𝑋)−1 = [
0.607142857 −0.026785714

−0.026785714 0.001488095
]  

𝑋′𝑋 = [
1 1 1 1 1 1 1 1

4 8 12 16 20 24 28 32
]

[
 
 
 
 
 
 
 
25.6
32.7
45.4
53.9
59.0
62.6
65.0
65.8]
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𝑋′𝑌 = [
410

8379.2
]   

 �̂� = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌 
 �̂� = [

0.607142857 −0.026785714
−0.026785714 0.001488095

] [
410

8379.2
]   

[
�̂�0

�̂�1

] = [
248.9285714 +(−224.4428547)

−10.98214274 +12.46904562
] 

 [
�̂�0

�̂�1

] = [
24.48571
1.48690

]  
∴  �̂�𝑖 = 24.485 + 1.486 𝑋𝑖 

ب ن صق الأرب        ا مً    فسةةةةن سةةةةب  بأن ان لا صت انلاي  ن انلااصةةةةو إنين  في انا  دن  انلا  غصم  اي  غلاضةةةةح ما  
 الآ ف  ان كص.

 الخواص الأساسية لمقدرات المربعات الصغرى: 2-3-2
في كو    غص غلان ان طةةةةةةاص ع يه  ا  ك خطةةةةةة صف ع ة مصغا  فين  ن نك انلا  غص  ومر ا   ان طةةةةةة صف  

(  B̂فكو م  ر    BLUE) Best Linear Unbiased Estimator)خ صةةةةي  أفضةةةةو م  ر خ ي غيص ملا يز   
 :نأن أ(  Yع ه ك ان  خ ي  ب ن سب  ناش ا اد انالاقيص انلا ب    لالر انلا بيص

B̂ = 𝐾1𝑌1 + 𝐾2𝑌2 + ⋯ .+𝐾𝑛𝑌𝑛 
= i ييةث أن:  1,2, . . . , n)  K𝑖 ب ةث    ومر غير جاي  انا ة راد ان ا ية  .( عبة رة عر أوزان أو قين ثة غلاة 

عر انا  راد غيص انالا يزة  و  طةةةةةةةةةةةة  ب  م انلا يز اا أن للان انفصق غير انقيا  انالاال   ن ا  ر وقيا  انا  ا  
:𝐼   ان قيقي  لس ون صفص  أن: (𝐵)  = 𝐵 − 0 

 B∗  �̂�لو م  لالر فإذا ك ن  أللان  ب غ ه ياص اناسةةةةةةةةةةة  ان سةةةةةةةةةةة غي    وأفضةةةةةةةةةةةو م  ر اا ذنك انا  ر ان ن
 ذا     ت ان ال  الآ ي :إأفضو م  ر  B̂ن إم  راد خ ي  غيص ملا يزة ف

𝑣𝑎𝑟(�̂�)  <  𝑣𝑎𝑟 (𝐵∗) 
 وساف  لا  وص أد    ا   ان ط صف بشيع مر انلافطيو:

 :Linearity Propertyالخاصية الخطية  1.2.3.2
ا  راد لالر وصةةفن  في صةةارة  ن   ك انأي  في انالاقيص انلا ب  ييث  ايظ  م  راد اناصب  د انطةةقصى خ 

   أن:Yو  ص ي  خ ي مر قين انالاقيص أدان  
�̂�1 = 𝐾1𝑌1 + 𝐾2𝑌2 + ⋯+ 𝐾𝑛𝑌𝑛   

∴ �̂�1 = ∑𝐾𝑖𝑌𝑖

𝑛

𝑖=1
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∴ �̂�1 =
∑𝑥𝑖𝑦𝑖

∑𝑥𝑖
2  

𝑦𝑖:        ن اش ا ة انااي ةوأن:   = 𝑌𝑖 − �̅� 

∴ �̂�1 =
∑𝑥𝑖 (𝑌𝑖 − �̅�)

∑𝑥𝑖
2 =

∑𝑥𝑖𝑌𝑖

∑𝑥𝑖
2 −

�̅� ∑𝑥𝑖

∑𝑥𝑖
2    

∴ ∑𝑥𝑖 = ∑(𝑋𝑖 − �̅�) =0 

∴
�̅� ∑𝑥𝑖

∑𝑥𝑖
2 = 0 

�̂�1               ن نك  كان: =
∑𝑥𝑖𝑦𝑖

∑𝑥𝑖
2 = ∑[

𝑥𝑖

∑𝑥𝑖
2  𝑌𝑖]             

𝑥𝑖∑ثة غلاة   جة  أن:    𝑋 وناة  كة  ةت قين

∑𝑥𝑖
  واي ثة غلاة  في 𝐾𝑖اي م ة دغص ثة غلاة   ومالر أن  صمز ننة  بة نصمز    2

𝐾𝑖 و ان ي  د  أن:         =
𝑥𝑖

∑𝑥𝑖
2 

�̂�1    مجااع مصجح نقين انالاقيص انلا ب𝑌𝑖 

∴ �̂�1 = ∑𝐾𝑖𝑌𝑖    
∴ �̂�1 = 𝐹(𝑌𝑖) 

 اا م  ر خ ي. �̂�1ا  إذً 
 : Weighted Propertiesخصائص الأوزان  

 ن شصوط الآ ي : K𝑖و  ض      ن    لابص ث غلا  ألضً إانث غلا  ف   ف 𝑋ن الأوزان   لاا  ع ى قين أوبا  
  ن:أن أمجااع الأوزان لس ون صفص  1-

∑𝐾𝑖

𝑛

𝑖=1

= 0  

 إذًا:

∴ 𝐾𝑖 =
𝑥𝑖

∑𝑥𝑖
2 

∴ 𝑥𝑖 = ∑(𝑋𝑖 − �̅�) = 0 
 ن:إوب نلا امض  ف

∴ ∑𝐾𝑖 =
0

∑𝑥𝑖
2 = 0 
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ا  صاف  ن  عر ملااسةةةةة ن   ( أو فيX𝑖( في قين انالاقيص اناسةةةةةلا و  Kمجااع ي صةةةةةو انضةةةةةص  ن وزان   -2
 انااي  ص يح  أن:( لس ون x𝑖ان س غي  

∑𝐾𝑖𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

= ∑𝑘𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= 1   

∑𝐾𝑖𝑥𝑖 = ∑𝐾𝑖(𝑋𝑖 − �̅�) = ∑𝐾𝑖𝑋𝑖 − �̅� ∑𝐾𝑖 
 ن:أول  غي   س ب ً  

∵ ∑𝐾𝑖𝑋𝑖 = 0  

∴ ∑𝐾𝑖𝑥𝑖 = ∑𝐾𝑖𝑋𝑖 
 ن:أوبا  

∵ 𝐾𝑖 =
𝑥𝑖

∑𝑥𝑖
2 

 :اإذً 

∑𝐾𝑖𝑥𝑖 = ∑
𝑥𝑖

∑𝑥𝑖
2 𝑥𝑖 

 ن نك  كان:

∑𝐾𝑖𝑥𝑖 =
∑𝑥𝑖

2

∑𝑥𝑖
2 = 1  

 ∴ ∑𝐾𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

= ∑𝐾𝑖𝑋𝑖

𝑛

𝑖=1

= 1 

K𝑖∑مجااع مصب  د الأوزان    -3
1 انالاقيص اناسةةةلا و   لسةةة ون م لاس مجااع مصب  د ا  صاف د 2

∑𝑥𝑖
  أن 2

   ن:أ

𝐾𝑖 =
𝑥𝑖

∑𝑥𝑖
2 =

(𝑋𝑖 − 𝑋)

∑(𝑋𝑖 − �̅�)2
 

 :   للان ان وع    صبي  ان صفير  ثن جا

∑𝐾𝑖
2 =

∑(𝑋𝑖 − �̅�)2

[∑(𝑋𝑖 − �̅�)2]2
 

 :وب   ا خلاط ر وانلاص ي  

∑𝐾𝑖
2 =

1

∑(𝑋𝑖 − �̅�)2
=

1

∑𝑥𝑖
2 

 .𝑌دان  خ ي  مر قين انالاقيص  �̂�0 ن أوب صم   ما ث   لالر انبصا   ب
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�̂�0 = 𝑊1𝑌1 + 𝑊2𝑌2 …… .+𝑊𝑛𝑌𝑛   

∴ �̂�0 = ∑𝑊𝑖𝑌𝑖

𝑛

𝑖=1

 

  ∴ �̂�0 = �̅� − �̂�1�̅� 
 وأن:

�̅� =
∑𝑌𝑖

𝑛
 , �̂�1 = ∑𝐾𝑖𝑌𝑖    

∴ �̂�0 =
∑𝑌𝑖

𝑛
− �̅� ∑𝐾𝑖𝑌𝑖 

 :ومر خاص إع دة انلاص ي     طو

�̂�0 = ∑[
1

𝑛
− �̅�𝐾𝑖] 𝑌𝑖 

 ن:أ  أن W𝑖م  دغص ث غلا    صمز نن  ب نصمز  �̅�, 𝐾𝑖ونا  ك  ت 

W𝑖 = [
1

𝑛
− �̅�𝐾𝑖] 

 :أخصى  ف    بعب رة 𝑌𝑖  لاا  ع ى قين  �̂�0ن أأعا    ج  وبلا امض ذنك في انا  دن  

�̂�0 = ∑𝑊𝑜𝑌𝑖 
∴ �̂�0 = F(𝑌𝑖) 

 اا م  ر خ ي. �̂�0  اإذً 
2.2.3.2 Unbiasedness Property: （22صف  2006-2007， ايص م كار） 

وقيا  انا  ا  ان قيقي  ن اجلاا    E(B̂)ن للان انفصق غير انقيا  انالاالف  ن ا  ر أ  طةةةةةةةةةةةة  ب  م انلا يز اا  
E(B̂)  (  لس ون صفص  أن:Bائيط صي   − 𝐵 = 0   

E(B̂) انقيا  ان قيقي  ن ا  ا :بعب رة أخصى ل لابص انا  ر غيص ملا يز إذا ك ن وس ن  لس ون  = 𝐵   
  لاب  م  غ ي: B̂1خ صي  ع م انلا يز ب ن سب   وئثب د 

B̂1:             مر خ صي  ان  ي  = ∑𝐾𝑖𝑌𝑖  
𝑌𝑖        وب سلا ض ر انا  دن : = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖 

B̂1    وبلا امض ذنك في أعا : = ∑𝐾𝑖 (𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖) 
 وبفلاح ان اس   طو:

B̂1 = 𝐵0 ∑𝐾𝑖 + 𝐵1 ∑𝐾𝑖𝑋𝑖 + ∑𝐾1𝑈𝑖 ………(38.2) 
  ن:إوب سلا  ام شصوط الأوزان ف
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∑𝐾𝑖 = 0   

𝐵0 ∑𝐾𝑖 = 0  

∑𝐾𝑖𝑋𝑖 = 1 
 (    طو :38.2وبلا امض ذنك في انا  دن   

∴ �̂�1 = 𝐵1 + ∑𝐾1𝑈𝑖 ………(39.2) 
 وبأخ   ال  طصفي انا  دن :

𝐸(�̂�1) = 𝐵1 + ∑𝐾𝑖 𝐸(𝑈𝑖) 
 :مر فص ي د ان  أ ان شااصي

∵ 𝐸(𝑈𝑖) = 0  
 ∵ 𝐸𝐾𝑖𝐸(𝑈𝑖) = 0 

 ∴ 𝐸(�̂�1) = 𝐵1 …………………(40.2) 
  .𝐵اا    غص غيص ملا يز ن قيا  الأص ي    �̂�1ن أوم  ي ذنك 

 : �̂�𝟎إثبات خاصية عدم التحيز لـ 
 B0.   لابص م  رة غيص ملا يزة ن ا  ا  ان قيقي  �̂�0وب ف  انا نجي  لالر انبصا   بأن 

 مر ان  صي  ان  ي  غلابير ن   :

�̂�0 = ∑𝑊𝑖𝑌𝑖   

𝑊𝑖 = [
1

𝑛
− �̅�𝐾𝑖]  

 ن:أو 
𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖 

 وع   انلا امض   طو:

∴ �̂�0 = ∑[
1

𝑛
− �̅�𝐾𝑖] [𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖] 

 وع   فك الألااس وانلا امض    طو:

�̂�0 = 𝐵0 − 𝐵0�̅� ∑𝐾𝑖 +𝐵1�̅� − �̅�𝐵1 ∑𝐾𝑖𝑋𝑖 + ∑(
1

𝑛
− �̅�𝐾𝑖)𝑈𝑖 ……(41.2) 

 وب سلا  ام شصوط الأوزان:

∵ ∑𝐾𝑖 = 0  

∴ 𝐵0�̅� ∑𝐾𝑖 = 0  
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∵ ∑𝐾𝑖𝑋𝑖 = 1  

 ∴ �̂�0 = 𝐵0 + ∑(
1

𝑛
− �̅�𝐾𝑖)𝑈𝑖 …… . (42.2) 

 وبأخ   ال  طصفي انا  دن :

𝐸(�̂�0) = 𝐵0 + ∑(
1

𝑛
− �̅�𝐾𝑖)𝐸(𝑈𝑖)  

 ∵ 𝐸(𝑈𝑖) = 0   
∴ ∑(

1

𝑛
− �̅�𝐾𝑖)𝐸(𝑈𝑖) = 0 

∴ 𝐸(�̂�0) = 𝐵0 ……… . . (43.2) 
 𝐵0اا    غص غيص ملا يز ن قيا  الأص ي    �̂�0ن أوم  ي ذنك 

 :Best Minimum Varianceقل تباين أخاصية أفضل مقدر  3.2.3.2
 .E(B̂)وقيالان  انالاال    Bن مفنام  ب غر انا  نن لُ  د غااس   ا   صاف غير انا  نن انا  رة نة إ

 :（28صف  2006-2007， ايص م كار） نإف �̂�1فب ن سب  نة 
𝑣𝑎𝑟(�̂�1) = 𝐸[�̂�1 − 𝐸(�̂�1)]

2
…………(44.2) 

𝐸(�̂�1):    انلا يز مر خ صي  ع م  = 𝐵1 
𝑣𝑎𝑟(�̂�1) = 𝐸[�̂�1 − 𝐵1]

2
…………(45.2) 

 ن:أ ج   �̂�1( مر خ صي  ع م انلا يز وان  ص  غة 39.2ب نصجاع إنى انا  دن   

�̂�1 = 𝐵1 + ∑𝐾𝑖𝑈𝑖    

�̂�1 − 𝐵1 = ∑𝐾𝑖𝑈𝑖 
 غلاصبي  ان صفير:

(�̂�1 − 𝐵1)
2

= (∑𝐾𝑖𝑈𝑖)
2

 
 وبأخ   ال  طصفي انا  دن :

𝐸(�̂�1 − 𝐵1)
2

= 𝐸 (∑𝐾𝑖𝑈𝑖)
2

  

𝑣𝑎𝑟(�̂�1) = 𝐸 [∑𝐾𝑖𝑈𝑖]
2

……………(46.2) 
 وبفك ان اس    طو:

𝑣𝑎𝑟(�̂�1) = ∑𝐾𝑖
2 (𝑈𝑖)

2 + 2∑∑𝐾𝑖𝑈𝑗

𝑖<𝑗

𝐸(𝑈𝑖𝑈𝑗) 

 أن:ومر فص ي د ان  أ ان شااصي 
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𝐸(𝑈𝑖)
2 = 𝜎2 

𝐸(𝑈𝑖𝑈𝑗)              ن:أو  = 0                 𝐹𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑖 ≠ 𝑗 

∴ 𝑣𝑎𝑟(�̂�1) = ∑𝐾𝑖
2 𝜎2 ……… . (47.2) 

∵ 𝐾𝑖 =
𝑥𝑖

∑𝑥𝑖
2   

∑𝐾𝑖
2 =

∑𝑥𝑖
2

(∑𝑥𝑖
2)2

=
1

∑𝑥𝑖
2  

 ∴ 𝑣𝑎𝑟(�̂�1) =
1

∑𝑥𝑖
2 . 𝜎2 =

𝜎2

∑𝑥𝑖
2 

 ع ى ان  ا الآ ي: �̂�0وب لأس ا   فسه لالر    غ  انلاب غر نة 
∴ 𝑣𝑎𝑟(�̂�0) = 𝐸[�̂�0 − 𝐸(�̂�0)]

2
…………… . (48.2) 

𝐸(�̂�0)               مر خ صي  ع م انلا يز : = 𝐵0  
𝑣𝑎𝑟(�̂�0) = 𝐸[�̂�0 − 𝐵0]

2 
 أن:  ج   �̂�0( مر خ صي  ع م انلا يز وان  ص  غة 42.2وب نصجاع إنى انا  دن   

�̂�0 = 𝐵0 + ∑(
1

𝑛
− �̅�𝐾𝑖)𝑈𝑖   

�̂�0 − 𝐵0 = ∑(
1

𝑛
− �̅�𝐾𝑖)𝑈𝑖   

𝑣𝑎𝑟(�̂�0) = 𝐸 [∑(
1

𝑛
− �̅�𝐾𝑖)𝑈𝑖]

2

  

 𝑣𝑎𝑟(�̂�0) = ∑(
1

𝑛
− �̅�𝐾𝑖)

2

𝐸(𝑈𝑖)
2   

𝐸(𝑈𝑖)
2 = 𝜎2 

∴ 𝑣𝑎𝑟(�̂�0) = 𝜎2 [∑(
1

𝑛
− �̅�𝐾𝑖)

2

] 

 :ع ى   طو الأوزانوب سلا  ام شصوط وبفك ان اس 

∑𝐾𝑖 = 0  

∴
2�̅�2

𝑛
∑𝐾𝑖 = 0 

 وأن:      

∑𝐾𝑖
2 =

1

∑𝑋𝑖
2   
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 ∴ 𝑣𝑎𝑟(�̂�0) = 𝜎2 (
1

𝑛
+

�̅�2

∑𝑋𝑖
2) 

فضةةةةةو م  راد خ ي  غيص ملا يزة أن أ ن   لاسةةةةةن ب نكف عة  و لايج  ن سةةةةةبي   أاي    (OLS)ن م  راد أثب د  وئ
𝐵1      ام غلا صمف م  رة أخصى ونلاكر  إمعي ر الأفضةةة ي  ف

ييث سةةةيلاضةةةح  ي ً    OLS     �̂�1  لا ا عر م  رة  ∗
𝐵1ن  ب غر   ك انا  رة أ

  صةةةةةةةةةةةةة يب �̂�1وب نلا ني  فضةةةةةةةةةةةةةو انا  رة الأخيصة   OLS     �̂�1لفاق  ب غر م  رة أن  غ    ∗
 انلاب غر الألو.

𝐵1
∗ = ∑𝐶𝑖𝑌𝑖 . . . (49.2) 

𝐶𝑖 = 𝐾𝑖 + 𝑑𝑖 
𝑑𝑖 ن أو  ≠  :كاي د ث غلا  𝑑𝑖  ييث  0

∴ 𝑌𝑖 = 𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖   
𝐵1

∗ = ∑𝐶𝑖 (𝐵0 + 𝐵1𝑋𝑖 + 𝑈𝑖)……… . (50.2)  

 𝐵1
∗ = 𝐵0 ∑𝐶𝑖 + 𝐵1 ∑𝐶𝑖𝑋𝑖 + ∑𝐶𝑖𝑋𝑈𝑖 

𝐵1ونكي  كان 
𝐸(𝐵1 غيص ملا يزة أن  ∗

∗) = 𝐵1   ن  لاطا ألجC𝑖  الآ ي : ب نطف د 
𝐶𝑖∑ (أ = 0 

𝐾𝑖∑أو:    + ∑𝑑𝑖 = 0           
∴م صوف  مسبً   :      ∑𝐾𝑖 = 0 

-     ∑𝑑𝑖 = 0                  
∴               أن إن: ∑𝐶𝑖 = 0 

  ) ∑𝐶𝑖𝑋𝑖 = 1   
∵أو:  ∑𝐾𝑖𝑋𝑖 + ∑𝑑𝑖𝑋𝑖 = 1 

 م صوف  مسبً  .
          ∑𝐾𝑖𝑋𝑖 = 1     

𝑑𝑖𝑋𝑖∑أن أن:  = 0   

∴ ∑𝐶 𝑋𝑖 = 1 + 0 + 1   

 𝐵1
∗ = 𝐵1 + ∑𝐶𝑖𝑈𝑖 …… . . (51.2) 

∵ 𝐸(𝑈𝑖) = 0  
 ∴ ∑𝐶𝑖 𝐸(𝑈𝑖) = 0  

𝐸(𝐵1
∗) = 𝐵1 …………(52.2) 
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𝐵1ا   انا  ر 
 .var  اض في ل  ان     إغيص ملا يز ونلا  غ   ب غر ا   انا  رة ان  ي  غيص انالا يزة ف ∗

𝑣𝑎𝑟𝐵1
∗ = 𝐸[𝐵1

∗ − 𝐸(𝐵1
∗)]2 

∵:   (52.2مر انا  دن  رلن    𝐸(𝐵1
∗) = 𝐵1              

𝑣𝑎𝑟𝐵1
∗ = 𝐸[𝐵1

∗ − 𝐵1]
2 

 :(51.2وب سلا  ام انا  دن  رلن  

𝐵1
∗ = 𝐵1 + ∑𝐶𝑖𝑈𝑖 

𝐵1
∗ − 𝐵1 = ∑𝐶𝑖𝑈𝑖 

. 𝑣𝑎𝑟(𝐵1
∗) = 𝐸 [∑𝐶𝑖𝑈𝑖]

2

. . (53.2) 
 وبفك ان اس    طو ع ى:

𝑣𝑎𝑟(𝐵1
∗) = ∑𝐶𝑖

2 𝐸(𝑈𝑖)
2 + 2∑𝐶𝑖𝐶𝑗

𝑖>𝑗

𝐸(𝐶𝑖𝐶𝑗) 

𝐸(𝑈𝑖)  ومر فص ي د ان  أ ان شااصي:
2 = 𝜎2 

𝐸(𝑈𝑖𝑈𝑗):                         نأو  = 0 

𝑣𝑎𝑟(𝐵1
∗) = ∑𝐶𝑖

2 𝜎2 …… . . (54.2) 
𝐶𝑖: ونا  ك  ت  = 𝐾𝑖 + 𝑑𝑖                                        

𝑣𝑎𝑟(𝐵1
∗) = ∑(𝐾𝑖 + ∑𝑑𝑖)

2

𝜎2   

𝑣𝑎𝑟(𝐵1
∗) = 𝜎2 [∑𝐾𝑖

2 + ∑𝑑𝑖
2 + ∑𝐾𝑖𝑑𝑖]   

𝑣𝑎𝑟(𝐵1
∗) = 𝜎2 ∑𝐾𝑖

2 + 𝜎2 ∑𝑑𝑖
2 + 2𝜎2 ∑𝐾𝑖𝑑𝑖   

∵ ∑𝐾𝑖 = 0  

∵ ∑𝐾𝑖𝑑𝑖 = 0    

𝑣𝑎𝑟(𝐵1
∗) = 𝜎2 ∑𝐾𝑖

2 + 𝜎2 ∑𝑑𝑖
2 ……… . (55.2) 

𝐾𝑖∑         :   ونا  ك  ت 
2 =

1

∑𝑥𝑖
2 

𝑣𝑎𝑟(𝐵1
∗) = 𝜎2 

1

∑𝑥𝑖
2 + 𝜎2 ∑𝑑𝑖

2 …………(56.2) 

𝜎2 
1

∑𝑥𝑖
2 = 𝑣𝑎𝑟(𝐵1

∗) 

∴ 𝑣𝑎𝑟(𝐵1) = 𝑣𝑎𝑟(�̂�1) + 𝜎2 ∑𝑑𝑖
2 ……… . . (57.2) 
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𝑑𝑖∑            ن:أوييث 
2 > 0 

𝑣𝑎𝑟(𝐵1      ن:إع يه ف
∗) > 𝑣𝑎𝑟(�̂�1) 

انا  راد ان  ي  غيص     لاايز بأصةقص  ب غر مر غير �̂�1ان  صة  ب نا  ا    OLS     صى ان م  رة إومر ثن ف
𝐵1انالا يزة ن ا  ا  

∗ . 
 تقدير تباين حد الخطأ العشوائي: 4.2

ن  ب غر انا  راد أجصاع ا خلاب راد انا  ام  ان  صةةةةةةةة  غلا ك انا  راد  غيص  إفي  B̂1و   B̂0لسةةةةةةةةلا او  ب غر  
S𝑒ان ن غصمز نه ب نصمز    ان شةةةةةةةةةااصي(  ب غر ي  ان  أ σ2ل لاان ع ى م  ا  مجنان  اي  

( و لالر اشةةةةةةةةةلا  له  2
   لآ ي:

 با  أن انا  دن  انلا  غصم   أخ  انطيق  الآ ي :
�̂�𝑖 = �̂�0 + �̂�1𝑋𝑖 …… . . (58.2) 

 ع ى طصفي انا  دن  :  Σوبإدخ ص 

∑�̂�𝑖 = 𝑛�̂�0 + �̂�1 ∑𝑋𝑖 

 :nوب ن سا  ع ى 
∑ �̂�𝑖

𝑛
=

𝑛

𝑛
�̂�0 + �̂�1

∑𝑋𝑖

𝑛
 

�̂� = �̂�0 + �̂�1�̅� ……………(59.2) 
 (   طو:58.2( مر انا  دن   59.2انا  دن   وب صة 

�̂�𝑖 − �̂� = �̂�0 + �̂�1𝑋𝑖 − �̂�0 − �̂�1�̅� 
 وب   ا خلاط ر    طو:

�̂�𝑖 = �̂�1𝑋𝑖 − �̂�1�̅� 
�̂�𝑖إذًا:     = �̂�1(𝑋𝑖 − �̅�)                                               

�̂�𝑖 = �̂�1𝑥𝑖 ………(60.2)  
∵ 𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − ŷ𝑖 

 :(60.2وب نلا امض مر انا  دن   
∴ 𝑒𝑖 = 𝑦𝑖 − �̂�1𝑥𝑖 

 وبلاصبي  طصفي ا   انا  دن :
𝑒𝑖

2 = (𝑦𝑖 − �̂�1𝑥𝑖)
2 

 وع   فك الألااس    طو:
𝑒𝑖

2 = 𝑦𝑖
2 + �̂�1

2𝑥𝑖
2 − 2�̂�1𝑥𝑖𝑦𝑖 
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 ع ى طصفي انا  دن : Σوبإدخ ص 

∑𝑒𝑖
2 = ∑𝑦𝑖

2 + �̂�1
2 ∑𝑥𝑖

2 − 2�̂�1 ∑𝑥𝑖𝑦𝑖 …… . . (61.2)  

∵ �̂�1 =
∑𝑥𝑖𝑦𝑖

∑𝑥𝑖
2  

 :سيلان ن ي صو  ص  ان صفير في اناس ير ن نك إو 

�̂�1 ∑𝑥𝑖
2 = ∑𝑥𝑖𝑦𝑖 

 :( با  لس ومن 61.2وب نلا امض في انا  دن   

∑𝑒𝑖
2 = ∑𝑦𝑖

2 + �̂�1 ∑𝑥𝑖𝑦𝑖 − 2�̂�1 ∑𝑥𝑖𝑦𝑖 
 :وب   ا خلاط ر   طو

∑𝑒𝑖
2 = ∑𝑦𝑖

2 + �̂�1 ∑𝑥𝑖𝑦𝑖 ……………(62.2) 

𝜎2              ع ى أ ن : 𝜎2 جصى   صمف   ول   =
∑𝑒𝑖

2

𝑛−2
 

     طو: 62.2وب نلا امض عر انبس  مر انا  دن  

𝜎2 =
∑𝑦𝑖

2 − �̂�1 ∑𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛 − 2
…… . . (63.2) 

اناش ا ة عر خ  ا   ار    ب غر أخ  ع ان ي    اثو ان سب  غير مجااع مصب  د ا  صاف د انقينأن    ا ا ل  يو 
 ان ي   إنى درج  ان صم  ن   أ.

S𝑒  ب نصمزوإذا رمز   إنى انلا  غص ان  ي غيص انالا يز نلاب غر ان  أ 
S𝑒     (  فأن:2

2 =
∑𝑒𝑖

2

𝑛−2
 

S𝑒ذنك ل  ي أن 
 .𝑈𝑖فضو م  ر غيص ملا يز نلاب غر انالاقيص ان شااصي أوي  ان  أ  أ 2


