Loi des grands nombres (LGN)

Soit (X,);7, une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-

buées (i.i.d.)etS, = X7 +--- + X,,. Si E(|X;]) < o0, alors :

— Loi faible :
Su ®, E(X,).
n n—oo
— Loi forte:
Su
- — [E(X;) ps.

Convergence en loi

Soit (X,;) une suite de variables aléatoires (définies sur (Q, ¥, P)) et (Fx,) la suite des
fonctions de répartition correspondantes (Fx,(t) = P({X, < t}), t € R). X,, converge en

loivers X ("X, = X)si:

lim Fx (t) = Fx(t), Vte€ R, point de continuité de Fy.

Théoréeme central limite (TCL)

Soit (X,,);7 , une suite de variables aléatoiresi.i.d. telle que [E(X;) = u € Ret Var(X;) =
02> 0.S0it S, = X; +--- + X,,. Alors :

ST NO,)
Vo noe 7

c’est-a -dire :

JP(S”_”“ < t) f L 2o =@, VieR
<t|— e Tdx = , )
Vi == )

—00 27
(N.B. : 1a fonction de répartition @ de la loi N(0, 1) est continue sur tout IR.)
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Processus aléatoire a temps discret

Filtration

Définition
Une filtration sur (Q, ¥, P) est une famille croissante ¥ = (7;);er de sous-tribus de 7,
c’est-a-dire ¥, € F; € F pour tout 0 <s <t dans T.

On dit qu'une filtration ¥ = (F;).r satisfait les conditions habituelles si elle est

continue a droite, i.e. :

Fioi=( |Fe=Fp, VteT

s>t
et si elle est complete, c’est-a-dire F( contient les ensembles négligeables (N = {N €
F |P(N) = 0} € Fo).
On dit que (QQ, 7, F = (Fi)ier, P) I'espace de probabilité filtré satisfait les conditions
habituelles.

Processus stochastique

Définition
Un processus stochastique X = (X;)er est une famille de variables aléatoires X; définies

sur un méme espace de probabilité (Q), , P) indexé par un ensemble T.

X:TxQ->R
(t/a))'_)Xt(w)

En général T = R" ou T = [0, T] et on considere que le processus est indexé par
le temps t € T. Un processus dépend de deux parametres : X;(w) dépend de ¢ et de

I’aléatoire w € Q) :

— pourt € Tfixé, w € Q — X;(w) est une variable aléatoire sur I'espace de probabilité

(Q,F,P).
— Pour w € Q fixé, t — X;(w) est une trajectoire du processus.
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Définition
Soit X = (Xi)ter un processus stochastique défini sur un espace de probabilité (Q, ¥, P).

Une filtration naturelle & X est la filtration définie par :

FX=0X()|0<s<t), VteT
Définition (Egalités des processus)
Soit X = (Xi)ter et Y = (Y})er deux processus :

1. Deux processus X et Y ont méme loi s’ils ont méme loi finie-dimensionnelles,

pour toutp € Netty,..., t, €T.

L
(th,. : .,ti) = (Yt1/~ ) -/Ytp)
2. On dit que (Y¢)ier est une modification (ou une version) du processus (X;)er si
pourtoutt € T,ona P(X; =Y;) = 1.

3. Deux processus (X;)ier et (Yi)er sont dits indistingables si leurs trajectoires coin-

cident p.s.; P(X; = Yy, Vt) = 1.

Proposition
indistinguable = modification = méme loi finie-dimensionnelles

Définition (Processus continus)
On dit que le processus est a trajectoires continues (ou est continu) si les applications
t = X,;(w) sont continues pour presque tout w.

Définition (Processus cadlag et caglad)

— Un processus est dit cadlag (continu a droite, pourvu de limites a gauche) si ses

trajectoires sont continues a droite, pourvues de limites & gauche.

— Un processus est dit caglad (continu a gauche, pourvu de limites a droite) si ses

trajectoires sont continues a gauche, pourvues de limites a droite.

Définition (Processus adapté)



Un processus stochastique X = (X;,t € T) est dit adapté (par rapport a une filtration ¥%;)
si X; est F;-mesurable pour tout .
Définition (Processus mesurable)

Un processus (X;).er est dit mesurable si l’application suivante est mesurable :
X: (R*"xQ,BR)®F) > R
(t/ C‘)) = Xt(a))

Définition (Processus progressif)
Un processus X = (X;;t > 0) est dit progressif (ou progressivement mesurable) si pour
tout t > 0, 'application (s, w) — X;(w) est mesurable sur [0, ¢] X O muni de la tribu

produit B([0, t]) ® F.

X:([0,t] xQ, B(0,t) ® F1) = R
(s, w) — X (w)

Remarque

1. Un processus progressivement mesurable est adapté.

2. Un processus adapté et a trajectoire continues a droite (ou a gauche) est progres-

sivement mesurable.

3. Un processus mesurable et adapté admet une version progressive.

Marche aléatoire symétrique sur Z

Soit (X)), une suite de variables aléatoires i.i.d. telle que

P({X: = +1}) = P({X; = -1}) =

N =

Soient Sy = 0etS, = X;+---+X,,. Le processus (S,, n € IN) est appelé la marche aléatoire
symétrique sur Z.

Deux points de vue possibles :



— (S;,n € IN) est une famille de variables aléatoires a valeurs dans Z.
— S
— Q — {suites (z,,n € N) a valeurs dans Z}.

— w > S(w) = (S,(w)), n € N est une suite aléatoire.

Propriétés
— Espérance: E(X;) =0 = [E(S,) =0.
— Variance : Var(X;) = E(X?) =1 = Var(S,) = Y., Var(X;) = n.

— Loi des grands nombres

Sn
P 0 ps.

— Théoreme central limite (TCL)

o Z~N(,1), ieS,= VnZ

B

Généralisations

— Marche aléatoire asymétrique sur Z : S, = X; + --- + X,,, ou X; sont ii.d.,

P((X) = +1}) =1 -P({X; = ~1)) =p # 3.

— Marche aléatoire a valeurs dans R: S, = X; +--- + X,,, o X; sont i.i.d. et

X1 ~ N(0,1) (par exemple).

— Temps continu : mouvement brownien.

Martingale

Définition
Soit (Q, £, IP) un espace de probabilité.

— Une filtration est une famille (¥,,n € IN) de sous-tribus de ¥ telle que ¥, C
Tﬂ+1l Vn € IN.



— Un processus aléatoire a temps discret (X,,n € IN) est adapté a la filtration

(Fn,n € N) si X, est F,-mesurable Vn € IN.

— La filtration naturelle d’un processus (X, n € IN) est donnée par (F,X,n € N), ot

FX=0(X;,0<i<n).

Définition
— Une sous-martingale (resp. sur-martingale) est un processus (M,, n € IN) adapté

a une filtration (%, n € IN) tel que :

(i) E(M,]) < oo, ¥n €N,
(i) EMpus1 | Fn) = My ps. (vesp. E(My | 1) <M, ps.), Yn € N.

— Une martingale est un processus qui est a la fois une sous-martingale et une

sur-martingale, i.e un processus vérifiant (i) et I'égalité dans (ii).

Proposition

Soit (M,,, n € IN) une martingale. Alors, Vm,n € IN :
]E(Mn+m | ?:n) = Mn p-s., ]E(Mn+1 - Mn | ?:n) =0 p-s.,

E(M,+1) = E(M,11 | F,)EM,) = --- = E(M)).

Exemple

Soit (5,)sen une marche aléatoire symétrique a valeurs dans Z ou R, i.e 5o = 0 et

S, =Xi+---+X,,avec (Xj)i»1 sontii.d. et E(X;) = 0. On pose :
Fo=10,Q} (latribu triviale), ¥, =0(X;,1<i<n), Vn>1.

Alors, (S,)nen est une martingale par rapport a (7,,).en. En effet :

(0) S, est F,,-mesurable, Yn € IN.



n
(i) E(IS.) < ) E(Xi)) < oo.
i=1
(ii) E(Swa | Fn) = E(Sn | Fu) + E(Xur | Fu) = Sp + E(Xy1) =S50 pes.
Dans cette série d’égalités, on a utilisé successivement :
— le fait que S,11 = S, + Xj,41 et la linéarité de 'espérance conditionnelle,
— le fait que S, est F,,-mesurable et X,;; est indépendant de 7,

— et finalement I'hypothese que les v.a. X, sont toutes centrées.

Proposition

Soit (M,) une martingale par rapport a (¥,) et ¢ : R — R une fonction convexe
telle que E(lp(M,)]) < oo, ¥n € IN. Alors, (¢(M,)) est une sous-martingale (par rapport

a (,)). En particulier, (M2) est une sous-martingale.

Démonstration. Par 1'inégalité de Jensen (pour l'espérance conditionnelle), on a :

E(p(M,41) | F) = @(EM,11 | F)) = o(M,,)  p.s.

Ce qui prouve la propriété (ii). Les autres vérifications sont triviales.

Définition

Un temps d’arrét par rapport a (,) est une variable aléatoire T a valeurs dans
IN U {+0o0} telle que :
{T<nle¥F, VnelN.

Exemple

Si (X,) est un processus adapté a (7,), alors pour tout a € R, la variable aléatoire T,
définie par :

T,=inf{n e N : X,, > a},
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est un temps d’arrét, car :

T, <n}={3ie€{0,...,njtelque X; >a} =| {Xi>a}eF,,
i=0

car chaque événement {X; > a} € ¥; C F, (du fait que (X,,) est adapté et que i < n).

Définition

Soit (X,,) un processus adapté a une filtration () et T un temps d’arrét par rapport
a (F,). On pose :
Xr(@) = Xrw(@) = Y Xu(@)ir=n (@),

nelN

Fr={AeF :AN{T <n}eF, ¥neNN}.

Remarque

Ce théoreme reste vrai pour une sous-martingale ou une sur-martingale (avec les

inégalités correspondantes).

Lemme

Y est une variable aléatoire Fr-mesurable ssi Y1r—, est F,-mesurable, Vn.

Démonstration (Théoréme d’arrét)

Démontrons tout d’abord que si T est un temps d’arrét tel que 0 < T(w) < N, Vw € Q,

alors

N
EMy | F7) = Y Mgy =My ps. (1)
n=0

Appelons Z le terme du milieu de 1?équation ci-dessus. Pour vérifier que E(My |

¥Fr) = Z, il faut vérifier les deux points de la définition de 1?espérance conditionnelle :
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(i) Z est Fr-mesurable : effectivement, Z17—,; = M, 17=) est F,-mesurable Vn, donc

par le lemme, Z est Fr-mesurable.
(i) E(ZU) = E(MyU), VY Uv.a. Fr-mesurable et bornée :
N

N N
a b
Y EM Aoy 2 ) EEMy | F)lr=nl) 2 Y BMyir—yl)

n=0 n=0 n=0 car.
= EWMyU),
(a) : (M,,) est une martingale. (b) : 17, U est F,-mesurable par le lemme.

E(ZU)

En utilisant (1) avec T = T; et T = T, successivement, on trouve donc que
Mr, = EMy | F7,) = E(E(My | 71,) | 71,) = EMz, | 77,)  ps., (©)

ott (c) découle du fait que Fr, C Fr, (car T; < T5).
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