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8 CHAPITRE 1. NOTIONS D’ERREURS

1 PRELIMINAIRES

L'outil fondamental en analyse numérique (qui nous fournit des méthodes de calcul pour
I’étude et la solution approchée de proble mes mathématiques dont la résolution est généralement
impossible ou impraticable ), demeure la formule de Taylor. Ces solutions approchées sont le
plus souvent calculées sur ordinateur au moyen d’algorithmes convenables. Dans ce qui suit
nous rappelons quelques théorémes dont la connaissance est impérative pour une meilleure
compréhension de la suite.

Théoréme 1 (de la valeur intermédiaire). Soit f une fonction définie sur un intervalle [4,b], on
définit m = inf, ;) f(x) et M = supxe[u’b]f(x). Alors pour tout y dans [m, M], il existe au moins
un point x dans [a, b] pour lequel

f(x)=yv.

17—

Ficure 1.1 — Illustration du théoréme de la valeur intermédiaire.

Théoréme 2 (des accroissements finis). Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle
[a,b], différentiable sur ]a, b[. Alors il existe au moins un point ¢ dans [a, b] pour lequel

f(b)=f(a)=f(c)(b~a).

Théoreme 3 (de la moyenne). Soit w(x) une fonction non négative définie et intégrable sur un
intervalle [4, b], et soit f(x) une fonction continue sur |a, b[. Alors

b b
J w(x)f(x)dx:f(é)f w(x)dx

pour & € [4,b)].

Théoréme 4 (de Taylor). Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [a,b], (n+1) fois
dérivable sur [4,b] pour n > 0, et soit x,xq € [4,b]. Alors

f(x) = pu(x) + Ryyp1 (x). (1.1)



1. PRELIMINAIRES 9

Oou
Pl = flro)+ 2 i)
. (X_HTO)nfn(xO)
Et
Runl) = + X:(x—t)”f(”“)(t)dt (1.2
= %ﬂ"”)(é)

pour & €]xg, x[
En utilisant la formule de Taylor on obtient par exemple les formules suivantes :

2 n n+1

X X

X _ x_ - gx
et = 1+x+ > +"'+n!+(n+1)!e (1.3)
2 4 2n
cosx = 1—%+%+...+(—1)”%+ (1.4)
" x2n+2
+(—1) mcos(éx)
n+l
1-x)7! = 1+x+x2+...+x”+1 , x20 (1.5)
De cette derniére formule nous pouvons déduire :
1 "k
1_x:Zx |x|<1 (1.6)

k=0

On peut calculer les séries de Taylor de n'importe quelle fonction suffisamment dérivable avec
autant de termes que l'on veut. Cependant a cause de la complexité de la différentiation de plu-
sieurs fonctions, il est souvent préférable d’obtenir indirectement leur polyndéme d’approximation
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de Taylor p,(x) ou leur séries de Taylor, en utilisant I'un des développement limités connus. Les
trois exemples qui suivent montrent que les erreurs sont plus simples que lorsque I'on utilise la
formule de ’erreur (1.2).

1.1

Exemples

. f(x) = e, En remplacant x par —x? dans (1.3), on obtient :

4 2 2n+2
—x? _ 2 X__ _ nm _ n+1x— Ex
et =1-x"+ > s+ (-1) o +(-1) (n+1)!e
avec &, € [-x2,0].
.f(x):tanlw,En posant x = —u? dans le développement deﬁona:
1 ) 4 ) 1u2n+2
1512 =1-u“+u —...+(—1)”u n+(_1)ﬂ+ m

en intégrant sur [0, x] on aboutit a :

1 x3 xS x2n+1 X u2"+2
=xX——+—=—... 4+ (-1 +(-1)" du
35 0

tan(x) 2n+1 1+u?

En appliquant le théoréme de la moyenne, on obtient :

x u2n+2 x2n+3 1
J Sdu = . 5
o 1+u 2n+3 1+ &;

avec &, €[0,x].

1 . N 4 . . ez T
. f(x) = Io sin(xt)dt, Utilisant le développement de sinx, et intégrant, on écrit :

n i
x2] 1 x2n+1

) 1
F) =) T S G | st

j=1

avec &, € [0, xt]. L'intégrale dont le reste est bornée par 2111?’ mais on peut aussi la mettre
sous une forme simplifiée, et en appliquant le théoréme de la moyenne on a :

n 2n+1

L L x .
J; sm(xt)dt:Z(—l)] 2 +(-1) mcos(éx)

=1

avec &, €[0,x].

2 Erreurs absolues et Erreurs relatives

Un nombre approché x est légerement différent du nombre exact X, et qui dans les calculs

remplace X.

e Six <X, x est dit valeur par défaut .

e Six> X, x est dit valeur par exces .

On note généralement x ~ X.
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2.1 Exemple

1,41<V2<1,42
Définition 5. On appelle erreur Ax d’'un nombre approché, la valeur :
Ax=X-x,

C’est-a-dire
X=x+Ax

Définition 6. On appelle erreur absolue A d’un nombre x la valeur
A=|X-x| (2.1)

Remarque 7. 1. Si X est connu, l'erreur absolue est déterminée par (2.1).

2. Si X est inconnu, l’erreur absolue A est impossible a déterminer. Dans ce cas on introduit
la limite supérieure de l’erreur absolue.

Définition 8. On appelle borne supérieure de l'erreur absolue tout nombre supérieur ou égal a
l’erreur absolue de ce nombre. C’est-a-dire :

A= X-x|< A,

si A, désigne la borne supérieure, donc
x—A, <X <x+A,
On note
X =x=xA,.
2.2 Exemples
Trouver la borne supérieure d’erreur absolue de 7w = 3,14.

3,14<nt<3,15

Donc | x—7t|< 0,01, on peut poser A, = 0,01, comme 3,140 < 7t < 3,142, une meilleure estimation

de la borne d’erreur absolue est A = 0,002.

Définition 9. On appelle erreur relative notée 6 d’un nombre x, le rapport suivant :

} A
o= ﬁ, (X * 0)
C’est-a-dire
A=|X|6.

Définition 10. La borne supérieure de l'erreur relative 6, est un nombre supérieur ou égal a l'er-
reur relative de ce nombre. C’est-a-dire :

0 <90y
c’est-a-dire
A <o
| X~
donc
A< X | oy
On peut aussi utiliser
Ay =[x |0

car X ~ x.
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Remarque 11. Sil'on connait une borne d’erreur relative 6, on a:

X =x(1+0,)
C’est-a-dire A
Oy = X
ox-A,
De méme on obtient :
A= X0y
T1-6,

Exemple

En cherchant la constante de gaz, on a obtenu R = 29,25, 'erreur relative étant 1% trouver
un encadrement de R. On a 6, = 0,001, donc A, = Ro, = 0,03, c’est-a-dire :

29,22 < R<29,28.

3 PRINCIPALES SOURCES D’ERREURS

Les erreurs commises dans les problémes peuvent é tre des :

Erreurs inhérentes au probléme : Erreurs dies a la position méme du probleme. Le modele
théorique est trés rarement fidele au modéle réel. Lors de ’étude d’un phénomene de la
nature on est souvent contraint d’admettre certaines conditions.

Erreurs de la méthode : Il arrive qu’il soit difficile ou mé me impossible de résoudre un probleme
enoncé en termes exacts. On le remplace par un probleme approché.

Erreurs de troncature : Associées aux processus infinis. Les fonctions données dans les for-
mules le sont sous forme de suites infinies ou de séries, on est donc obligé de mettre fin
a un certain terme de la suite. Par exemple, 'approximation d’une somme infinie par une
somme finie, l'approximation de la limite d’une suite par un terme de “grand indice” ou
encore 'approximation d’une inté grale par une somme finie.

Erreurs initiales : Dues a la présence dans les formules de parameétres dont les valeurs sont
approchées.

Erreurs d’arrondi: Duies au systéeme de numérisation.

Erreurs propagées: Les erreurs des données de départ se repercutent sur le résultat des cal-
culs.

4 PRECISION, CHIFFRES SIGNIFICATIFS

4.1 Chiffres significatifs

Définition 12. On appelle chiffre significatif d’'un nombre tous les chiffres de son écriture a partir
du premier chiffre différent de zéro a gauche.

Exemple Les chifres significatifs des nombres x = 0,03045 et x = 0,03045000 sont ceux sou-
lignés. Ils sont 4 chiffres dans le premier cas et 7 dans le deuxieme.
Définition 13. Un chiffre significatif est dit exact si l'erreur absolue sur le nombre ne dépasse pas
I'unité de 'ordre correspondant.

Exemple x = 0,03045, A(x) = 0,000003; x = 0,03045000, A(x) = 0,0000007 ; les chiffres sou-
lignés sont exacts.
Définition 14. Si tous les chiffres significatifs sont exacts, on dit que le nombre est écrit avec tous
les chiffres exacts.

Exemple x = 0,03045, A(x) = 0,000003, x, est écrit avec 4 chiffres exacts. On parle souvent de
décimales exactes. Dans le dernier exemple le nombre x est écrit avec 5 décimales exactes.
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4.1.1 Reégle pour arrondir les nombres

Soit x un nombre approché sous forme décimale. Pour 'arrondir jusqu’a # chiffres significatifs,
c’est-a-dire le remplacer par un nombre x; ! avec n chiffres significatifs, on rejette tous les chiffres
a droite du n'®™¢ chiffre significatif ou s’il faut conserver les rangs, on les remplace par des zéros.
Dans ces cas :

— Si le premier des chiffres rejetés est inférieur a 5, les chiffres restent inchangés.

— Si le premier des chiffres rejetés est supérieur a 5, on ajoute une unité au dernier chiffre

restant.

— Si le premier des chiffres rejetés est égal a 5, et si parmi les autres chiffres rejetés il y en a

des non nuls, le dernier chiffre restant est augmenté de I'unité.
e Mais si le premier des chiffres rejetés est égal a 5 alors que les autres chiffres rejetés
sont nuls, le dernier chiffre conservé reste inchangé s’il est pair ou on lui ajoute une unité
s’il est impair.
Exemple En arrondissant le nombre

x=3,045166382535

jusqu’a 5; 4 et 3 chiffres significatifs, on obtient les nombres approchés 3,0452, 3,045 et 3,05

5 Cumulation des erreurs d’arrondi

5.1 Erreurs d’arrondi sur une somme

Soient X,Y des nombres réels supposés représentés sans erreur avec N chiffres significatifs :

X:O,alaz...aN.bp, b*1+Psx<bP
Y =0,a]a)...ay.b9, b1t <y < bi

Et A(X +Y) l'erreur d’arrondi commise sur le calcul de X + Y. Supposons p > q.
— Si X+Y <P, le calcul de X +Y s’accompagne de la perte des p — g derniers chiffres de Y
correspondants aux puissances b4 < b™N*P; donc A(X + Y) < b~N*?, alors que X + Y >
X > b1,
— Si X +Y > bP, la décimale correspondant a la puissance b™N*P est elle aussi perdue, d’ou
AX+Y)<b!-N+p,
Dans les deux cas :
AX+Y)<e(| X|+]Y]),

Ou & = b'™N est la précision relative. Ceci est vrai quel que soit le signe de X et de Y. En général,
les réels X,Y ne sont connus que par des valeurs approchées x,y avec des erreurs respectives
Ay =|X-x|A, =| Y -y | A ces erreurs s’ajoutent I'erreur d’arrondi :

Alx+y) <e(lx[+]y[+Ax +Ay).

Les erreurs A,A, sont elles mémes le plus souvent d’ordre ¢ par rapport a | x | et|y |, de sorte que
'on pourra "négliger les termes ¢A, et ¢A,. On aura :

Alx+y) <A+ Ay +e(lx|+ 1y

Remarque 15. Pour calculer une somme de réels positifs } ', 1y, on calcule les sommes partielles
Sk = Uy + Uy + ...+ uy de proche en proche par les formules de récurrence :

So = 0
Sk = Sk_1 + U, k>1

1. le nombre x; est choisi de facon 4 minimiser l’erreur d’arrondi | x; —x |



14 CHAPITRE 1. NOTIONS D’ERREURS

Si les uy sont connus exactement, on aura sur s; des erreurs A telles que Ay =0 et

Ay, <Ay | +e(sor +ug)=A

Sk = + ESk.

Sk-1

Lerreur globale sur s, vérifie
A; S e(sy+53+...+5y).

5.2 Erreurs d’arrondi sur un produit

Le produit de deux mantisses de N chiffres donne une mantisse de 2N ou 2N —1 chiffres dont
les N ou N —1 derniers vont étre perdus. Dans le calcul d’'un produit XY il y aura donc une erreur
d’arrondi

Alxy)<e| XY, ou e=b"N,

Si X et Y ne sont connus que par des valeurs approchées x, p et si Ay =[ X —x|, A, =[Y -y |, ona

une erreur initiale :
| XY —xy |=| X(p=Y)+ (x=X)p [<| X | Ay + Ay |y |

A cette erreur s’ajoute une erreur d’arrondi :
Alxy) <elxyl<e(lx|+A0)(y | +Ay).
Ce qui donne la formule approximative :
Alxy) < x[Ay+Ay) |y | +elxp .
Cette derniere formule nous permet d’obtenir par récurrence :
Alxyxy...xp) < (k=1)e | xyxp. .. XX | -

Remarque 16. La majoration de l'erreur d’un produit ne dépend pas de l'ordre des facteurs.

6 Représentation approchée des nombres réels

L'objet de cette section est de mettre en évidence les principales difficultés liées a la pratique
des calculs numériques sur ordinateur. La capacité mémoire d’un ordinateur est par construction
finie. Si X est un nombre réel, il est donc nécessaire de représenter X sous forme approchée. La
notation la plus utilisée est la repré sentation avec virgule flottante :

X ~ +m.bP

Ou b désigne la base de numération, m la mantisse, et p l'exposant. Les calculs internes sont
généralement effectués en base b = 2, méme si les résultats affichés sont finalement traduits en
base 10. La mantisse m est un nombre écrit avec virgule fixe et possédant un nombre maximum
N de chiffres significatifs (impos é par la mémoire de 'ordinateur) : suivant les machines, m s’é
crira

N
m:o,ala?_---aN:Zakb_k, bl<m<l1.
k=1
Ceci entraine que la précision dans "'approximation d’un nombre réel est toujours une précision
relative : N
A, A b~
Dx _ Om o — bl_N.

X m = bl
Onnote € = cette précision relative. Exemple. La méme écriture peut représenter des nombres
différents dans des bases différentes : 123,45 en base 10 repr ésente le nombre x = 1.102 +2.10 +
3+4.107' +5.1072, en base 6 il représente le nombre y = 1.6% +2.6+3+ 4.6 +5.672. D’autre part,
le méme nombre peut avoir un nombre fini de chiffres dans une base, et un nombre infini dans
une autre base : x =1/3 donne x3 = 0,1 en base 3 et x;9 = 0,3 en base 10.

bl*N
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6.1 Nombres en virgule flottante

De nombreuses maniéres ont été proposées pour repré senter les nombres par un ordinateur
mais la plus utilisée aujourd’hui est donc la représentation dite en "virgule flottante” , et en base
2 (On utilise aussi la base 8 et la base 16 (numérotation hexadécimale a seize chiffres, de 0 a 9,
auxquels on rajoute les lettres A,B,C,D,E et F)). La maniére courante d’écrire les nombres aujour-
d’hui est la notation de position en base dix. On se donne donc dix symboles 0;1;2 =1+1;3 =
2+1;...;9 = 8+1. Lareprésentation d’un nombre entier est simplement une suite finie de tels sym-
boles. Par exemple 27821 n’est que le symbole 2 suivit du symbole 7,. . . Pour mettre en évidence
l'aspect suite de symboles , nous écrirons :

Pour savoir a quel nombre correspond cette suite de symboles, on les interpréte selon leur posi-
tion. Ici la base est b = 10 = 9 + 1. Cela signifie que chaque fois qu’on se déplace d’un chiffre vers
la gauche, la puissance de dix augmente de 1 :

’2[104]\ 17010%)| [s[10%)| |2[10']) [1[10%]]

Ainsi, le nombre représenté est 2b* + 7b3 + 8b% + 2b' + 10° = 2.10* + 7.10% + 8.10% + 2.10" +1.10°.
Ceci c¢’était pour les nombres entiers. Qu’en est-il des écritures avec virgule? Par exemple, que

représente 0,2? Simplement, c’est 2/10 = 21071 Et 1,74 représente 1.10°+7.107! +4.1072. De
maniére générale,

+ a, .. a4y ayg ,a_1 aA_p

représente le nombre +(a, 10" +---+a;10' +aq10° +a—; 107! +a_,1072 +---), C’est-a -dire

n

+ Z ailoi.

i=—00

Notons que la suite des décimales a_j,a_,,...peut étre finie ou infinie et que dans ce dernier cas
la série converge. Représenter les nombres en base deux se fait exactement de la méme maniére

qu’en base dix excepté qu’on remplace dix par deux! Ainsi, on se donne deux symboles 0 et 1. A
une suite de tels symboles

+ a, .. a ay ,a_1 A4_p .. a; €{0,1},

on fait correspondre le nombre

n
+ Z a;2' = +(a, 2"+ +a12+ag+a_12 L+

i=—o0
Nous noterons ce nombre (+4a,,...a;ag,d_14_3...),. On a donc (110), = 2% + 2! =5t (1,11), = 2° +
2714272 =1,75.

6.2 Non-associativité des opérations arithmétiques.

Supposons par exemple que les réels soient calculés avec N = 3 chiffres significatifs et arrondis
a la décimale la plus proche. Soient

x=38,22=0,822.10, y:0,00317:0,317.1072, z=0,00432 =0,432.1072,
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On veut calculer la somme x+y+2z (x+7)+z donne:
x+vy=23822317=0,822.10

(x+7)+z=~8,22432~0,822.10

x+ (v +z)donne:
v+2=0,00749 ~ 0,749.1072

x+(y+2)=8,22749~0,823.10
L’addition est donc non associative par suite des erreurs d’arrondi.

Remarque 17. En générale, dans une sommation de réels, l'erreur a tendance a étre minimisée
lorsqu’on somme en premier les termes ayant la plus petite valeur absolue.

6.3 Phénomeénes de compensation.

Lorsqu’on tente d’effectuer des soustractions de valeurs trés voisines, on peut avoir des pertes
importantes de précision. Exemple. On veut résoudre ’équation x*> — 1634x + 2 = 0 en effectuant
les calculs avec N = 10 chiffres significatifs. On obtient

A = 667487, VA’ = 816,9987760,

x; =817+ VA’ ~ 1633,998776,
x, = 817 — VA’ ~0,0012240.

On voit qu’on a une perte de 5 chiffres significatifs sur x,. Ici le rem éde est simple : il suffit

d’observer que x;.x, = 2, d'ou

2
Xy = — =1,223991125.1073.
X1

C’est donc ’algorithme numérique utilisé qui doit étre modifié.

7 SERIE D’EXERCICES

Exercice 18. Trouver une borne de l'erreur absolue du nombre x = 3.14 qui remplace nt(rw =
3.1415926...) dans les deux cas suivants :

1. 3.14 <7< 3.142.
2. 3.14<m<3.15.
Exercice 19. Supposons que xj,Xp,X3....X, approchent respectivement X;,X,,X3,..,X, et que

dans chaque cas la borne supérieure de I'erreur absolue est . Montrer que la borne supérieure de
l'erreur de la somme des x;(i = 1,2,...n) est égale a ne.

Exercice 20. Donner les bornes des erreurs relatives de a = 1.414 et b = 1.41 qui approchent
V2=1.414214.....

Exercice 21. En recherchant la constante des gaz de l'air on a obtenu R ~ 29.25 . La borne de
l'erreur relative de cette valeur étant 1/ , trouver les limites entre lesquelles est comprise R.
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2

APPROXIMATION

1 GENERALITES

Soit X = {x;, i=1,2,...n} un ensemble de n points appartenant a l'intervalle [a,b] C R.
Supposons qu’a chaque x; de X, on sache associer un y; € R, résultat d’une expérience ou
valeur donnée par une table, mais que cette opération soit impossible avec x € [a,b] \ X.
Notons
D ={(x;,pi), pour x; € X}.

On veut déterminer une fonction, facilement calculable, qui permette d’obtenir une estimation
“raisonnable” de la réponse du phénomeéne pour la valeur x.

Notons g cette fonction et G = {(x;,¢(x;)), pour x; € X}. Si on définit une “distance” entre D
et G, nous pouvons chercher une fonction g, d’un type préalablement choisi (un polynéme par
exemple), telle que cette distance soit minimale.

C’est ce qu’on appelle une approximation.

Un procédé général consiste a limiter la représentation de g aux combinaisons linéaires des
n+1 fonctions d’une certaine base, choisies a priori.

Si on désigne par

U (x), up(x), u3(X), ooy Uy (X)

les fonctions de la base, les représentations utilisées seront les combinaisons
ajuy(x) + aguy(x) +azus(x) +...+ a1 Uye1(x) (1.1)

qui dépendent des 1 + 1 coefficients 4; que nous devrions calculer pour définir chaque approxi-
mation.

Remarque 22. On utilise un procédé analogue lorsque on étudie la représentation de fonctions
par des séries de fonctions.
On prend une base infinie u;(x), u(x),..., u4,,1(X),... et on considére les séries

aup(x) + asuy(x) + azuz(X) + ...+ @1 e (X) + ... (1.2)

Lequation (1.1) apparait alors comme la somme partielle des n+ 1 premiers termes de (3.1).

2 APPROXIMATION

2.1 Meilleure approximation

Soit (E, d) un espace métrique et F C E. Chercher a approcher un élément f de E par un élément
de F, c’est donc déterminer g de F tel que :

d(f,g) = mind(f,h) (2.1)
heF
S’il existe, cet élément sera appelé meilleure approximation de f dans F au sens de la distance d.

17
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Théoreme 23 (d’existence). SiF est une partie compacte de E, alors il existe au moins un élément
g de F tel que:

d(f,g)=1ile'lpd(f,h)-

Corollaire 24. Soit E un espace normé. Si F est un sous espace vectoriel de E de dimension finie,
alors il existe au moins un élément g de F tel que :

—¢||l=mi —n.
Ilf-gll I}ilellglllf Il

Remarque 25. 1. Nous supposerons dorénavant que E est I’ensemble des fonctions continues
sur un intervalle [a,b] de R.

2. gestle plus souvent cherchée sous la forme suivante :
§(x) = ayuy (x) + axun(x) + azuz(X) + ...+ ayp s (%)
ou les u;(x) sont des fonctions choisies dans :

— la classe des mondmes :

1,x,x%,...,x"

— la classe des fonctions trigonométriques :
1,sinx,sin 2x,...,sin nx, cos x, cos 2x,...,COS hx.
— la classe des fonctions exponentielles :
1,expx,exp2x,...,expnx

C’est-a-dire que :

gx) = a1 x" +a x4 asx" 4t ax +ap,,
ou;
g(x) = c+ajcosx+aycos2x+azcos3x+...+a,cosnx+
+bysinx + by sin2x + bysin3x +... + b, sinnx,
ou;
g(x)=ayexpbix+arexpbyx+azexpbsx+...+a,expb,x,
ou aussi;
ax"+ax" N asx" v v a,x+a,

X) = ’
g bix" +box" L+ b3x" 2+, +b,x+ b,y

3. Dapproximation de f par des polyndmes, dite approximation polynomiale, est la plus
fréquente.
Théoréme 26. Si f est une fonction continue sur [4, b], pour tout € > 0, il existe un polynéme P, de

degré inférieur ou égal a n tel que :

max | f(x)—P,(x)|<e.
x€[a,b]



3. APPROXIMATION AU SENS DES MOINDRES CARRES 19

3 APPROXIMATION AU SENS DES MOINDRES CARRES

Définition 27. Soit E un espace vectoriel. Pour tout couple (f,g) de E x E, on définit le produit
scalaire noté (f, g) et la norme associée par :

I £ 1l= V<S5 -

Pour tout f € E, il existe g € F (F est un sous espace vectoriel de E, de dimension finie) tel que :
—g|l=min|| f-Hh].
I/ -gll=minll f -k

Théoréme 28. Une condition nécessaire et suffisante pour que g soit une meilleure approximation
de f est que:
(f-gh)=0 pour tout heF (3.1)

g est appelée meilleure approximation de f au sens des moindres carrés.

Démonstration. La Condition est nécessaire : Soit g la meilleure approximation de f. Faisons un
raisonnement par ’absurde. Supposons qu'’il existe i; € F tel que :

(f_g:h1>:C¢O'
Soit h, € F défini par :

hy=g+——h

? A

on a

I f=ha |

C C
ce-— hfog-—C
\/<f S ™ 8 ™

c?

\/Ilf—gll2 NTAE <lIf-gll

Ce qui est absurde.
La Condition est suffisante : Soit g; € F tel que : (f — g1, h) = 0 pour tout h € F on a alors :

If=hll = KF = f-h)
VO —gi—h+guf-g—h+g)
JIf g P+ llh-g |2

Dou || f —g lI<|l f =k || pour tout h € F et donc g; = g. cqfd

Théoreme 29. La meilleure approximation au sens des moindres carrés est unique.

Démonstration. Soient g; et g, deux meilleures approximations de f on a donc :

(f—g1,hy=0=(f —gp,h) pourtout heF

en particulier pour h = g; — g, d’ou

| ls-l=Vga-o+f-f.a-8)=
= V(F-8,81 -0 +{(f-82.81-8)=0

donc g = g». cqfd



20 CHAPITRE 2. APPROXIMATION

4 CARACTERISATION

Il s’agit maintenant de construire le polyndéme d’approximation qu’on note Q,(x) défini par :
Qn(X) =a;t+axx+ (13X2 +...+ an+1x".

tel que la différence
e(x) = f(x) = Qu(x)
ait une norme aussi petite que possible.
Soit P, I'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n. Et soit f une fonction conti-

nue sur un intervalle [4,b]. La meilleure approximation de f par un polynéme Q,, de P, s’écrit :

n+1

Qu(x) = bty (X) + bytiz (X) + ..+ b1t () = ) byt (%),
i=1

(Ou les u; forment une base de P,,, c’est-a-dire : u;(x) =x' i=0,1,...,n), et un polyndme quel-
conque P, de P, s’écrit :

n+1

Py (x) = a1t (%) + @gtip (%) + .. By tg(X) = ) @jthys1i(x).
i=1

La condition nécessaire et suffisante du théoréme s’écrit :

n+1 n+1

<f - Zbiun+1—ir Zaiurz+l—i> =0
i=1 1

i=
pour tout élément (a;,a,,...,a, + 1) de R**1. Ce qui donne le systéme d’équations :

n+1

Y bittparis ) = (frttag) j=12,0,m1 (4.1)
i=1

qui admet une solution unique.
4.1 Norme

Remarque 30. Sur 'ensemble des fonctions continues C([a,]), on utilise le produit scalaire sui-
vant : Soit w une fonction positive n‘ayant qu'un nombre fini de racines sur [a,b] et telle que :

f: w(x)h(x)dx existe pour tout h € C([a, b]). On suppose w continue par morceaux et on pose :

b
(f.8)= f w(x)f (x)g(x)dx.

Remarque 31. Le plus souvent dans le cas de I'approximation polynomiale on prend w(x) = 1.
La meilleure approximation de f € C([a,b]) par un polynéme de P,est donc le polynéme Q,
défini par :

b b
j ([ (x) — Qux)Pddx = minj ([ (x) - Py()Pdx.

PP,

Ce polyndme existe et vérifie :

b
f w(x)[f(x) = Q,(x)]P,(x)dx =0 pour tout P,€P,
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Ses coefficients b; sont donnés par le systéme d’équations linéaires :
n+1 b o b )
Zbij w(x)x?" 27T dx = J. wx)f(0)x" " Tdx j=1,...,n+1 (4.2)
i=1 a a

Exemple 32. Le polynéme Q, qui réalise la meilleure approximation au sens des moindres carrés
de la fonction f(x) = x3—x2—%1x+%1 sur l'intervalle [-1,1] avec w(x) = 1 est donné par la condition :

3
)
i=1 a

c’est-a-dire le systeme :

b=1

b=1
. 1 1 ;
1.x2'2+2‘l‘]dxzj 1.(x3—x2—zx+z)x2+l_]dx i=1,2,3
a

=1 =1

2 2 - 2,1 _ _7
§b12+ 503 = 5 +16 L
2 §b2 - g2_61 - 3_(i
3171 +2b3 = —§+7 = —%

qui donne comme solution :

1
by =-1;bp=—;b3=—.
1 2 355
le polynéme cherché est donc :
7
— 420 -
Qa(x) =—x 505" 1

Lerreur commise pour cette approximation s’évalue comme suit :

& :f(x)—Qz(X)Z(XS—X2—£X+i)—(—x2+lx+ l)=x3—§x.

Exemple 33. Le polynéme Q, qui réalise la meilleure approximation au sens des moindres carrés
de la fonction f(x) = |x| sur I'intervalle [-1,1] avec w(x) = 1 est donné par la condition :

3 1 1
Zbij x I dx = J |x|x3*]dx i=1,2,3
i=1 -1 -1

c’est-a-dire le systeme :

5b1+ 303 3
%bz = 0
%bl + 2b3 = 1
qui donne comme solution :
15 3
bij=—;b,=0;b3= —.
'T160 T 7 T 16
le polynéme cherché est donc :
15, 3
QQ(X) = Rx + E

Lerreur commise pour cette approximation s’évalue comme suit :

o ~ 15 , 3\ [ Bx?2-x-2 si x<0
€= f(x) = Qa(x) = |x| (16x+16)_{ 15,2 % osi x>0
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5 SERIE D’EXERCICES

Exercice 34. Trouver le polynéme P, qui réalise la meilleure approximation au sens des moindres
carrés de la fonction f(x) = |x — 1| sur 'intervalle [0, 2] en prenant w(x) = 1.

Exercice 35. Trouver le polynéme P, qui réalise la meilleure approximation au sens des moindres
carrés de la fonction f(x) = |3x — 5| sur I'intervalle [-1, 2] en prenant w(x) = 1.

Exercice 36. Trouver le polyndme P, qui réalise la meilleure approximation au sens des moindres
carrés de la fonction donnée par le tableau suivant :

x -1 -0,5 0 0,511
f(x) | -0,75 0 0,25 0
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1 GENERALITES

Le probleme de 'interpolation peut se poser dans plusieurs situations. Par exemple :

1- Une fonction f n’est pas completement définie. On connait simplement un nombre fini de
ses valeurs sur un intervalle [a, b], (par exemple des données expérimentales) x1,X,,..., X1
supposés tels que :

a<x1<xp <. Sx, <Xy <b

et les valeurs de f en ces points

fx1) =91, f(x2) = 2,0, f(X0) = Vo f (Xn41) = Vi1

On peut alors vouloir déterminer une fonction ¢, définie sur tout l'intervalle [a,]] et
constituant une certaine “approximation de f” (dans un sens a préciser). Il est alors sou-
haitable que ¢(x) soit numériquement facile a évaluer

2- f(x) est connu pour tout x, mais son évaluation numérique est complexe. On peut alors
vouloir déterminer une fois pour toutes un nombre fini de valeurs

fxa), flx)seees f ), f(Xni1)

et pour tout
XFEX1,X0,0005 Xy, X1

approcher f(x) en fonction de ces valeurs.

Cadre général de I'interpolation : Chercher une fonction @(appelé l'interpolant), d’un type préalablement
choisi qui interpole f sur [a,b], c’est déterminer cette fonction @ telle que

ex;)=f(x;), i=12,...,n+1 (1.1)

Cela signifie d'un point de vue géométrique, qu’il faut trouver une courbe d’équation y = @(x) et
d’un type donné passant par le systéeme de points

M;=(x;,v;) i=12,...,n+1.

Le probléme ainsi posé peut avoir une infinité de solutions ou ne pas avoir du tout de solution.
Cependant, il admet une solution et une seule si I'on cherche non pas une fonction quelconque
¢@(x) mais un polynéme de degré inférieur ou égal a n qui vé rifie (1.1) et est tel que :

Pn(xl):ylr Pn(x2):y2’ ----- 'Pn(anrl):ynJrl-

Nous obtenons la formule d’interpolation :

y =)
Que nous utiliserons donc pour le calcul approché des valeurs de la fonction donnée f(x) pour
des valeurs de x différentes des points d’interpolation x;, i =1,..n+1.
Remarque 37. Si x € [x1;x,41] on parle d’une extrapolation.

Proposition 38. Si x1,x3,...,%x,41 sont (n+ 1) points distincts de R et si y¢,v,,...,¥,41 sont (n+1)
réels, alors il existe un et un seul polynéme réel P de degré inférieur ou égal a n tel que

Pn(xl):ylr Pn(xZ):yZJ ------ an(xn+1):yn+1'

Démonstration. Tout polyndme réel de degré inférieur ou égal a n s’écrit de maniére unique sous

la forme

Py(x)=aox" +a1x" ' + ... +a,
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I’ensemble R[X] de ces polyndmes est donc un espace vectoriel réel de dimension (1 +1). Uappli-
cation

R[X] — R™!

P(xy)
P -
P(xp41)
est linéaire et injective car un polyndme de degré inférieur ou égal a n qui a (n+ 1) zéros distincts
est nul. Il s’ensuit que cette application est aussi surjective, d’out la conclusion. cqfd

Remarque 39. Pour trouver les coéfficients du polynéme P, (x) c’est-a -dire déterminer ag,ay, ..., a,,
il suffit de résoudre le systéme linéaire (de Cramer) suivant :

n
T x X1 (%o 1
1 x x" a
n+1 n+1 n Vn+1

La matrice de ce systéme est une matrice de Vandermonde. Cependant, cette méthode de détermination
des coefficients est peu efficace. On préfére des méthodes basées sur des formules explicites pour
le polynéme P,(x) telles que les formules dites de Lagrange et de Newton établies ci-dessous.

2 POLYNOME DE LAGRANGE

Soit {x1,x,,...x,,11}, (n+1) valeurs distinctes de [a, b] données. On suppose que que l’'on connaisse
les valeurs correspondantes de y = f(x) c’est-a-dire on a :

fx) =1 f(x2) = Y2 f (Xns1) = Y-
On veut construire un polynéme L,(x) = Z:-:“ll pi(x)f(x;), de degré inférieur ou égal a n, vérifiant :
Lyxj))=v;, i=1,2,.n+1.
ou les fonctions p;(x) sont telles que :

s )1 osioj=i
p,(x])—éz]—{o si j#i

Ou o;; est le symbole de Kronecker. Résolution du probléme : Le polynéme a obtenir s’annulant
en (n+ 1) points x1,X5..., Xj_1,Xj41,.., Xns1, il s’ecrit donc :

pi(x) = Ci(x = x1)(x = x2)...(x = X1 ) (% = Xj1)-oo (X = Xp), (2.1)

ou C; est une constante. Posant dans (3.1) x = x; et comme p;(x;) = 1, on a donc :

Cilx; = x1)(x; = x2)- (3 = xi-1) (% = Xjp1)- (% — %) = 1

c’est-a-dire : .

(2 =29 ) (% = %) (27 = X1 ) (X = Xjg1)e (X5 — Xp)

en portant cette valeur dans (3.1) on obtient :

Ci=

n+1

(= x1) (X = X)-. (X = X J(X = Xjn ) (X = %) I_[ (x—x;)
(x; = x1) (3 = X2).en (3 = X (X = Xjr ) (X =) LN (i = x))

j#i

pi(x) =
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Le polyndéme L, (x) qui vérifie les conditions L, (x;) = y;, est alors de la forme :

n+1

Lu(x) =) pilx)p; (2.3)
i=1

En effet, d'une part le polynéme L, (x) ainsi construit est un polyn 6me de degré inférieur ou égal
a n. Bt d’autre part comme p;(x;) =1si j=1iet 0sinon,ona:
n+l

Ln(xj):ZPi(x]‘)inPj(xj)yi2}11’ j=1,2,.,n+1
i=1

En portant la valeur de p;(x) dans (2.3) tirée de (2.2) on obtient :

V(=)= %) = Xy ) = X)X = X,)
Lo(x) = —X)X = X2) (X = X )X = Xy ) (X X)) 24
B I o S W oy oy 24
n+l| n+l .
- Ul e
i=1j=1 " "
j=i
Le polynéme donné par (2.4) est appelé le polyndme d’interpolation de Lagrange. et
n+1 (X—x]‘)
(x;) = 2.5

j=1

j#i
sont appelés les coeficients de Lagrange.
Proposition 40. Le polynéme d’interpolation de Lagrange est unique.

Démonstration. Faisons un raisonnement par ’absurde. Soit L,(x)un polynéme de degré inférieur
ou é gal a n, distinct de L, (x) et est tel que :

I:n(x):yi i=1,2,...,n+1

Le polynéme
Qu(x) = Ly(x) — Ly (x)

dont le degré est aussi inférieur ou égal a n, s’annule en 1+ 1 points {xq,x;...., X4 1}, C'est-a-dire :

donc

cqfd

Exemple 41. Construire les coefficients de Lagrange pour n+1=2etn+1=3.

Solution 42. - Cas n+1 =2 : En appliquant la formule (2.5) on obtient

_ X=Xy . _ X —X1
P = s Pl =
et alors X% x-%
L(x) = flx)+ flx2)

_x1—xz X2 —X1
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- Cas n+1=3:En appliquant la formule (2.5) on obtient

(x—x1)(x—x3)
x3—x1)(x3—x2)'

(x —x1) (x = x3)
Xy —x1) (%2 —x3

(x —x3) (x —x3)
X1 —X2) (X1 —x3

Pl(x)=( v pa(x) = ( v p3(x) = (

et alors

_ (x —x7) (x—x3) (x —x1) (x—x3) (x—x1)(x=2x7)
Lalx) = (x1 = x2) (x1 _x3)f(x1)+ (x2 = x1) (x2 _x3)f(x2) " (x3 —x1)(x3 —xz)f(x3)'

Exemple 43. Construire le polynéme de Lagrange de la fonction donnée par y = f(x) = sin7tx pour

les points x; = 0, x; = %, X3 = 3.

Solution 44. On calcule d’abord les valeurs correspondantes aux points d’interpolation de la fonc-
tiony = f(x):

1 LT
> V3 = sin 7= 1
On applique ensuite les formules (2.4), on obtient le polyné me de Lagrange de degré inférieur
ou égal a 2 suivant :

TC
= O’ =sin — =
71 1%) sin 6

7
Ly(x) = —-3x> + 5%

Exemple 45. Soit la fonction y = f(x) donnée par le tableau suivant :

X y
321,0 | 2,50651
322,8 | 2,50893
324,2 | 2,51081
325,0 | 2,51188

On demande le calcul de la valeur de f en 323,5.

Solution 46. On pose x = 323,5; le polynéme de Lagrange sera un polynéme de degr é inférieur
ou égal a n = 3. D’apres les formules (2.4), on a :

(323,5-322,8)(323,5—324,2)(323,5 - 325,0)
(321,0-322,8)(321,0 — 324,2)(321,0 — 325, 0)
(323,5-321,0)(323,5 — 324,2)(323,5 — 325,0)
(322,8-321,0)(322,8 — 324, 2)(322,8 — 325,0)

)

)

f(323,5) .2,50651 +

.2,50893 +

(323,5-321,0)(323,5 - 322,8)(323,5-325,0
(324,2-321,0)(324,2 - 322,8)(324,2 - 325,0
(323,5-321,0)(323,5 - 322,8)(323,5—324,2)
(325,0—321,0)(325,0— 322, 8)(325,0— 324, 2)

= —0,07996+1,18794+1,83897 —0,43708 = 2,50987

.2,51081 +

.2,51188

2.1 Cas ou les points sont equidistants

Soit {x1,x5....,X,41}, (n+ 1) points d’interpolation de [4, b], on suppose que :

xp=x1+h x3=xp+h=x1+2h, .xj=xj1+h=x1+(j-1h, .xp1 =x,+h=x1+nh
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Ouh= b,;l“ représente le pas de la subdivision. Les points d’interpolation x; sont alors dits équidistants.
Dans ce cas, les coefficients de Lagrange peuvent étre simplifiés, en posant :

X =x1+th

on aura :

t1:O, t2:1, ...tn:n.

D’ou
ﬁ (x1 +th—x, - (j - 1)h)
LG+ (= Dh) =x + (= 1)h)

i=1] j=
j#i

Vi (2.6)

n+1

(t-j+n |
!._1[ i |

j#i

Les coefficients de ,,(t) sont donc indépendants du pas h et des points x; ; ils peuvent étre représentés
dans une table.

Exemple 47. Soit la fonction y = cosx donnée par le tableau suivant :

x 5,0 51 5,2 5,3 5,4 5,5 5,6 5,7
v | 0,283662 | 0,377977 | 0,468516 | 0,554374 | 0,634692 | 0,708669 | 0,775565 | 0,834712
t 1 2 3 4 5 6 7 8
Calculer cos5, 34.
Solution 48. Posons

x=0,1t+5

Les valeurs de la nouvelle variable ¢ associées aux points d’interpolation seront alors :
t=0,1,2,3,4,56,7
I1 faut donc trouver la valeur de y pour x = 5,34, c’est-a-dire pour t = 3,47, les points étant

équidistants, on a donc :

8 8

(3,47 -j+1)
Zlﬂ |

j=i

0,592864

1,(3,47)

Donc cos 5,34 = 0,592864.

3 Estimation de ’erreur dans l’interpolation de Lagrange

Soit L,,(x) le polynéme de Lagrange qui interpole la fonction y = f(x) aux points {xq,x5...., X411}
c’est-a -dire qui vérifie :
Ly(x1) =91, Lu(x2) =92, s Lu(Xp11) = Y1

La question que l'on se pose maintenant est : quelle est 'approximation du polyndéme construit
par rapport a la fonction f(x)? ou en d’autres termes quelle est la grandeur du reste :

Ry (x) = f(X) = Lu(x)
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Pour évaluer cette erreur commise dans l'interpolation par le polyné me de Lagrange, nous sup-
posons que la fonction f est continue, dé rivable et a dérivées continues jusqu’a l'ordre (n+ 1)
dans le domaine [a, b] contenant x et les points d’interpolation x;. Soit

g(x) = f(x) = Ly(x) —k(x —x1)(x = x)eeere (X — x,)

Ou k est une constante. La fonction g posséde n+ 1 racines aux points

Choisissons k de sorte que g(x) ait une (1 + 2)/®" racine en un point quelconque fixé x de [a,b],
autre que les points d’interpolation. Il suffit pour cela de poser

F(%) = L() = k(% = 21 ) (£ = X2) oo (% = x)

D’ou
f(f) B Ln(f)

(X —x)(X—%x2)eeee (X —x3,)

k= (3.1)
car ¥ n’est pas un point d’interpolation. Pour cette valeur de k, la fonction g(x) admet (n + 2)
racines sur [4,b] et elle s’annule aux extrémités de chacun des intervalles suivants :

[x1,%2], [x2,x3], o [xi,X], [£xiea] o [%0 Xpe1],

En appliquant le théoréeme de Rolle & chacun de ces intervalles, on voit que la dérivée g’(x) admet
au moins (1 + 1) racines sur [a,b]. De méme, la dérivée seconde g”(x) s'annule au moins n fois
sur [a,b]. En opérant de méme pour les dérivées successives de la fonction g, on aboutit a la
conclusion que dans [a,b], la dérivée g"*1)(x) posséde au moins une racine. Notons par & cette
racine : on a donc g(”“)(é) = 0. Comme

" (x) = F D (x) —k(n+1)!

Pour x = £ on obtient :
0=fF (&) —k(n+1)!

Donc (1)
_ A
T (n+1)! (3.2)
En identifiant les équations (3.1) et (3.2) on obtient :
f(®) = Ly(®) friE)
(X—x)(X=%x2)cccer(R—x,)  (n+1)!
C’est-a-dire -
£ = 100 = Lo 80 = 001 (33)
Comme # est complétement arbitraire, I’équation (3.3) s’écrit :
(n+1)
Ryl = £ L) = 2 ) = 501 (3.4)

Ou & €[a,b] dépend de x.
Remarque 49. L’équation (3.4) est vraie pour tout point de [4,b], y compris les points d’interpola-
tion. En posant

M,y = max | £ (x)|
x€[a,b]

Nous obtenons I'estimation de ’erreur absolue dans I'interpolation par le polynéme de Lagrange
sous la forme :

IRy (x)] = 1f (x) = Lu(x)] <
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Exemple 50. Avec quelle précision peut-on calculer V115 a I'aide d’une interpolation par le po-
lynoéme de Lagrange de la fonction y = y/xsi l'on prend les points d’interpolation

X1 = 100, Xy = ].2]., X3 = 144.
Solution 51. Comme on a

—1x% _lx _3x%
y_z ’y_4 ’y_8 ‘

11 s’ensuit 3 3
M; = max|y”| = g(100)—% =210 pour 100 <x <144
Donc
3.1
Ro(x)l < 2107 [(115-100)(115~121)(115~ 144)| =

1
= —107°.15.6.29~1,6.107
16

4 POLYNOME DE NEWTON

4.1 Différences finies

Définition 52. Soit y = f(x) une fonction donnée. On pose Ax = x;;1 — x; = h une valeur fixée de
l'accroissement de x. On appelle différence d’ordre un de la fonction y I’expression :

Ay = Af(x) = f(x+Ax) - f(x)
On définit de fagon analogue les différences d’ordres supé rieurs

A"y =AA"Yy)  (n=2,3,...)
Exemple 53. A%y = A[f(x+Ax)— f(x)] = [f(x+2Ax) = f(x+ Ax)] = [f (x + Ax) = f(x)] = f(x + 2Ax) -
2f (x + Ax) + f(x).
Exemple 54. Construire les différences de f(x) = x
Solution 55. Ona Af(x) = (x+1)3-x> = 3x24+3x+1, A2f (x) = [3(x + 1)+ 3(x + 1) + 1]-(3x+3x+1) =
6x+6, A3f(x)=[6(x+1)+6]-(6x+6)=6, A"f(x)=0, pour n>3.

Proposition 56. Si f(x) = P,(x) = apx™ +a;x""! +... +a, est un polynéme de degré n, alors A" f(x) =
A"P,(x) = nlagh™ = C ou Ax =h et C est une constante.

3, en prenant le pas Ax = 1.

Démonstration. En effet,on a :

Af(x)

AP, (x) = Py(x+h) = Py(x) =
= ag[(x+h)"-x"]+a; [(x +h)" - x"_l] +..
vt ay_q [(x+h)—h]
En utilisant la formule du binéme de Newton, on voit que Af(x) = AP,(x) est un polynéme de

degré (n—1):
Af(x) = AP, (x) = box" L + by x" 2 + -+ b,
Oou
bo = Tlhﬂo
Suivant le méme raisonnement la différence seconde A? f(x) = A?P,(x) est un polynéme de degré
(n-2):
A?f(x) = A?Py(x) = cox" 2+ X" P+ 4 ¢,



4. POLYNOME DE NEWTON 31

et
co = (n—1)hby = n(n—1)haq

En raisonnant ainsi on établit de proche en proche que
A" f(x) = A"P,(x) = nlh"ay
D’ou l'on conclut
A"f(x)=A"P,(x)=0 pour m>n
cqgfd

Remarque 57. Le symbole A (delta) peut étre considéré comme un opérateur qui associe a la fonc-
tion y = f(x) la fonction Ay = f(x + Ax) — f(x) (Ax étant une constante).
Remarque 58. L'opérateur A a les propriétés suivantes :

1. A(lu+v)=Au+Av;

2. A(Ku) = KAu (K est une constante);

3. A™(A"u) = A"""u (m et n entiers non négatifs);

4

. On pose par définition A%u = u.
4.2 Différences divisées

Définition 59. Soit {x1,x;....,X,41}, (n+ 1) points d’interpolation de [a,b], et :

f(xl) =Y f(xz) =Y "-:f(xn+1) =Yn+1-

on pose :
Axi =i —x 20 (i=1,2,..)

On appelle différences divisées d'ordre 1, les relations données par :

YVit1 — Vi .
X | = ———, =1,2,...
flxixii] Xil—%; (i )

Exemple 60. f[x1,x,]= %, flx2,x3]= ii:ii, etc...

D’une facon analogue on définit les différences divisées d’ordre 2
f[Xiv1, Xivo] = f[Xi)Xiv1]

flxixivn Xigo] = oy , (i=1,2,..)
1+ 1

_ flxaxs]-flx1,%0]
- flxsx1] ’

D’une facon générale, les différences divisées d’ordre n s’obtiennent a partir des différences di-
visées d’ordre (n— 1) a I’'aide de la relation de récurrence suivante :

Exemple 61. f [x1,x2,X3]

F L xiag oty ] = DXl =l Xiena] gy
Xiyn —Xi

Remarque 62. Les différences divisées sont symétriques de leurs arguments, c’est-a-dire que les
différences divisées ne changent pas avec la permutation des éléments. Plus précisément, pour
toute permutation o de {1,2...,k} ona

f[xa(l)lxa(Z)l--'xo(k)] = f[x1, %2, ..k ]

Exemple 63. f[x1,x;] = % = ziiiz = f [x2,x1]
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Théoreme 64. Soit p, le polyndme d’interpolation de f aux points {xy, x;....,X,,,1}, alors pour tout
kde{l,2...,n}ona:
flx2, e Xpeea ] = f [0, %]

flxyxo,.xi] = ,
Xk+1 — X1

Démonstration. L'idée est de construire une fonction polynéme qui interpole f sur {xq,x;...., Xk41};
puis on identifie les deux expressions disponibles de son coefficient dominant. Soit p défini par

X=X )+ Xk+1 —X

p(x)= Pi(x)

Xk+1 — X1 ¢ Xk+1 — X1
Ou gy (respectivement py) désigne le polyndme d’interpolation de f sur {x;, x3...., Xk, 1} (respecti-
vement {x1,X,...., xx}). Par définition, p est un polynéme de degré inférieur ou égal a k. Montrons
que p interpole f sur {x,x5....,x;}. On évalue d’abord p(x;) : la contribution du premier terme de
la somme est nulle; il vient p(x1) = pr(x1) soit p(x1) = f(x;) par d éfinition de py. On évalue alors
p(xx) par le méme type de raisonnement, on montre que p(xx) = f(x). Puis on considé re x; pour
tout j dans {2,3...., k}. On sait que pi(x;) = gx(x;j) = f(x;) grace aux définitions de py et de g;. Un
calcul simple montre que : p(x;) = f(x;); en effet

p(xj) = ;ij_xl)f(xj)"‘(xkﬂ _xj)f(xj)] (4.1)

Xk+1 — X1

Soit

p est le polyndéme d’interpolation de f sur {x;,x;....,Xg41}. Soit « le coefficient dominant de p;
d’apres ce qui préc éde, a = f[xq,...,Xk41]. Sur 'expression (4.1), on voit que le coefficient domi-
nant de p est donné par

1
a = — [coef dominant (gqy) — coef dominant (py)]
Xk+1 — X1

comme (q;) et (px) sont des polyndmes d’interpolation sur {x;, x3...., xx,1} et {x1, x,...., X} respecti-
vement, 1’égalité cherché e en découle. cqfd

Remarque 65. Les différences divisées forment généralement un tableau du type suivant :

x | f(x) Différences divisées
Ordre 1 Ordre 2 Ordre 3 Ordre 4
xp | flx]
flx1,x2]
xy | f[x2] flx1,x2,x3]
fx2,x3] fx1,x2,x3,x4]
x3 | f[x3] fx2,x3,x4] f[x1,x2,x3, x4, X5]
flx3,x4] f[x2,x3,%4, x5]
xg | f[x4] f[x3,%4,x5]
f x4, x5]
x5 | f[xs]

Exemple 66. Donner les différences divisées de la fonction donnée par le tableau suivant :

X 0 0,2 0,3 0,4 0,7 0,9
v | 132,651 | 148,877 | 157,464 | 166,375 | 195,112 | 216,000

Solution 67. Les résultats sont portés sur le tableau suivant :
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X f(x) Différences divisées
Ordre 1 | Ordre 2 | Ordre 3 | Ordre 4
0 | 132,651
81,13
0,2 | 148,877 15,8
85,87 1
0,3 | 157,464 16,2 0
89,11 1
0,4 | 166,375 16,7 0
95,79 1
0,7 | 195,112 17,3
104,44
0,9 | 216,000

4.3 Polynoéme d’interpolation de Newton :

On a par définition

Fhonl= x  ox-x;
donc
f(x)=fxy)+(x—x1) f [%,x1]
et
flox,x]= f[x,xg:gxl’xz]
donc

fx) = flan)+ (x=x1) f[x1, %]+ (x = x1) (x = x2) f [, %1, %5]

en réitérant le procédé, on obtient :

f) = fle)+(x—x1) flx,x]+(x—x1) (x = x2) f [x1, %0, x3] + -+ +
+(x—x1) (x—xp) 0o (xx = xu) f [x1, X2, 0 X g1 ]
+(x—xp)(x—xp)eeee (2 = x) (X = Xpp1) f [ X1, %25 000 Xpip1 |

Remarque 68. Si f est un polynéme de degré inférieur ou égalanona:

flex,x0.0x41]=0

Remarque 69. Le polynéme défini par

Py(x) = flxr)+(x—x1)fx1,x2]+(x—x1) (x = x2) f [x1, %0, x3] + -+ +

+(x—x1) (x=x) - (=) f [%1, %2, X1 ]

est le polyndme d’interpolation de degré inférieur ou égal & n de f pour les points {xq,x5...., X1}

appelé polyndéme d’interpolation de Newton. C’est-a-dire qu’il vérifie :

P(xi)=f(x;) i=1,2,.n+1.

4.4 Erreur d’interpolation

En comparant f(x) et P,(x), nous obtenons la formule générale de l’erreur :

e(x) = f(x) = By(x) = (x —x1) (x —x3) -+ (x = xp41) f [, X1, X2, 000 X1 ]

que l'on peut ecrire sous la forme :

n+1
(x) = []_[ (x— xi)]f [x, X1, %2,y Xp11]

i=1

33

(4.2)
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4.5 Autre écriture du polynéme d’interpolation de Newton

4.5.1 Cas des points équidistants
En posant le pas du tableau h = Ax (Ax; = x;,1 —x;, i =1,2,.,n+1)et y; = f(x1), 9, =

f(x2),. 0,90 = f(x), V11 = f(x,41); alors nous obtenons :

k(k_l)Az et k(k=1)...k—n+1)
2! n!

f(x) =y +kAy; + A"y + R, (x)

Ou

X—X
k= hl et Ay, =1,-, A%y = Ay, — Ay,

t
¢ e k(k=1)...(k—n) k(k=1)...(k=1) \ iy

R =
n%) (n+ 1) (n+1)!
Exemple 70. Sachant que sin26° = 0,43837; sin27° = 0,45399 et sin28° = 0,46947, calculer
sin26°15".

Solution 71. Le tableau des valeurs se présente comme suit :

frE) =

v Exelxx]

Xi vi Ay; A%y,
1] 26 | 0,43837
0,01562
2 |27 | 0,45399 ~0,00014
0,01548

3| 28| 0,46947

7 ’
comme h=60" etk = W

_1
= 7 donc

1G-1

1
sin26°15"=0,43837 + —.0,01562 +

1 (—0,00014) = 0,442209.

Lerreur L .
Ll _qyl_»
W(L):o,zslo*6

R <
IRz (x)| < 3l 180

car comme y = sinx alors |y(”)| <1.

Remarque 72. Sil'on fixe n et que l'on pose
h= max |xz, 1 —x
he{l,...,n}| k1 — Xk
alors pour tout x € [x1,x,], on a

|(x = 1)+ (%1 = X1l < B(R)(2R) -~ (nh) < BTl

Si f est de classe C™*! sur [a,b]etsionax; =aeth< %, alors

SUP,efqp [ (%)]
n+1

sup |f(x) = Py(x)| < hL

xe€[xy,x;]

Comme le second membre tend vers zéro avec h, on peut donc rendre

sup |f(x) - Pn(x)|

x€[x1,x2]

aussi petit que l'on veut (avec h suffisamment petit). Ceci montre que I'interpolation polynomiale
peut étre utilisée pour approcher les valeurs de f(x).
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Remarque 73. La remarque précédente n'est en général pas vraie, méme si f est trés réguliére sur
[a,b]. Dans le cas o u xg,; — x; ne dépend pas de k, c’est 1a ce qu’on appelle le phénomeéne de
Runge. Par exmple si

1
f0)= 155
et si[a,b] =[-1,1], on peut montrer que le polyn éme P,(x) interpolant f(x) aux points
2k
Xp=—-1+ o (k=1,..,n+1),

ne tend pas vers f lorsque n — oo.

5 INTERPOLATION CUBIQUE DE HERMITE

On cherche le polynéme P; de R[X] qui prend deux valeurs imposées y; et y, en deux points
donnés x; et x,, et deux valeurs imposées de la dérivée y; et y5 aux deux mémes points, c’est-a
-dire :

Ps(x1)=y1, Ps(x2)=32 Pi(x1)=yp3 P3(x2) = pa.

Comme il y a quatre inconnues a déterminer dans P;(x) = ax> + bx? + cx + d, on écrit les équations

axf + bx% +cx1+d 2
axg + bx% +exp+d =
3axf +2bx1 +¢ V3
3ax§ +2bxy, +¢ V4

le déterminant de ce systéme se factorise en —(x, —x;)* et on obtient :

2091-92) | Y3ty

(x2=x1)> " (x1-x2)?
b = 3(x1+X2)(¥1-Y2) _ (x142X2)y3+(2X1+X2)Y4
(x1-x2)° (x1-x2)?
c = 6x1x(y1-32) | X2(2x1+X2)y3+x1 (2x2+X1 )Yy
R (x—x1)3 (x1—x2)?
i = x) (3x1=x2)p1 =x5(3%2—x1)Y2 X1 xp(x293+%1Y4)
(x1-x2)3 (x1-x2)>

6 SERIE D’EXERCICES

Exercice 74. On considére la fonction f(x) donnée par le tableau suivant :

X 1 4 6
f(x) | 1.5709 | 1.5727 | 1.5751

Trouver une approximation de f(3.5) en utilisant le polyndéme d’interpolation de Lagrange du
second degré .

Exercice 75. Ecrire les différences divisées de f(x) = x? et de g(x) = x°.

Exercice 76. 1. Construire le polynéme d’interpolation de Newton de la fonction y = f(x)
donnée par le tableau suivant :

x 0 2.5069 5.0154 7.52270
f(x) | 0.3989423 | 0.3988169 | 0.3984408 | 0.3978138

2. Trouver a l'aide de ce polyndme f(3.7608).
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Exercice 77. Soit le tableau des valeurs y = logx, trouver log 1005.

X

1000

1010

1020

1030

1040

1050

y

3.0000000

3.0043214

3.0086002

3.0128372

3.0170333

3.0211893

Exercice 78. Trouver sin14° a partir du tableau des valeurs données ci-dessous de la fonction

y = sinx, le pas étant h = 5°.

b 15° 20° 25° 30° 35° 40° 45° 50° 55°
v | 0.2588 | 0.3420 | 0.4226 | 0.5000 | 0.5736 | 0.6428 | 0.7071 | 0.7660 | 0.8192
Exercice 79. 1. En interpolant par un polyndéme de degré 3 et en utilisant la formule appro-

priée calculer pour x = 1.05, a ’aide de la table donnée ci-dessous, les valeurs de la fonction

Y =sinx.

X

1.0

1.1

1.2

1.3

y

0.841471

0.891207

0.932039

0.963558

2. Donner une majoration de l'erreur.
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1 INTEGRATION NUMERIQUE

1.1 Méthode Générale

Lorsque I'intégrale définie d’une fonction continue sur un intervalle [4,b] ne peut pas étre
évaluée analytiquement ou lorsque I'intégrale n’est pas donnée sous forme analytique mais numériquement
en un certain nombre de valeurs discrétes, I'intégration numérique peut étre utilisée.

I1 existe plusieurs méthodes permettant d’évaluer les intégrales de fonctions bornées sur un
intervalle [a,b]. La présence de singularité dans les fonctions (ou dans certaines fonctions) rend
les calculs parfois difficiles.

Le probléme de I'intégration numériqued’une fonction consiste a chercher la valeur de I'intégrale
définie a partir de plusieurs valeurs de la fonction sous le signe somme. L'intégrale a évaluer
étant :

b
I :j f(x)dx. (1.1)

L’intégration numérique consiste a remplacer 'intégrale (2.1) par une somme discréte sur un
nombre fini de points :

ol a; et x; sont des variables a préciser.
Pour que l’avaluation numérique soit correcte, il est nécessaire d’'imposer que toute méthode
d’intégration vérifie :
lim Iy =1 (1.2)
N—-o

Au dela de la vérification de ce criteére, la qualité d’une méthode sera évaluée par la maniére dont
la convergence vers le résultat exact s’effectue.

Nous supposerons dorénavant que les fonctions sont de classe C!(continues et a dérivées
continues) sur [4,b], mais aussi pour toute fonction f :

f'(x)<K Vxe€lab],
ou K est une constante finie. Ce qui veut dire que la dérivée de f n’est pas singuliére.sur (4, b].

On se propose alors de chercher une approximation de I. On remplace f sur [a,b] par une
fonction d’interpolation ¢ (un polyndéme par exemple) pour considérer :

bf(x)dx: b (x)dx
J serte= o

1.2 Approximation d’une intégrale
Soit w une fonction positive définie sur [¢,d], on veut approcher

d
I :J w(x)f (x)dx.

on suppose que f est connue en (1 + 1) points xy,xy,...., X,41. On écrit

n+1

I= Zaif(xi)+R
io1

ou a; seront choisi de telle sorte que R soit nul lorsque f est d’un type déterminé.
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Lorsque f est quelconque, on suppose que

A= Zaif(xi)
i1

est une valeur approchée de I et R est suffisamment petit.
Soient v, vy,...,v,41 (n+1) fonctions linéairement indépendantes continues sur [4, b]. On note
F, le sous espace engendré par ces fonctions. Pour que R soit nul, si f € F, on obtient :

n+1

d
I = f w(x)vE(x)dx = Zaivk(xi); k=1,.,n+1.
¢ i=1

On suppose que les fonctions! vy,v,,...,v,,1 sont telles que le systéme admette une soultion
unique.
Soit A,, la fonction d’interpolation de f dans F, vérifiant :

n+1

Anx) =) axve(x)

k=1
et
Au(x;)=f(x;) pour i=1,.,n+1.

nous avons
n+1

Jd WAy (X)dx =) @A, (x;)
c i=1

si

nous obtenons :
d n+l d
j wX)f(X)dx=) " aif(xi) +J w(x)e(x)dx
c i=1 c
Si la fonction d’interpolation A, (x) est le polyndme d’interpolation de f, c’est-a-dire que :

{v1(x),v2(%), o0y Vi1 (%)} = {1, %, x7)

On choisira {ay, ay, ..., a,,1} de telle sorte que R soit nul quand f est un polynéme quelconque de
degré inférieur ou égal a n.

1.3 Utilisation de l’interpolation polynomiale

Soit
n+1
An(x) = P(x) = ) Li(x)f (xi)
i=1
avec )
n+ X —x
_ ]
Lw=| =
j=1 !
j#i
d’ou

n+1

d d
p= j w(x)P,(x)dx = ZU w(x)Li(x)dx) Fx;)

i=1
Remarque 80. Sous certaines conditions sur w, {a;} et {x;} P est une approximation de I.
Remarque 81. Les a; sont indépendants de f, ils peuvent étre calculés une bonne fois pour toute.

1. vérifient les conditions de Haar.
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1.4 Etude de l’erreur d’intégration

Si f est (n+ 1) fois continument dérivable sur [a, D], on sait qu’il existe &, € [a,b] tel que :

()= £~y = Lo L)
avec
L(x) = ﬁ(x - Xj)
en intégrant on obtient : :
R=1-P= f w1

si w(x)L(x) est de signe constant dans [c,d] (en particulier si [¢,d] ne contient aucun des points
d’interpolation, avec w de signe constant sur [c,d]) le théoréme de la moyenne donne :

f(n+1)(77)

R=T)

d
J w(x)L(x)dx, ne€lcd]

si on connait une borne supérieure de f("+1)

M1 = sup |f(n+1)(x)|

xe[a,b]

on a

|R| < M71+1

d
< (n+1)!£ |w(x)L(x)|dx

1.5 Convergence des méthodes d’intégration

Soit f une fonction continue sur [4,b] et w une fonction (poids) définie sur [a, b] telle que

d
f lo(x)|dx <M

on approche

d
= f w(x)f(x)dx

par

n+1

A= Zﬁfz‘f(xi)
in1

ou a; et x; sont a déterminer.

Probleme 82. Savoir si en augmentant le nombre de points x;, on obtiendrait une valeur de A de
plus en plus proche de I. Plus précisemment a-t-on :

n+1

d
lim Y af(x) = f w()f ()dx?
i=1 ¢

La réponse n’est positive que sous certaines conditions sur {a;} et {x;}.
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Théoréme 83. Lorsque f est une fonction continue sur [a,b] nous avons

lim ia f(x; J (x)f (x)dx (1.3)

n—o0

si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. I’équation (1.3) est vrai pour un polynéme P quelconque

2. Y "*la;| est borné pour tout .

Démonstration. Soit P un polynéme quelconque. Posons

n+1
ef(x) = J x)dx — Zaf

t
) d n+1l
ep(x) = f w(x)P(x)dx — ZaiP(x,)
¢ i=1
on donc
d d n+1 +1
)= [ wPtdx+ [ wor00-Prjdx - ) airte) Z ()~ P(x,)
Cc c =1
ou
d n+1
e () =epl)+ [ @0 - Px= ) a5 - i)
¢ i=1

soit £ > 0 un nombre déstiné a tendre vers 0. D’apres le théoréme de Weirstrass 2

prendre un polynéme P tel que

nous pouvons

nax, If (x)-P(x)| <€

nous avons alors
n+1

)ef <|Ep |+€j |w(x)|dx — €Z|a|

c’est-a-dire
n+1

lef (0] < lep(x)]+ (M Z'“'

silim,_, . |ep(x)| = 0 pour tout polynéme P et si Z?:ll |a;] < N pour tout n on a

lim |£f |<E(M+N)

n—oo

cqfd

2. Sif est continue sur [a,b], il existe un polynéme de degré inférieur ou égal & n qui approche f.
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1.6 Formules de Newton Cotes

On suppose que f est connue en (n+ 1) points xq,xy,....,X,,11 équidistants, et tels que :

X1 = a,xy=x;+h,
xXji = xjq1+h=a+(i-1)h
Xyp1 = Xp+h=a+nh
on prend w(x) =1, Vx € [a,b].
On pose
Xn+1+k ntl
f f)dx=) " aif(x;)+R (1.4)
X1k i=1

— Sik =0, on dit que la formule (1.4) est de type fermé.
— Si k=1, on dit que la formule (1.4) est de type ouvert.
Les coefficients a; sont donnés par

Xn+1+k
a; = j L;(x)dx
X1k

comme les x; sont équidistants on peut poser x =a+thetona:

Xn+1+k
a; = J- li(f)dt
X1-k

avec

Remarque 84.
n+1
A = Qpy1, @) = Q@3 = QApy_1senennt Zai =b-a+2kn (1.5)
i=1

Remarque 85. Les méthodes de Newton Cotes sont convergentes pour les polynémes mais ne le

sont pas pour une fonction continue quelconque.

En effet si d’apres I’équation (1.5) X?:ll a; est bien bornée, il n’en est pas de méme de Z?:Jrll |l

car les a; ne sont pas toujours de méme.

En intégrant les formules d’interpolation on a :

1.7 Formule de type fermé : des trapézes et de Simpson

(f(x1) + f(x2)) - % (&), & €[x1,x3] (formule des trapezes)

[SIR

1. j}ff fx)dx =

2. ;3f(x)dx =3 (f(x1)+4f(x2)+ f(x3)) — é‘—; (&), & €[x1,x3] (formule de Simpson)

[SUI

3. [oF Fl0dx = 3 (f (1) +3f (x2) + 3f (x3) + £ (xa) = H (), & € [x1,x4] (formule de Newton)
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1.8 Formule de type ouvert :

1. J;f f(x)dx =2hf(xy)+ gf”(é ), & €[x1,x3] (formule de Poncelet)

2. ;4f(x)dx:7h(f Xp +f x3 +3h (é), ée[xl,xél]
3. ;5f(x)dx: 4? 2f xZ f(x3 +2f X4 + 12? (4 )(5), 5 c [xl,xs]
4. Lj‘lﬁf(x)dx——z 11f(x0) + f(x3)+ f(xq)+11f(x5)) +9154}51 @(&), &elxy,x6]

Remarque 86. Les formules d’intégration données entre x; et x,, x3 ....peuvent étre modifiées pour
d’autres points d’interpolation.Exemple : Lx; f(x)dx = %(f(xz) + f(x3))— Uil (&), & €[xg,x3]

12
[ Fedx = 2hf (x3) + B £7(8), € € [x, x4

1.9 Intégration par la méthode de Gauss
1.9.1 Polynéme de Legendre

Définition 87. On appelle polynémes de Legendre, les polyndémes qui s’écrivent sous la forme :

1 0"
B = 20 G
Propriétés : Les polynomes de Legendre vérifient les propriétés suivantes :

1. B,(1 ):1 et P(-1)=(-1)" (n1=0,1,2,...).

2. J P,( x)dx =0, (k<mn),ou Q(x)est un polynéme de degré k < n.
3. Le polynome de Legendre P,(x) posséde n racines réelles distinctes dans [-1,1].
Exemple 88.
P(x) = 1
Pi(x) = «x
1
P(x) = 5(3962 -1)
1
Py(x) = 5(5)63 - 3x)
1
Py(x) = g(35x4 -30x% +3)

1.9.2 Formule de quadrature de Gauss

Soit y = f(t) une fonction définie sur [-1,1].

Probleme 89. Comment choisir ty, tp,...,t, et Ay, Ay,...A, pour que la formule de quadrature

1 n
[ swae=) arw (16)
- i=1

soit exacte pour tout polyndme f(t) de degré N le plus grand.

Solution 90. Comme on a 2n constantes t; et A; (i = 1,2,...,n) alors que le polynoéme de degré 2n—1
est défini par 2n coefficients, ce degré maximal dans le cas général est N = 2n—1.

Posant Lll thdt = ZleAitzk (k=0,1,...2n-1)et f(t)= 2" ! thk alors

2n-1 2n-1 n

J- f(t dt_ZCkJ. tdt—ZCkZA iAif(ti)
i=1
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comme

1 tkde = ﬂ _ % .Si k est pair_
-1 k+1 0 si k est impair

pour résoudre le probléme il suffit de déterminer #; et A; a partir du systéme non linéaire de 2n
équations

n?:l Aj = 2
i=1 Aiti = 0
-1 Ai’fizn_2 = 2n271
At = 0
Pour résoudre le systéeme (1.7), on consideére
ft)y=tpe,(t) (k=0,1,..n—1)
ou P,(t) est le polynéme de Legendre.
Les degrés de ce polynéme ne dépassant pas 2n — 1, ces polyndmes doivent vérifier :
1 n
[ =y aise
-1 i=1
et
1 n
f 5D, (t)dt = ZAitfpn(ti) (k=0,1,..n—1)
-1 i=1
comme )
| Pixiutx =0, pour (k<
-1
on
1
J tkPn(x)dx =0, pour (k<n)
-1
et donc
n
ZAitZ’an(ti):O (k=0,1,..n—1) (1.8)

sil’on pose P,(t;) =0 pour (i =1,2,...,n) les égalités (1.8) sont vérifiées pour tout A;.Si on connait
t;, on trouve a partir du systeme linéaire des n premieres équations du systéme, les constantes A;
pour (i =1,2,...,n).

Remarque 91. La formule (1.8) ou les t; sont les racines du polyndéme de Legendre P,(t) et ou les
A; pour (i =1,2,...,n) sont définis a partir du systéme, s’appelle formule de quadrature de Gauss.

Exemple 92. Trouver la formule de quadrature de Gauss, dans le cas de trois ordonnées (n = 3).

Solution 93. Comme le polynéme de Legendre de degré 3 est le polynéme :
1
Py(t) = 5(51«3 -3t)

en 'annulant on obtient ses racines qui sont données par :

3
f = —|>=~-0,7745
5

t, = 0
3

ty = \/jzo,7745
5
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pour la détermination des coefficients A; pour (i = 1,2, 3), on obtient le systeme :

3
i1 Aj
Zézl Ajt;

2
=1 Ait]

[l
W O N

c’est-a-dire
Al + A2 + A3 =

—\@Al +\/§A3 =

3 3 _
§Al + §A3 =

wN O N

dont la solution est : A} = A3 = g, Ay = %.D’oﬁ :

flf(t)df—if"f(t')—l 5f(—\/§)+8f(0)+5f(\/§)

4 _i:1 YT 5 5
b

1.10 Calcul de L f(x)dx

Pour calculer Lbf(x)dx, on fait le changement de variable suivant :

x_b+a+b—at
) 2

on obtient :

b 1
b-a b+a b-a
L f(x)dx = T » f(T + Tt)dt

en appliquant la formule de quadrature de Gauss on a :

[ ronnae= 25 ZAif(x»

ou
. b+a+b—at'
1 2 2 1

et ou t; sont les racines du polynéme de Legendre P,(t), c’est-a-dire P,(¢;) = 0.

1.11 Erreur de I’intégration par la méthode de Gauss

Le reste de la formule de Lagrange a n points est donné par

(b—a)® " (n)* W (&)

R = mpdn+ 1)

d’ou 'on tire

45



46 CHAPITRE 4. INTEGRATION ET DERIVATION NUMERIQUE

Exemple 94. Calculer par la méthode de quadrature de Gauss a trois ordonnées, I'intégrale sui-
vante :

1
f V1 +2xdx
0

Solution 95. Comme a =0 et b =1, d’apres le changement de variable :

b b-
x; = ;”+Tati (i=1,2,3)
on obtient :
1 1 1 1 3
X = —+—t1——+—.(—\/j):0,112
2 2 2 2 5
1 1 1 1
Xy = —+—t2:—+—.020,500
2 2 2 2
1 1 1 1 3
= —t-t3==+-.(4/2)~0,887
3 2725 2+2(\/;
donc les coefficients C; sont :
b- 15
C = 2”A1:5.§:o,277
b- 18
C, = 2“A2=§.§:o,444
b- 15
C3 = 2aA3:5.§20,277

donc ,
1 1
L f(x)dx = L VI + 2xdx = ;Cif(xi) = 1,398

l'erreur commise dans le calcul de cette intégrale s’évalue de la maniére suivante :
7
1 b—a
= (6) \
Rs 15750( . ) 7€) ou & e[0,1]

comme f(%)(x) = —945(1 + 2x)# alors max,e[o,1) |f(6)(x)| =945 donc

<—— (=) =0,51
35 T5750(2) ~ 0310
2 SERIE D’EXERCICES
Exercice 96. 1. Soit f une fonction possédant 4 dérivées continues dans l’intervalle [0,5],

5
donner une évaluation de Jf(x)dx sachant que x; = 1; x, =2 et x3 = 4.
0

2. Soit g une fonction possédant 2 dérivées continues dans l'intervalle [0,2], donner une
2

évaluation de J(x —1)g(x)dx sachant que x; = 0; x, = 2.
0
Exercice 97. 1. Dans l'intervalle [4,b] on prend x; =a,x, =a+h=0b, f € C? [a,b], évaluer la
b
formule des trapézes Jf(x)dx.

a
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2. Onprend x; =a, x, =a+h, x3 =a+2h,...x,,1 =a+nh =D, retrouver la formule des trapezes
généralisée.

3. Déduire la valeur approximative de l'intégrale

1
f dx
1+x
0

pour n = 6.
4. Calculer la valeur exacte de cette intégrale et déterminer les erreurs absolues et relatives.

Exercice 98. On suppose que f est une fonction 3 fois continument dérivable dans [~h, h] et f*)(x)
continue dans cet intervalle, f est donnée aux points: x; =—-h, x, =0, x3 =h.

1. Etablir la formule suivante :

X
2x3 = 3hx? + 5h3 x3 = 3h%x - 2K3
[rwae = BT pe - 2 o)+
—~h
2x3 +3hx?2 - k3
—5 () +e(x)

12h2

On donnera une expression de &(x).

2. On suppose que x € [-h,x] :

a) Montrer que &(x) peut s’écrire sous la forme :

e(x) = 55 (2~ IV FOC),

avec C € [-h, h].

b) Utiliser le résultat précédent pour donner une valeur approchée de :

dt
1+t

|
e

Quelle est la précision obtenue?

Comparer ce résultat & celui que donnerait la formule des trapézes utilisant les points x; = —%
etx, =0.

Exercice 99. Déduire la formule de Gauss de la fonction f sur l'intervalle [-1,1] pour le cas de
trois ordonnées, on prendra pour la fonction poids w(x) = 1.

Exercice 100. 1. En utilisant la formule de Gauss a trois ordonnées, calculer I'intégrale :

Jf(x)dx

a

1
2. En déduire f\/l +2x dx.
0
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3 DERIVATION NUMERIQUE

3.1 Généralités:

Pour résoudre un certain nombre de problemes pratiques (étudier la vitesse d’'un changement
a l'intérieur d’un systéme par exemple), il est nécessaire parfois de calculer les dérivées d’une
fonction y = f(x) supposée dérivable mais connue de fagon discréte sur un intervalle [4,b], ou que
I’expression analytique compliquée de cette fonction rende difficile sa dérivation.

Comment fournir une valeur approchée de la dérivée, d’ordre un ou supérieur, de f(x) en un
point de [a, b].

Le principe est d’approcher la fonction a dériver par un polyndéme d’interpolation P,(x) dont
on calcule la dérivée ensuite, c’est-a-dire en posant :

f'(x) = Py(x)

Les dérivées d’ordre supérieur de f(x) s’obtiennent de la méme facon.
Sil'on connait l'erreur d’interpolation :

Soit f une fonction numérique y = f(x) dérivable (respectivement p fois dérivable), donnée
aux points équidistants {x1,x,,....,X,,1} C [a,b] par

vi = f(x;)

Pour chercher sur [a,b] la dérivée v’ = f’(x), (respectivement la dérivée d’ordre p c’est-a-dire

y(p) =f(P)(x))

Nous allons chercher la valeur de la dérivée sous la forme :

n+1

P = FPx) = ) ai(x)f () + (%)
i=1

les a;(x) seront choisis de telle sorte que la fonction reste r(x) soit nulle si f est d'un type
déterminé ( un polymome).
Si f est quelconque et r(x) suffisamment petit nous considérons que :

D(x)=) ai(x)f(x)
i=1

est une approximation de fP)(x).

Soient vy, vy,...,v,41 (n+1) fonctions linéairement indépendantes p fois continument dérivables
sur [4,b]. On note F, le sous espace engendré par ces fonctions. Pour que r(x) soit nul, il faut que
les fonctions v(x) vérifient

n+1

vP)(x) = Zai(x)vk(x,-); k=1,.,n+1.
i=1

On suppose que les fonctions® vy,v,,...,v,,1 sont telles que le systéme admette une soultion
unique.

3. vérifient les conditions de Haar.
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Soit P, la fonction d’interpolation de f dans F, vérifiant :

n+1

Po(x)= ) agve(x)

k=1

et
P,(x;)=f(x;) pour i=1,..,n+1.

nous avons
n+1

PP =) ai(x)Py(x)
i=1

si

nous obtenons :
n+1

£ =) @i falx) +eP ()
i=1

Remargque 101. Si la fonction d’interpolation P,(x) est le polyndéme d’interpolation de f, c’est-a-
dire que :
{v1(x), v2(x), ..., v (X)) = {1, x,..., x™)

On choisira {a; (x), @p(x), ..., @41 (x)} de telle sorte que r(x) soit nul quand f est un polynéme quel-
conque de degré inférieur ou égal a n.

3.2 Utilisation de I'interpolation polynomiale

Nous pouvons remplacer la fonction f par son polynéme d’interpolation de Newton (par
exemple)

k(k—1)(k-2)

k(k—1
y = fx)=pi+kAy; + (2, Iy, + T AR
2 3 _ 2
= y1+kAy1+kzkAzyl.}_#A?’yl_{_...
Ou s
k= hl et h=xi-x (i=1,2,..)
Comme dy dydk 1d
iy 4Y _ayak 14y
Y=g T dkdx - hdk
On obtient

Azyl +

3k?2—6k+2
TA3})1+...:|

, 1
y (x)zﬁ[Aw

D’une fagon analogue, comme
dy’) _ d@’) dk
dx dk dx

y"(x) =
ona
v (x) = % [A291 + (k= 1)A%p; + -]
Remarque 102. On procéde de la méme maniére pour chercher les dérivées d’un ordre quel-
conque.

Remarque 103. Pour chercher les dérivées p’(x),y”(x) en un point fixé x, il faut prendre comme x;
la valeur tabulée de I'argument la plus proche de ce point x.
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Remarque 104. Lorsqu’on cherche la valeur de la dérivée ou des dérivées de y aux points d’inter-
polation x;, on peut considérer toute valeur tabulée comme étant une valeur initiale; on a alors

, 1 A%y Ny Aty Ady
y(xl)—ﬁ[Ayl_ > Y3 T tYy

et

1 [A2y1 Ny

, 11 5
yx) =17 3 +EA4}’1—8A5V1+"'

3.3 Erreur de dérivation

3.3.1 casdee’=f"-P,
Soit P, (x) le polynéme d’interpolation de f. Nous avons

n+ n+1

1
P(x)= ) awi(x) = ) Li(x)f(x;)
i=1

i=1
On sait que pour tout x € [a,b], il existe &, € [a,b] tel que

n+1

(x) = f(x) = Py(x) = #[]_[u—xi)]ﬂ"*”(éx).

(n+1)!

=1

n+1
Par ailleurs €(x) = L(x)g(x) avec L(x) = [](x —x;) et g(x) = ﬁf(”“)(éx), en dérivant nous
i=1 ’

¢'(x) = f/(x) ~ Py(x) = L'(x)g(x) + L(x)g (x). (3.1)

Le point x pour lequel nous cherchons une approximation peut étre :
- soit I'un des points d’interpolation x;.
- soit un point de [4, b] différent de x; pour tout i.
Lerreur commise ne sera pas la méme dans les deux cas.

obtenons

a) six =x; dans ce cas L(x;) =0 et

n+1

jljl(x_xj) n+1 n+1
L(Xi):’}gl’}ix——xi:)}gly}i | (X—Xj):rl(xi—Xj)
j=1 j=1
j#i J#i
d’ou
1 n+1
(x)= —— ) ) +1)

“0= G ]E[m_x]) e

j=i

b) si x # x; pour tout i, dans ce cas nous devons connaitre une estimation de g/(x). Si f est
(n + 2) fois continument dérivable, pour tout x € [a, b], il existe un élément 7, tel que

0 = T 2 )

danscecasona:

1
€)= Gl W) 4

g L)
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Si on connait des bornes de f("*1) et f("+2), c’est-a-dire si on note

- )
M= eyl

nous avons alors
n+l

/ My
€ (xi)| = (nTll)!I_[(xi - Xj)

j#i
et M M
ﬁ (L’(x)l + 2 L(x))| pour x € [a,b];x 2 x;;i=1,2,..,n

') < 1+ 2)!

Si P,,(x) est un polynéme de Newton contenant les différences Ay;,A%y,..., A"y et si l'erreur
correspondante est donnée par :

l’erreur de la dérivée s’écrit :

comme

() = X X2) X2 2 ey gy gt KEZ D)o (K2 ) ey

(m+1)! (m+1)!
ot & € [x,x,,]. En supposant que f € C"*2) on obtient :
iy = S 2 1A T k(= 1) (k= m)] k(= 1)k =) S £ ()

dk dx  (m+1) dk dk
en supposant j—kf(m“)(é) bornée et tenant compte du fait que dd—k [k(k=1)--(k—=m)]_o = (-1)"ml,

on en tire avec x = x; et par suite avec k =0,

hm
(m+1)

r(x) :(_1)111 f(m+1)(£) (3'3)

Exemple 105. Calculer y/(50) pour la fonction y = f(x) donnée par le tableau suivant :

X 50 55 60 65
vy | 1,6990 | 1,7404 | 1,7782 | 1,8129
Solution 106. Formons le tableau des différences finies comme suit :
X 47 A%y A3y A%y
50 | 1,6990
0,0414
55| 1,7404 -0,0036
0,0378 0,0005
60 | 1,7782 -0,0031
0,0347
65 | 1,8129

3.3.2 casdeel) = f(P) —P,Sp)

En généralisant I’équation (3.1) on obtient :

e®(x) = Z[}{)L(P—j)(x)g(j)(x) (3.4)
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en supposant que f soit (n+ 1 + p) continument dérivable, cette equation (3.4) s’écrit

P (n+1+7j) £
p — E C ) J
8( )(x)_j _ ][(p ] (x)m

» 5] S [al b]
en réecrivant autrement 1’équation (3.2) on obtient :

op

ﬂf [, X1, e Xpp1 ] = F 12X, 0%, X7, 00 X1
~——
p+1 fois
ona:
p : .
elP)(x) = ZUZ,L(p*])(x)f X, Xy Xy X1 5 ey Xyl
jZO ~—_—
j+1 fois

lorsque les points sont équidisants c’est-a-dire si
posons : x = xq + th, nous avons :

ix; =x;_1+h=x1+(({—-1)h, i > 1 et si nous

Lix) = Li(1) = ]Hll@
et ]n+1

P,(x) = pu(t) = Zli(t)f(x,)
d’ou :11

Bi(0) = pi() = ) L(0f (x)
et -

’

i(t), lfp)(t) ne dépendant ni de / ni de x;, peuvent étre tabulés.

Remarque 107. Les coefficients [;(¢), |

Exemple 108. Trouver l'extremum de la fonction donnée par le tableau suivant :

x 1,80 1,82 1,84 1,86 1,88 1,90
v | 0,5815170 | 0,5817731 | 0,5818649 | 0,5817926 | 0,5815566 | 0,5811571
Solution 109. Le tableau des différences est donnée par le tableau suivant :
x 47 Ay A%y A3y
1,80 | 0,5815170
0,002561
1,82 | 0,5817731 —-0,001643
0,000918 0,000002
1,84 | 0,5818649 -0,001641
-0,000723 0,000004
1,86 | 0,5817926 -0,001637
-0,002360 0,000002
1,88 | 0,5815566 -0,001635
-0,003995
1,90 | 0,5811571
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I'extremum est atteint pour f/(x) = 0 c’est-a-dire :

, 18-0,00072 k2-10, 2+0, 4
0:00009 820 000 3+k(_0’001641)+3 : 0,00000 ;0 00000

ou 3
0= §k2—1641k+97
ou aussi 97 |
k=——+—k?
1641 ' 1094
ce qui donne k =0,05911 d'ott x =x; +kh=1,84+0,05911.0,02=1,8411822.

3.4 Algorithmes de dérivation

Les formules de dérivation numériques déduites au paragraphe précédent pour la fonction
v = f(x) au point x = x; ont I'inconvenient de n’utiliser que des valeurs de la fonction pour x > x;.

Les formules de dérivation qui tiennent compte des valeurs de y = f(x) aussi bien pour x > x;
que pour x < x; sont relativement plus exactes. Ces formules s’appellent formules de dérivation par
différences centrales.

Soient ..., x_3,Xx_5,X_1,Xq, X1, X2, X3,...un systéme de points équidistants et numérotés symétriquement
par rapport a xg, & pas x;,1 —x; = het y; = f(x;) les valeurs correspondantes de y = f(x). Si on pose

_ X —X1
k= h
alors si le le polynéme d’interpolation est le polynéme de Stirling, on aura :
2 2(12 _ 1 2(1.2 _ 1
y = f(X)=po+kAy 1+ %Azy_l + %A‘%y% + %A‘*;}_z + (3.5)
RE-1)(,2-2%) 5 KPR -1)(K-2%)
" 51 A3+ 6! AY3t-
ou Ay; =vi1 — Vs Ay_% = w, A3y_% = %’ AS}J_% = %, etc...
En tenant compte de :
dk 1
dx h
on obtient de la formule (3.5) :
1 3k? -1 2k? -
v = fl(x)= E(Ay_% +kA%y_ + A3y_% D Ay, +
5kt —15k% + 4 3k — 10k> + 4k
- N S o
120 Y37 T 360 Y3t
et
7 7 1 6k2 _1
y'o= )= ﬁ(Azy—l +kA%y 3+ B Aty ,+
2k3 -3k 5 15k*-30k?+4
o At T30 AVt
en particulier si k=0,on a:
R 1.3 1 .5
y(Xo)—E(A}/_%—gA y_%+%A yos+e) (3.6)

et
7 _ 1 2 1 4 1 6
v"(x0) = ﬁ(A V-1 ——12A ZJ—2+—9OA Y3+-) (3.7)
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Exemple 110. Calculer la dérivée p’(1) et la dérivée seconde p”’(1) de la fonction donnée par le

tableau suivant :
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x 0,96 0,98 1,00 1,02 1,04
v | 0,7825361 | 0,7739332 | 0,7651977 | 0,7563321 | 0,7473390
Solution 111. En composant les différences de la fonction y = f(x) on obtient :
X % Ay A%y A3y A%y
0,96 | 0,7825361
-0,086029
0,98 | 0,7739332 -0,001326
-0,87355 0,000025
1,00 | 0,7651977 -0,001301 0,000001
-0,88656 0,000026
1,02 | 0,7563321 —-0,001275
-0,89931
1,04 | 0,7473390
et en appliquant (3.6) on a:
1 7 1 25+2 1
(1) = 87355488656 |7 125426 0 1\ 07

0,02 2 6 2 30
—-50(88005,5+4,2+0).1077 = —0,4400485.

et

1
”(1 —(-1301.1077 = —.1.1077) =
vy 0,022 12 )

-2500.1301.10~7 = -0,325250.

Remarque 112. Quand les points d’interpolation sont équidistants, les différences divisées sont
remplacées par différences finies.
- On appelle différences finies d’ordre 1 progressives, notées Vj, f, la fonction définie par :

Vif ()= £ (f Gt )~ F(2)

-On appelle différences finies d’ordre 1 régressives, notées V},f, la fonction définie par :

Vuf () = 1 (F ()~ f (=)

-On appelle différences finies d’ordre 1 centrales, notées 9y, f, la fonction définie par :

1 h h

onf(x)= ﬁ(f(H 5)—f(X— E))

- On définit les différences finies d’ordre k progressives, notées V’ﬁf, la fonction définie par :

Vif(x) = Vi(V} ()

-On appelle différences finies d’ordre 1 régressives, notées Vﬁf, la fonction définie par :
Vif () = ViV ()

-On appelle différences finies d’ordre 1 centrales, notées 6’];/’, la fonction définie par :

SFf(x) = 0,(05 1 f(x))
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Remarque 113. On appelle différences non divisées le produit
k _ xgk,k
Vi =V, h
pour les différences non divisées progressives,
ok _ ki k
Vi =V, h
pour les différences non divisées régressives, et
k _ skik
o' =oyh

pour les différences non divisées centrales.

3.5 Formules centrales de dérivation

2
£ = 5 (1)~ f o) = o fOE), & €y ]

4

i f(s)(é): e [x721x2]

F/(30) = o (F0x-2) = 8f (v1) + 8 1) = Flx2)) + 55

h?
£ (o) = 3 (F 1) = 2 (ko) + Flx) + 15/ HE), €€ [y,

4

h
F700) = 5 (2 (v-2) + 32 (x01) = 60f (x0) + 32f (1) = 2f (12)) + g (), & € [x,30]

3.6 Formules non centrales de dérivation

hZ
F(e1) = (-3 () + 4 (o) = F)) = 5 fE), € €]

2

£ = 5 ()= 4 (o) + 3 () + 5 FOUE), & €y,

4

FGeo1) = o (<257 (xa) + 48 (1) = 36 (xg) + 16 (x1) = 3 (x2) + %f@((z), £ €lxp 1)

1 4

h
flxn) = o (<f (x2) + 6f (x1) = 18f (xo) + 10f (x1) + 3f (x2)) = 55 f (&), & €xp:2]

4
F(x2) = 37 (3 (x-2) = 16 (x1) + 36 (x0) =48 (x4) + 25 (x2)) = 5 fO(E), & €l )
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4 SERIE D’EXERCICES

Exercice 114. Soit f une fonction possédant (n + 2) dérivées continues dans l'intervalle [a,b],
lerreur d’interpolation polynomiale en (#+ 1) points est donnée par :

_ _ _ (n+1)
en(x) — f(X)—Pn(X) - (=21 )(x X2)~~(~'K1;n+1)f (&x)

1. Calculer €;,(x);

2. Donner une évaluation de €;,(x) en un point d’interpolation xy;
3. Pour n=1,x| = a,x, = a+h, calculer p{(a) et €](a);

4. Pour n=2,x; =a,x; =a+h,x3 =a+2h, calculer p}(a) et €)(a).

Exercice 115. Calculer y’(0,97) de la fonction y = f(x) donnée par le tableau suivant :

X 0,96

0,98

1,00

1,02

1,04

y

0,7825361

0,7739332

0,7651977

0,7563321

0,7473390

Exercice 116. Calculer y’(50) et ”’(50) de la fonction y = log(x) donnée par le tableau suivant :

X 50 55 60 65
y | 1,6990 | 1,7404 | 1,7782 | 1,8129
Exercice 117. 1. Soit f(x) = €%, on donne le tableau suivant :
X 0,4 0,6 0,7 1,0
y | 1,491825 | 1,822119 | 2,013753 | 2,718282

2. Calculer (0, 8) et donner une majoration de l’erreur.

3. Calculer (0, 8) et donner une majoration de l’erreur.



CHAPITRE

5

RESOLUTION DES
EQUATIONS
NON-LINEAIRES

1 RESOLUTION DES EQUATIONS NON-LINEAIRES

Ce chapitre est consacré a quelques méthodes numériques de résolution des équations du

type:

flx)=0 (1.1)

ou l'application : f : [4,b] C R +— R est supposée suffisamment réguliére (continue et dérivable)
sur l'intervalle [a, b].
C’est-a-dire que nous allons approcher les racines de cette équation (1.1) sur [a,b] .
L’équation (1.1) represente une multitude de problemes (équations algébriques (ot f est un
polynéme), trigonométriques, exponentielles... ).

Le

probleme revient donc a trouver x vérifiant f(x) = 0 sans qu’on puisse déterminer x expli-

citement.

Une équation du type (1.1) recouvre beaucoup d’applications.
Comme exemples :

1.

On veut déterminer le volume V d’un gaz a une temperature T et une pression P. L’équation
d’état qui lie V,T et P est la suivante :

(P + a(%)z)(V— np) = knT

ou « et § sont des coefficients qui dépendent de la nature du gaz, n le nombre de molécules
contenues dans le volume V et k représente la constante de Boltzman. Il est nécessaire
donc de résoudre une équation non linéaire ou I’'inconnue est V. Ce qui revient a trouver
les racines de la fonction

(V)= (P+a(z )V —np) —knT

Il s’agit donc de résoudre une équation non linéaire dont on n’est pas capable de trouver
une solution exacte.

Le lancement d’un projectile. Sa trajectoire est décrite (par la loi de Newton), par une
fonction t > x(t) = (x1(t), x,(#)) qui doit satisfaire une équation du type

X = F(t, %, x).

2 . . . L R
Oou % = % est l'acceleration et x = Z—’t‘ la vitesse du projectile. Chercher par exemple a
savoir a quel moment le projectile retombe sur le sol revient a résoudre :

Xz(t) =0.

Ainsi, si on dispose d’'une méthode numérique pour estimer x(t), on pourra utiliser les
méthodes de ce chapitre pour résoudre

Xz(t) =0.

57
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Puisqu’en général la solution d’une équation f(x) = 0 ne s’exprime pas par une formule, on

ne peut espérer trouver une solution exacte en un nombre fini d’étapes. Nous allons donc
approcher les solutions avec une précision aussi bonne qu’on le souhaite.

Mathématiquement, cela signifie qu'on a une suite (x,,),cn de solutions approchées , c’est-a-
dire telle que x,, — x* ol1 x* est une racine de : f(x*) = 0.

Avoir des méthodes pour obtenir des solutions de f(x) = 0 de maniére approchée est intéressant
mais, si on veut les appliquer a des problémes réels, le temps qu’il faudra attendre pour obtenir
la réponse est important.

Par exemple, en ce qui concerne le projectile heurtant le sol, le cotit de calcul de x(t) peut étre
relativement élevé et on voudrait donc que la méthode de résolution de x,(t) = 0 converge en
aussi peu d’étapes que possible. En effet, le résultat de ce calcul est peut-étre utilisé pour prendre
des décisions quant a la trajectoire ultérieure du projectile.

Cette vitesse de convergence s’exprime ici par le gain de précision qu’on gagne en passant de
Xy & Xpiq-

On s’interesse d’abord aux méthodes de séparation des racines. Il s’agit de determiner des
intervalles [a;,b;] a I'interieur desquels f(x) admet une racine et une seule.

Cette séparation des racines s’effectue en général :
1. Soit sur le graphe de la fonction y = f(x).
2. Soit les graphes de y; = f1(x) et v, = f,(x), si on peut mettre f(x) = 0 sous la forme f;(x)—

f2(x)=0.
3. Soit en se basant sur le théoreme suivant :

Théoréme 118. Pour a et b donnés :
— Si f(a).f(b) <0 alors f admet au moins une racine dans [a,b] si de plus f’(x) # 0 quelque
soit x € [4,b] , la racine est unique.
— Si f(a).f(b) > 0 alors f nadmet pas de racine dans [a,b] ou f(x) admet un nombre pair de
racines dans [a,b].

Apres avoir isolé une racine dans [4,b] , on peut en obtenir une approximation a l'aide de
plusieurs méthodes numériques.
Nous allons décrire quelques unes de ces méthodes ci-dessous.

2 METHODE DE BISSECTION OU DE DICHOTOMIE

Cette méthode permet a la fois de montrer l’existence d’une racine d’une fonction f : [4,b] +—
R et de I’'estimer numériquement.

L'idée est : si f est continue et change de signe sur [4,b], f s’annule en un certain point de
[a,b].

Définition 119. Choisissons un point quelconque x( € ]a, b[.

1- Si f(xg) =0, xg est la racine et on a fini.

Sinon, supposons par exemple que f(a) < 0et f(b) > 0.

Soit xy milieu de [4,b], la racine x* supposée existante se trouve dans I’'un des deux intervalles
[a,x0] , [x0,b] , pour savoir lequel, on regarde les conditions du théoréme ci-dessus.

2-Si f(xg) <0, alors il y a une racine dans ]xg, b[. On pose dans ce cas a; =x¢ , by =D

3- Sinon, f(xg) > 0 et il doit y avoir une racine dans ]a,xg[. On pose a; = a, by = xp. On
recommence la procédure en choisissant x; dans [a, ] et ainsi de suite, ce qui donne une suite
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, . . b b
décroissante d’intervalles [a,, b, ] avec xy = atb Jxp = axm , x, = & contenant chacun
nYn 0 2 1 2 n 2
une racine. Et qui verifient :
b—a
la—x,]| g(—2n+1 (2.1)

Remarque 120. L'équation (2.3) permet d’estimer le nombre d’itérations nécessaires pour appro-
cher x* avec une précision donnée ¢ .

En effet, si on veut savoir & partir de quel n on a |x,, — x*| < ¢, il suffit de chercher n tel que
(1/2")|b—a| < e . C’est-a-dire n > log,(|b —al/&) ou & dénote le plus petit entier supérieur ou égal &
€.

Pour que a, et b, soient de bonnes approximations d’une racine x* : a, < x* < b, et a,, —
x*, b, — x*. Il faut que la longueur de l'intervalle [a,, ], ] tende vers 0.
Le théoréme donnant le résultat s’énonce comme suit :

Théoréme 121. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Si f(a).f(b) <0, la fonction f posséde au
moins une racine dans ]a, b[. De plus, si on définit par récurrence [ag, by] = [a, 1],

1 [a”’x”] si f(an)f(xn) < 0;
X, = 5(a, +b,)et [an+1rbn+1] = [X,,,Xn] ={x,} si f(xn) =0, (2.2)
2 [wan] si f(xn)f(bn) <0,

les trois suites (a,), (b,) et (x,,) convergent linéairement vers la méme limite x* avec f(x*) = 0.

Démonstration. On suppose f(a) <0 et f(b) > 0. Sinon on remplace f par —f .

Montrons par récurrence que [4,, b, ] est bien défini et que f (a,) f (b,) < 0 sauf sia, = b, dans
ce cas f(a,) = f(b,) = 0.

- Le cas n =0 est trivial.

Supposons que la formule soit vraie pour n et montrons la pour n + 1.

Soit a,, = b,, sont racines et alors a,,,1 = b,,,; = a,, sont aussi racines. Soit a,, # b, et f(a,).f(b,) <
0, ce qui implique que

- si f(an)-f(xn) <0ou f(xn)f(bn) <0,a,1 # bn+1 et f(an+1 )f(bn+l) <0;

- sinon, f(a,).f(x,) > 0et f(x,).f(b,) > 0 d’ol on déduit que f(x,) =0 et que a,,.1 = b,,1 =x,
sont des racines de f .

il est facile de constater que :

1
VneN,[ay1,bp41] Clanby] et by —apal < Elbn —ay|.

Cela implique que la suite (x,,) est de Cauchy.
Soit € > 0. Comme % — 0, il existe alors ny € N tel que n>nyg = (1/2n)|bg—ag| < ¢ .
Pour les m > n > ng, on a x,, € [a,, b,,] C [a,,,b,,] et alors

1 1
|xm _xn| < |bn _an| < Elbnfl _anfll <..< ﬁ|a0 - bOl <e¢

La suite (x,) est donc bien de Cauchy.

Par conséquent, il existe un x* € [4, b] tel que x,, — x*.

En outre, comme |x,, — a,| < |b, — a,,| 2,00 Mo €t |b, —x,| < |b,, — a,,] =1—00 1o, 1l est facile de
montrer que (a,) et (b,) convergent aussi vers x*. Puisque f(a,)f(b,) < 0 pour tout 1, on en déduit
en passant a la limite sur 7 et en utilisant la continuité de f que f(x*)> <0, c’est-a-dire f(x*) = 0.

Nous avons montré que f posséde une racine (x*) et que les suites (a,), (b,) et (x,,) convergent
toutes trois vers x* .

Cette convergence est linéaire. Nous allons le voir pour (x,), (il en est de méme pour (a,) et

(bn))-
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Comme (X,,)>n €[4, b,] et que x,,, > x*, on a x € [a,,b,,]. En conséquence
. 1
|xn_x |S|bn_anlgﬁ|b0_a0| (23)

ouc=1/2€]0,1]. cqgfd

3 METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES (du type

Xn+1 = F(xn))

Remarque 122. L’équation (1.1) peut toujours se mettre sous la forme
x = F(x) (3.1)

11 suffit par exemple de poser : F(x) = x + f(x).

Définition 123. Soit F : R — R une fonction numérique.
Si x € R est tel que F(x) = x, on dit que x est un point fixe de F.

Apres avoir isolé une racine dans l'intervalle [a,b], on peut utiliser la proposition suivante
pour l'approcher :

Proposition 124. : Soit F : [a,b] C R + [a,b] C R une fonction Lipschitzienne de rapport k avec
0 <k <1 (on dit dans ce cas, strictement contractante). C’est-a-dire :

Vx,y € [a,b],| F(x) = F(y) < klx 3] (3.2)
Alors la suite définie par :
Xps1 = F(xp), Yxo € [a, b] (3.3)

converge vers la racine x* quand n tend vers 'infini.
De plus on a l'estimation de l'erreur comme suit :

n
x, — x| <
|x,, | T—%

|1 —xo (3.4)

Remarques:

Remarque 125. La condition strictement contractante peut étre remplacée par :
|F'(x)| < 1,Yx € [a, b] (3.5)

Remarque 126. Si 0 < F’(x) <1, la suite (x,) converge vers x* de facon monotone.

Remarque 127. Si —1 < F’(x) < 0, la suite (x,,) converge vers x* alternativement par excés et par
defaut.

Remarque 128. Si |F’(x)| > 1, la suite (x,,) diverge.

Remarque 129. L’écriture de I’équation (1.1) sous une forme (3.1) quelconque n’est pas unique et
ne donne pas toujours une méthode convergente, en effet :

Si on cherche la racine de tanx —x = 0 pour 7 < x < 37" , on écrit soit :

1. x =tanx c’est-a-dire :
Fi(x) =tanx
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2. soit x = 7w + arctan x c’est-a-dire :

Fy(x) =t +arctanx

On obtient :
1

=1

et |F5(x)| < 1,la méthode converge. Mais F;(x) = 1+tan’x et |F|(x)| > 1, la méthode diverge.

Remarque 130. Sion cherche les deux racines de 1’équation x? —6x+8 = 0 qui sont x; = 2 et x, = 4,
on peut écrire :

1. Soit
. x2+8
6
c’est-a-dire :
2
x“+8
F =
1(x) 6
2. Ou bien
x=V6x-8
c’est-a-dire :
Fy(x) = V6x—38
On obtient :
1
F! = -
1(x> 3x
donc
|F{(x)| < 1, seulement si |x| < 3 (3.6)
et
3
Fjlx) = ——
6x—8
donc
, .17
|F5(x)| < 1, seulement si x > 3 (3.7)

Pour I'équation x = F;(x) on prendra l'intervalle [0; 3] ce qui donnera la racine x* = 2, et pour
I’équation x = F,(x) on prendra l'intervalle [3;5] ce qui donnera la racine x* = 4.

~

4 METHODEDUTYPEx,,, =x,— {;Eﬁ%

On peut écrire ces algorithmes sous la forme (3.1) avec : F(x) =x— o=

| _ 8QF @-g ()
g(x)?

converge vers la solution x* de (1.1) pour x; convenablement choisi.

Donc si |F’(x)| < 1,¥x € [a,b] ce qui veut dire : |

f(xn)
g(xy)

(x)] <1, leschéma: x, 1 =

Xn—
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4.1 Meéthode de la sécante

Soit ¢ un point de [a,b] tel que f(c) = 0. On choisit un point initial xq tel que f(xg).f(c) < 0.
La corde (ou sécante) joignant les points M, = (c, f (c)) et My, = (x, f(x()) coupe 'axe des x en un
point dont I’abscisse est notée x;. Et on recommence la procédure avec M, et M; = (xq, f(x1)) . Et
ainsi de suite.

On obtient une suite (x,) définie par :

Y f(x,) -
Xn+1 = Xn f(xn)_f(c) (xn C) F(xn)-

La convergence vers la solution x* de (1.1) est assurée par un choix convenable de c tel que
|[F’(x)] < 1 dans un voisinage contenant les points (x,,) d’itération.

Remarque 131. Si f”(x) > 0 sur [a,b] , alors si le point c est tel que f(c) > 0, la suite (x,) est
monotone convergente vers la solution x*, par excés si f’(x) < 0 sur [a,b], par défaut si f'(x) >0
sur [a,b].

Si f”(x)> 0 sur [a,b], alors si le point ¢ est tel que f(c) <0, la suite (x,,) est monotone conver-
gente vers la solution x*, par exces si f’(x) > 0 sur [a, b], par défaut si f’(x) < 0 sur [a, b].

4.2 Méthode de la fausse position ou de Régula-falsi

On peut améliorer la convergence de la méthode de la bissection en s’inspirant de la méthode
de dichotomie. L'idée est, au lieu de prendre pour x, le point milieu de [4,, b,], il vaudrait peut-
étre mieux choisir x,, comme 'intersection du segment de droite joignant (a,, f(a,)) et (b,, f(b,,))

avec l’axe des ”x” : R x {0}.

Cela donne la formule : b
n = n
Xp =y — —f(an)-
f(bn) = fan)
On peut espérer ainsi que x,, converge plus vite vers x* . Le désavantage de ce choix est que nous
aurons besoin de plus d’hypothéses sur f pour montrer cette convergence.

Theéoreme 132. Soit f € C([a,b];R) N C!(]a, b[; R) une fonction convexe ou concave et f(a)f(b)<O0.
Définissons a,, b, x,, par la récurrence suivante : ag =a,by =b et

Xy =0ay —

b,—a, | lapx,) st f(an)f(x,) <0,
mf(an)r [an+1:bn+l] = { [xn’ bn] si f(xn)f(bn) <0, (41)

Alors, soit il existe un n tel que f(x,) = 0, soit x,, est bien défini pour tout n et x,, converge a l'ordre
1 vers x* ou x* est l'unique racine de f dans [a, b].

Cette méthode dite de Regula -Falsi converge dans les mémes conditions que la méthode de
la sécante et en général plus vite.

4.3 Méthode de la tangente ou Méthode de Newton

Soit xy un point de [4,b] . La tangente a la courbe y = f(x) au point My = (xg, f (xg)) coupe 'axe
des x en un point d’abscisses x;. En itérant le procédé, on obtient une suite d’abscisses (x,,) définie

par:
f(xn)

f(xn)
La méthode de Newton peut étre vue comme un cas limite de la méthode de la sécante ou
les deux points x,_; et x,, sont tellement proches que (f(x,)— f(x,_1))/(x, — x,_1) se confond avec
f’(x,). Ainsi on obtiendra x,,, a partir de x,, en regardant I'intersection de la tangente f au point
x, avec l'axe des x. Comme cette tangente est constituée de I'ensemble des points (x,p) tels que

Xn+1 = Xp — =F(x,)
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v = f(x,)+ f'(x,)(x —x,,) et que le point recherché est du type (x,,1,0). Au voisinage de la racine,
cette méthode converge plus vite que la méthode de la sécante. et x,, — x* a l'ordre 2.

La condition |F’(x)| <1 dans un voisinage contenant les points (x,) d’itération est en général

satisfaite car : N
riomy SO ST(X)
F (X ) - 7(A*))2
(f"(x*))
Posons dans le voisinage contenant les points (x,,) d’itération, M=sup |f”(x*)| et m=inf|f’(x*)|.
La formule de Taylor dans ce voisinage contenant les points (x,,) d’itération donne l’estimation de
l'erreur pour une itération

=0

* M *12
|xn_x | < E |xn71 —-X |

Ce qui donne

M\t "

o< (S o - xP
m
Remarque 133. Lorsque la méthode converge, suivant le signe de f”(x) , nous avons :

1. f”(x)>0,si f’(x) >0 sur [a,b] (respectivement f’(x) <0 ), alors la suite (x,) est monotone

convergente vers la solution x*, par exces (respectivement par défaut ).

2. f”(x)<0,si f'(x) <0 sur [a,b] (respectivement f’(x) >0 ), alors la suite (x,,) est monotone
convergente vers la solution x*, par exceés (respectivement par défaut ).

Remarque 134. 1. Quelques faiblesses de la méthode de Newton lorsqu’on travaille sur de
trop grands voisinages de la racine x* .

Soit f :[-m/2,1/2] — R : x > sinx. Cette fonction possede une racine simple unique :
x*=0.

La méthode de Newton s’écrit :
X € [-7/2,7/2], Xp+1 = X, —tanx,, n>0

Choisissons xy = @ ol « est la racine strictement positive de tanx = 2x.
Dans ce cas,
Xy =xg—tanxpg=a-2a=-«a
et
X, = x| —tanx; = —a —tan(-a) = —a +tana = -a + 2a = a.

On est revenu a x. !
Ensuite le processus recommence :

X3=—-Q, X34=@, X5=-—0a,..

La suite (x,),en alterne donc entre o et —a.

On dit que c’est une orbite périodique de période 2 ou un cycle d’ordre deux. En conséquence
(x,) ne converge pas vers 0. Cela met en évidence qu’on doit partir suffisament pres de la
racine afin d’assurer la convergence de la méthode.

Ici on peut montrer que, si |xg| < &, alors x,, — 0 = x™.

2. Laméthode de Newton n’est pas nécessairement plus performante que les autres méthodes
si on est trop loin de la racine. Il est donc important de determiner un intervalle [a,b],
contenant la racine x*, le plus petit possible, de maniére a ce que x( soit le plus proche
possible de x* . Sinon l’algorithme peut converger vers une autre racine ou méme diverger.
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5 METHODE DU POINT FIXE

Si on regarde la méthode de Newton d’un point de vue abstrait, on voit qu'on obtient x,,,; &
partir de x,, en évaluant toujours la méme expression. Plus précisément, on a x,,,; = F(x,) avec
F(x) =x— f(x)/f’(x). Si x, > x* , on déduit immédiatement de la continuité de F que x* = F(x").
On dit alors que x* est un point fixe de F. Or, il se fait que les points fixes de F correspondent aux
racines simples de f .

Nous disposons maintenant d’un cadre pour rechercher de nouveaux algorithmes.

En effet, a toute fonction F dont les points fixes correspondent aux solutions du probleme, on
peut associer un schéma récursif x,,; = F(x,,).

Quelles sont donc les propriétés que F doit posséder pour étre intéressante? C’est-a-dire :

1. On doit avoir (x,) convergente et sa limite x* sera alors un point fixe de F;

2. Et (x,,) doit tendre vers x*aussi vite que possible et 'ordre de convergence doit étre aussi
élevé que possible.

Théoréme 135. Soit F : [a,b] — [a,b] une fonction. On suppose qu’il existe une constante K € [0, 1]
telle que

Vx,y €[a,b], |F(x) - F()| < Klx -] (5.1)
Alors, F posséde un unique point fixe x* € [a,b] et pour tout x; € [4,b], la suite (x,),en 0 définie
par x,,1 = F(x,) converge vers x" .

Remarque 136. Une fonction qui satisfait (5.1) pour K € [0,+co[ est dite lipchitzienne. Lorsque
K <1, on dit que F est une contraction.
Remarque 137. Le plus petit K qui satisfait (5.1) (le K optimal) est appelé la constante de Lipschitz
de la fonction F et se note Lip(F). Ainsi

[F(x) = F@)

|(X) - (V)|L1P(F) = Lip[u,b](F) = SUPx,yela,blx=y |x ~ }1|

Remarque 138. Les fonctions qui satisfont (5.1) sont continues. L'inverse n’est pas vrai.

Remarque 139. Si F € C!(]a, b[;R), on peut montrer grace au théoréme de la moyenne que

Lip(F) = supyjap[lF(x)I-

En conséquence, F sera une contraction si et seulement si supyejqp(|F’(x)] < 1. Si de plus F est
dérivable en a et b, il découle de la compacité de [a,b] que F est une contraction si et seulement
si, pour toutx € [a,b], |F'(x)| < 1.

Remarque 140. Du point de vue de l'existence, I'intérét de ce théoréme est qu’il est valable en
dimension supérieure a 1. En effet, en dimension 1, la continuité suffit. Notons cependant que,
dans ce cas, la convergence des suites (x,) n'est pas assurée et en fait n’a pas nécessairement lieu.
Leur comportement peut d’ailleurs étre fort complexe .

Le théoréme (135) donne un critére pour la convergence des suites sur un intervalle [a, b].Et
on peut l'appliquer au voisinage d’un point fixe. On en conclut que pour tout x; € I, la suite
(%) nen définie par x,,,1 = F(x,) converge bien vers x* .

Remarque 141. Si|F’(x*)| < 1, les suites qui entrent dans un petit voisinage de x* convergent
vers x* . On dit que x* est un point fixe attractif.

Si |[F’(x*)] > 1, méme si une suite entre dans un petit voisinage de x* , elle est forcée d’en
ressortir. On dit de x* que c’est un point fixe répulsif.
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Si [F’(x*)] = 1, on ne peut rien dire Les deux situations ci-dessus peuvent se produire. Ou
aucune d’elles. Cependant on peut penser |[F’(x*)| = 1 comme une transition entre |F’(x*)| <
1 et |[F’(x*)| > 1, c’est & dire entre un point fixe qui était attractif et devient répulsif. De
telles situations sont communes et, typiquement, lorsque |F’(x*)| = 1, une bifurcation a lieu.

Nous avons examiné la convergence — ou non — des suites vers un point fixe. Nous voudrions
aussi connaitre la vitesse de convergence de x,, vers x* . Globalement, le théoreme (135) ne nous
offre qu'une convergence linéaire. En effet, ’équation (5.1) implique

|1 — %" = [F(x) = F(x")| < Klx, —x7|.
Lorsqu’on est suffisamment proche du point fixe x*, la méthode de Newton est quadratique.
En faisant un développement deTaylor avec reste de F au point x*. On écrit
F(k—l)(xx-)
(k-1)!

(k)
+ —F (€) (x— x*)k

k-1
) k!

F(x)=F(x" )+ F(x")(x = x") +--- + (x—x"

Et nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 142. Sous les hypotheéses du théoréme (135), si de pluson a F € Ck(Ja, b[;R) et F'(x*) =
0,..., F%1(x*) = 0, alors (x,,) converge vers x* a l'ordre k. Plus précisément, on a

n+l = < n- !
[x x| < clx, — x*|F

ot ¢ > [kF%)(x*)|/k! peut étre choisi arbitrairement proche de |F)(x*)|/k!.
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6 SERIE D’EXERCICES

Exercice 143. Montrer en utilisant la propriété de valeur intermédiaire que toute fonction conti-
nue f : [a,b] — [a,b] posséde au moins un point fixe.

Exercice 144. Utiliser I'algorithme de dichotomie pour calculer a 0.01 prés la racine de :
f(x)=e“sinx—1

dans I'intervalle [0, 7¢/2].
Exercice 145. En utilisant une méthode de convergence de la forme x,,1 = F(x,,), trouver la racine
a0.01 présde:
flx)=xe*-1=0

dans I'intervalle [1/2,1].
Exercice 146. On considére la fonction f définie par f(x)=x3+x-1,x€R.

1. Montrer que f(x) = 0 admet une racine réelle unique x* €]0, 1[.

2. Déterminer par la méthode de dichotomie, une approximation de x* a 10~ pres en utili-

sant le test d’arrét [x,,,; — x,| < €. Comparer le nombre d’itérations effectif pour avoir cette

log (%)) _
log2 )=3

précision avec le nombre N = (
3. Effectuer deux itérations avec la méthode de Newton en partant de x, = 1.

Exercice 147. En utilisant la méthode de Newton, chercher la racine a 0.001 pres de I’équation :
fx)=xt+x2+2x-1=0

dans l'intervalle [0,1].

Exercice 148. Trouver par la méthode de Newton, la racine positive minimale de I’équation :
tanx = x

0.0001 pres.

Exercice 149. 1. Trouver le nombre de racines réelles distinctes de :
Py(x)=x>-3x*—x+3

2. Existent-t-ils des racines multiples?

Exercice 150. 1. Trouver le nombre de racines réelles distinctes de :
Py(x)=x>-5x*+7x-3
2. Existent-t-ils des racines multiples?
Exercice 151. 1. Trouver le nombre de racines réelles distinctes de :
Py(x) = x*—x®-3x2 4+ 5x -2
2. Existent-t-ils des racines multiples?
Exercice 152. Résoudre graphiquement 1’équation cubique :

x3-1.75x+0.75=0

Exercice 153. 1. Trouver par la méthode de Krylov, le polyndme caractéristique de la matrice

suivante :
1 2 3
2 4 1
31 2
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2. Localiser les différentes valeurs propres.

3. Donner, par la méthode de Newton, une estimation de la valeur propre négative a 0.001
pres.

Exercice 154. On considére la fonction f(x) = 4 + 8x% — x*.

1. Combien f posséde-t-elle de racines? Si on décide d’utiliser la méthode de bissection,
quelles sont les paires de points initiaux qu’on peut choisir pour obtenir chacune des ra-
cines?

2. Si on opte pour la méthode de Newton, donner des intervalles autour de chacune des
racines sur lesquels la méthode de Newton converge.

Exercice 155. L’équation x3 + 4x? — 10 = 0 peut se réécrire sous la forme d’un point fixe des trois

facons suivantes :
10—x3
x = ¢i(x)= n

10
T x2 4 4x

10
x = (Pa(x):\/x+4

1. Montrer que I’équation ci-dessus posséde une unique racine (qui est positive) et donc que
@;, 1=1,2,3, possédent un seul point fixe.

2. Calculer les dix premieres itérées des suites (x,) définies par x,,.1 = @;(x,) et xo = 1 pour
i=1,2,3. Qu'en déduire?

3. Tracer les graphes des fonctions ¢;. Comment les comportements observés ci-dessus se
voient-ils sur ces graphiques? Observer également la vitesse de convergence.

Exercice 156. En mécanique céleste, le calcul des positions planétaires donne lieu a I’équation de
Képler :
m = x — Esin(x)

ou nous allons considérer les valeurs m = 0,8 et E = 0,2. Utilisez la méthode du point fixe pour
résoudre cette équation en partant des valeurs initiales xg = 1, 0 et —1 respectivement.
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7 RESOLUTION DES SYSTEMES D’EQUATIONS NON-LINEAIRES

7.1 Résolution d’une équation algébrique

Soit

n+1
_ n n—1 n-2 _ Lntl-i
P(x) =a1x" +a,x"" +azx""+....... +a,X+a,. = a;x
i=1

un polynéme de degré inferieur ou égal a n.
On suppose que tous les coefficients a; sont réels.

Il existe différentes méthodes pour chercher les racines de ce polynéme, c’est a dire chercher
x qui vérifie
P(x)=0

Nous allons donner quelques méthodes qui nous permettront de chercher les racines réels
supposées existantes de ce polyndme.

7.2 Propriétés sur les racines d’un polynéme

Si x1,%5,X3,......X,; sont les n racines de P,,(x) = 0, on a les propriétés suivantes qui sont vérifiées
(d’apres le théoréme de d’Alermbert).

L1 Xi = _%
i 5 (i ) - = D
i=1 Xillj=it1 Xi = I<ij<ip<nXiyXi, = g
_ 4p+1
lei1<i2<....<ip91xi1xiz ..... Xi, Xi, =172
X1 X9 X1 Xy = (—1)72nsl

ai

En posant Sy =) i, xff , on obtient les relations dites de Newton :

aISI +4ap = 0
ﬂ182+ﬂ251+2ﬂ3 = 0
alSn + IZZSn,l L T + anSI +na,.1 = 0

7.3 Théoréme de Sturm

Le théoréeme de Sturm permet de calculer le nombre de racines réelles distinctes d'un po-
lynéme dans un intervalle donné.

7.3.1 Suite de Sturm

On se donne un polynéme P = x" +a,_1x"~' +... + a;x + ag. La suite de Sturm (ou chaine de
Sturm a partir du polyndme P) est une suite finie de polynémes Py, Py, ..., P,,. Elle est construite
par récurrence :

PO = P}

P, = P7, ot P’est la dérivée de P, c’est-a-dire le polynéme P’ = nx""! +... + a; ;

Pour i > 2, P; est 'opposée du reste de la division de P;_, par P,_;.

La construction s’arréte au dernier polynéme non nul.

Pour obtenir cette suite, on calcule les restes intermédiaires que 'on obtient en appliquant
I’algorithme d’Euclide a P, et sa dérivée P, :
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L = PQi-P

p = PQr-Ps
Puo> = PBua Qm—l - By,
Pu1 = P Qum

Si P posséde uniquement des racines distinctes, le dernier terme est une constante non nulle.
Si ce terme est nul, P admet des racines multiples, et on peut dans ce cas appliquer le théoréme
de Sturm en utilisant la suite Ty, Ty, ..., T,;,_1, 1 que l'on obtient en divisant les P, P,,..., P,,,_1 par P,,.

Etle nombre de racines réelles de P,(x) = 0 supposées distinctes est donné donc par le théoreme
suivant :

Théoréeme 157 (Théoréme de Sturm). Le nombre de racines réelles distinctes dans un intervalle
[a,b] d’'un polynéme a coefficients réels, dont a et b ne sont pas des racines, est égal au nombre de
changements de signe de la suite de Sturm aux bornes de cet intervalle.

Plus formellement, si nous notons N(y) le nombre de changements de signe (zéro n’est pas
compté comme un changement de signe) observés dans la suite P(y), P (v), P>(v),..., P, () alors le
nombre de racines réelles distinctes de ’équation dans l'intervalle [a, b] (ol a et b ne sont pas des
racines de P) est donné par N = N(a) — N(b).

Remarque 158. Sil’equation P,(x) = 0 admet une racine multiple, soit (j + 1) le premier indice tel
que P;;1(x) = 0. Les racines de P, (x) = 0 seront alors les racines simples de P;(x) = 0. Le nombre de
racines distinctes est donné par le théoreme de Sturm en arretant la suite (p,(y)) au terme p;(p).

Exemple 159. Supposons que I'on souhaite connaitre le nombre de racines dans un certain inter-
valle du polyndome p(x) = x* + x3 —x - 1.

On commence par calculer les deux premiers termes.

po(x)=px)=x*+x3—x—1

p1(x) = pA(x) = 4x3+3x2 1 (\(\begin{aligned}p_{0}(x)& = p(x) = x"(4}-+x"{3) ~x~1\\p_{1}(x)& =
p/(x) = 4x™{3} + 3x"{2} — 1\end{aligned}}}

En divisant py par p; on obtient le reste —%xz - %x - %, et en le multipliant par —1 on obtient

pz(x) = %x2 + %x + /11—56. Ensuite, on divise p; par p, et en multipliant le reste par —1, on obtient
p3(x) = =32x—64. Puis on divise p, par p3 et en multipliant le reste par —1, on obtient py(x) = —%.

Finalement, la suite de Sturm du polynéme P est donc :

po(x) =x*+x3—x—1

pi(x)= 4x3 +3x2 -1

_ 3,2 15

pa(x) = 15x° +34x+ 12

Ps(x) = ~32x— 64 py(x) = —

Pour trouver le nombre de racines totales, c’est a dire entre —co et +co, on évalue pg, p1,p2,P3,
et py en —oco et on note la séquence de signes correspondante :+ —++ —. Elle contient trois change-
ments de signe (+ a —, puis —a +, puis + a —).

On fait la méme chose en +co et obtient la séquence de signes + + + — —, qui contient juste
un changement de signe. D’aprés le théoréme de Sturm, le nombre total de racines du polynéme
P est 3—1 = 2. Nous pouvons faire une vérification en remarquant que p(x) = x* + x3 —x - 1 se
factorise en(x? —1)(x?> + x + 1), ot on voit que x> — 1 a deux racines (-1 et 1) alors que x> + x+ 1 n’a
pas de racines réelles.

Exemple 160. Soit P;3(x) = x>+ 2x? —x—2 . Alors
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Qu’on peut mettre sous forme du tableau suivant :

Y | p1®) | p2(¥) | p3(¥) | Pal®) | N(¥)

-3 - + - + 3

0 - - + + 1

3 + + + + 0
Il'y a donc 3 — 1 = 2 racines réelles distinctes dans [-3, 0]

et 3 —0 = 3 racines réelles distinctes dans [-3, 3]
Exemple 161. Soit Ps(x) = x° + 4x° + 4x* — x> —4x -4 . Alors
p1(x) = x0+4x> + d4x* —x? —4x—4.
(x) =6x°+20x* +16x3 - 2x—4
p3(x) = 4x* + 8x3 + 3x2 + 14x + 16
(x)=x3+6x2+12x+8
(x) =—-17x> - 58x — 48
pe(x) =-x-2
(Tous ces polynoéme sont définis a un facteur multiplicatif positif pres)
Qu’on peut mettre sous forme du tableau suivant :

Y | 1@ | p2(¥) | p3®) | pay) | ps(v) | P6(®) | N(@)
-3 + - + - - + 4
-2 0 0 0 0 0 0

-1 0 - + + - - 2
0 - - + + - - 2
1 0 + + + - - 1
2 + + + + - - 1
3 + + + + - - 1

Il y a donc 3 — 1 = 2 racines réelles négatives distinctes dans [-3,0], et une racine réelle dis-
tinctes dans [0,3]. Comme pg(x) = —x — 2 la valeur —2 est une racine double.

8 RESOLUTION DE SYSTEMES NON LINEAIRES

Nous allons maintenant résoudre le systéme de m équations a m inconnues x1, Xy, ...., X,, de la
forme :

fi(x1, %0, e Xpy)
fz(Xl,Xz, ..... ,Xm)

fm(xl;XZ, ..... ,Xm) =

Définition 162. Le systeme (8.1 ) peut toujours se mettre sous la forme :

I
o o oo

F(x)=x, xeR" ,F:R"+—R"
x est dit point fixe de F(x) .

Le théoréme suivant assure l’existence et l'unicité d’un point fixe. Il nous permettra d’appro-
cher les solutions de systémes algébriques non linéaires.
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Théoreme 163 (du point fixe). Soit E un espace métrique complet non vide, F : E +— E une contrac-
tion stricte. Alors F admet un point fixe et un seul donné par la méthode des approximations
successives :

Xn+l = F(xn)

pour xy quelconque.

Démonstration. 1- Existence : Soit la suite (x,,) € E définie par x,,.1 = F(x,,). Nous allons mon-
trer que la suite (x,,) est de Cauchy.

Comme F est une contraction, nous avons :

d(xg,x1) < kd(x1,xq)
d(x3,%,) < kd(xp,x1) < k?d(xy, %)

d(xn+11xn) < kd(xnlxn—l) < knd(xlfxo)
Ce qui nous donne

d(xn+pr Xp) < d(anrpr Xn+p-1 )+ d(xn+p—1rxn+p—2) ot d (X1, %)
k"
_ kd(xl,xo)

A(Xpipsxp) S K (RPTE KP4+ kP73 k4 1)d(x1,x0) < :

. 0 .
Nous en déduisons que d(x,p,x,) — quand n %, 0. Donc la suite (x,,) est fde Cauchy et
par suite admet une limite x et comme F est continue, F(x,,)) %, On a donc F(x) = x.

2- Unicité Six et y sont deux points fixes, on doit avoir

d(x,y) <kd(x,p) <d(x,y)

sid(x,y)=0.
On a donc nécessairement d(x,y) =0 et x =y.
cqfd
Proposition 164. Soit F : E+— E. Posons F, = FoF, F3 = FoFoF, .......... ,Fp = Fon,l ; Fp est appelée

literée d’ordre p de F. Nous avons alors le résultat suivant : Si l'une des iterées F, est strictement
contractante, alors F admet un point fixe unique.

Remarque 165. 1. Le procédé x,,; = F(x,) est un algorithme permettant de trouver le point
fixe de F. De plus la suite (x,) converge rapidement vers x, car

k?l

d(xy,x) = lim d(xwxn+p) < 11—k

pim —74(x1,%0)

2. L'itérée F, contraction stricte n'implique pas nécessairement que F soit continue ou contrac-
tante.

3. La condition k < 1 de contraction stricte, est indispensable. Car k < 1 ne suffit pas pour
garantir ni I’existence ni 'unicité du point fixe.
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8.1 Méthode des approximations successives (type Jacobi ou Gauss-Seidel)

L’équation
x=F(x); xeR"™, F:R"+—R"

peut s’écrire sous la forme :
Ax)=b; xeR™; beR"™, A:R"—R"
ou bien sous la forme
x=B(x)+¢; ceR™ B:R"+—R"

ou sous la forme d’un systeme de m équations :
x;=Bj(x)+¢c;; i=1,2,....,m

— S’il existe un domaine Q) convexe contenant x solution de x = F(x) tel que

Z’” B,
1 . .
VXEQ, j71|E|Sd<1) 1—1,2....,7}’1

alors pour tout vecteur initial x(9) pris dans Q, la suite de vecteurs x(X) définis par le schema
itératif
x50 = B(x W) 4 ¢ (8.2)
converge vers x d’apreés le théoreme du point fixe. Le schema (8.2) s’appelle "Methode de
Jacobi non lineaire”.
— Sous les mémes hypothéses, la suite de vecteurs x¥) définis par le schema itératif :
x$k+l) = Bi(x(lkH),...,xglil),x:.k),....,xﬁ,]f)) +¢; i=1,2,..,m (8.3)
converge vers x, d’apres le théoreme du point fixe.
Le schema (8.3) s’appelle "Methode de Gauss-Seidel non lineaire”.



CHAPITRE

RESOLUTION D’UN
SYSTEME LINEAIRE

1 METHODES DIRECTES

1.1 Rappel
1.1.1 Rang d’une matrice

Définition 166. Soit A € My, ,(R) une matrice de m lignes et de n colonnes. Le rang de A est égal
au nombre maximum de colonnes de A linéairement indépendant et on le note :

rang A
Le rang de A est donc aussi égal a la dimension de I'image de toute application linéaire représenté

par A.

Proposition 167. - rang A =rang A" - si A € M,, ,(R) alors rang A <inf(m,n) - si A € M,,(R) alors A
inversible & rang A = n.

Définition 168. Soit A € M,, ,(R), on appelle matrice extraite de A une matrice obtenue par
sélection de lignes et de colonnes. Par exemple si I (respectivement J) est un sous ensemble de
{1,2,...m} (respectivement {1, 2,...n}) on définit une matrice extraite B de A par :

B= (”if)iel,je}

Théoreme 169. Soit A € M,, ,(R) une matrice de rang r alors :
— le rang de toute matrice extraite de A est inférieur ou égalar,
— toute matrice carrée inversible extraite de A est d’ordre inf érieur ou égal a r,
— il existe une matrice carrée extraite de A d’ordre r qui est inversible.

1.2 Systemes linéaires

Définition 170. On appelle systeme de m équations a n inconnues xy, x5,..., x,, la famille d’équations :

ap1xXy +appxy +..... + a1 Xy = bl
ar1X1 +azyXxy+..... +aruXy, = b2 (1 1)
A1 X1 + Ao Xo + eoeee + ApypXyy, = by,

que l'on peut mettre sous la forme matricielle suivante :
Ax=1b

ou A € M, ,(R) est une matrice donnée par ses éléments (a;;), 1 <i <m,1<j<n ,beR"de
composantes (b, b,,...., b,,) et x le vecteur inconnu de composantes (x, X, ..., X;,).

Remarque 171. Si b = 0, on dit que le systéeme (1.1) est homogene. Dans le cas ou m < n, on dit que
le systéme est sous determiné et dans le cas ou n > m on parle d’un systéme sur determiné.

73
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Théoreme 172. Une condition suffisante pour que le systeme (1.1) admette au moins une solution
est que rang A = m.

Corollaire 173. Soit A € M,,(R) une matrice carrée, une condition nécessaire et suffisante pour que
le systéeme Ax = b admette une solution unique est que A soit inversible. Autrement dit detA = 0
(ou rangA = n). Le systeme (1.1) est alors dit systeme de Cramer.

1.3 Résolution d’un systéme triangulaire supérieur

Définition 174. Soit A € M,(R) une matrice carrée, A est dite triangulaire supérieure si :
llij =0, Vi> ]

Dans ce cas le systéme Ax = b est dit triangulaire supérieur.

Remarque 175. On ne traitera pas le cas des systemes triangulaires inférieurs car la technique de
résolution est identique.

Le systéme d’équations Ax = b triangulaire supérieur a la forme suivante :

ap1xXy +aippxy+ ... +ayuXxy, = bl
arpXy +..... +ar, Xy, = b2
AunXn = bn

Théoreme 176. Soit le systéme triangulaire supérieur Ax = b ou A € M,,(R) est une matrice carrée
etbeR", si:

ark 20, Vke [1,11]

alors le systéme admet une solution unique et cette solution x* est telle que :

n *
b = ik ki
K Sk TR

k={nn-1,..,1} (1.2)
Akk

*_
Xp =

Nous allons étudier les méthodes de résolution du systeme de n équations linéaires a n incon-
nues Ax = b, par les mé thodes directes. Nous entendons par méthodes directes des méthodes qui
menent a la solution en un nombre fini d’opérations élémentaires. Ces méthodes sont utilisées
seulement si le nombre d’équations du systeme n’est pas trop élevé (généralement n < 100 ). La
méthode de Cramer en est une, mais elle est numériquement inacceptable. Car sa mise en oeuvre
demande le calcul de n + 1 dé terminants et n divisions. Pour calculer chaque déterminant, nous
devons effectuer n!n multiplications et n! — 1 additions soit un total de (1 + 1)?n! — 1 opé rations
élémentaires Par exemple, pour n = 5 on obtient 4319 opérations élé mentaires. Pour #n = 10 on
obtient a peu pres 4.10% opérations él émentaires Or, dans la pratique, nous aurons a résoudre
des systemes d’ordres n = 100, n = 1000 voire méme plus. Il est donc impossible de r ésoudre
de tels systémes par la méthode de Cramer. Dans ce chapitre, nous présentons essentiellement la
méthode d’é liminations successives de Gauss et son interprétation matricielle, laquelle débouche
sur la méthode de Cholesky pour un systéeme a matrice définie positive. Si la matrice A n’est plus

triangulaire, nous sommes amenés a chercher une matrice M inversible telle que la matrice pro-
duit M A soit triangulaire. On résoudra alors le systéme :

MAx = Mb

par l'algorithme (1.2). Nous nous limitons bien entendu a des systéemes Ax = b avec detA = 0.
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2 Méthode de Gauss

Soit A € M,,(R) une matrice carrée donnée et b € R". On cherche x* solution du systéme

linéaire :
Ax=b

La méthode de Gauss consiste a construire un systéme é quivalent plus facile a résoudre (a matrice
triangulaire supé rieure par exemple). Deux systemes linéaires définis par deux matrices A €
M, (R) et U € M, (R) sont dits équivalents si leurs solutions sont identiques.
Remarque 177. - Les transformations élémentaires suivantes appliquées a un systeme linéaire
engendre un systéme linéaire équivalent : - Une équation peut étre remplacée par cette méme
é quation a laquelle on ajoute ou on retranche un certain nombre de fois une autre ligne. - La
multiplication d’une équation par une constante non nulle. - La permutation de deux lignes ou
de deux colonnes.

La représentation d’un systeme linéaire peut se faire a travers une matrice de dimension n.(n+
1) appelé matrice augmentée. La matrice est noté A = [A|b] et a pour forme gé nérale :

apn ajp - ay, | by
- ay axp - ay | by
A=
|
an1 Ay Ayn | bn

La résolution du systéme linéaire ayant pour matrice augmenté e A peut se faire en appliquant
des transformations é1é mentaires permettant d’obtenir un systéme équivalent. L'objectif de 1’al-

gorithme de Gauss est la construction d’un systéme triangulaire supérieur équivalent, en annu-
lant au fur et 4 mesure les termes en dessous de la diagonale.

Définition 178. On appelle pivot de la transformation, I’élément ay; de la matrice utilisée pour
annuler les termes aji, j > k. La ligne k est alors appelée ligne pivot.

Théoreme 179. Soit un systeme linéaire défini par une matrice A d’ordre n et b € R”. Si A est non
singuliére alors il existe une matrice U d’ordre n triangulaire supérieure et y € R” tels que Ux =y
soit équivalent a Ax = b. La résolution du systéeme Ax = b se fait ensuite par résolution du systéme
triangulaire supérieur.

Démonstration. Construisons la matrice augmentée A(!) = [A(l)lb(l)]

n 1) (1) (1)
S R O
A —|%21 G2 7 Ao | by
P T
1 1 1 1
)yl

I’exposant indiquant le nombre de fois qu’une valeur a été stocké e a la location i,j donnée. La
premiére étape de l'algorithme de Gauss est d’annuler I'ensemble des coefficients de la premi
ére colonne en dessous de la diagonale. Cela s’obtient si a;; # 0 en réalisant la transformation
suivante sur la ligne i > 1 :

1 1) .
a.’ :ai.j)—gila(lj, jel[l,n+1]

)
ou g;; = 3, on obtient le systeme équivalent a I"étape 2 suivant donné par sa matrice augment
a1

2

e 1 (1) (1)
G IO B

A2 0 ayp - ay | b

P

2 2 2

0 aL; S



76 CHAPITRE 6. RESOLUTION D’UN SYSTEME LINEAIRE

les étapes suivantes consistent a refaire le méme procédé pour les colonnes suivantes. Ainsi

I’étape k consiste a éliminer I'inconnu x; dans les équations k + 1,...,n. Ce qui donne les formules
. Lpe . . i . k
suivantes définies pour les lignes i =k +1,...,n en supposant que le k**"* pivot a;k) #0:

k+1) k K.
agj :agj)—gikaéj), jelk,n+1] (2.1)
k)
avec gjx = % A la derniére étape c’est-a-dire a k = n, on obtient le syst éme équivalent suivant :
kk
1 @ (1) (1)
ary a(122) a(lzn) | b%z)
u22 e v azn I bz
A = : | :
(n-1) (n-1) (n-1)
0 0 n-1n-1 n(—l)n ’ bn(—l)
n n
0 e e 0 Ann | bn
la matrice U est donc définie comme étant la matrice A" et y le vecteur b"), cqfd

Remarque 180. - La ligne i de la matrice A®) n’est plus modifiée par 1’algorithme dés lors que
i < k.- Al'étape k, on pratique I’élimination sur une matrice de taille n—k + 1 lignes et n —k + 2
colonnes.

Remarque 181. Silors de I’élimination I’élément ag;() al’é tape k est nul alors la ligne k ne peut pas

étre utilisée comme ligne pivot. Dans ce cas, on cherche une ligne j > k telle ay;() # 0. Si une telle

ligne existe, alors on permute la ligne j et la ligne k sinon le systéme n’admet pas de solution.

Remarque 182. Pour minimiser les erreurs d’arrondi, on choisit la valeur du pivot la plus grande
en valeur absolue. Pour ce faire deux stratégie sont possibles :

1. La méthode dite a pivot partiel : Au k'*" pas de I’élimination, on choisit comme ligne de
pivot celle qui, parmi les n — k + 1 restantes, a I’élément de module maximum en colonne
et on permute dans A%) la k¢ ligne naturelle et celle qui réalise ce maximum.

2. La méthode dite a pivot total : Au k'®"® pas de 1’élimination, on choisit comme pivot
I’élément de plus grand module dans la matrice d’ordre n — k + 1 restante. On permute
donc dans A%) 1a k"¢ colonne naturelle et celle du pivot, ce qui modifiera l'ordre des
composantes du résultat. A la fin du processus, il ne faudra pas oublier de remettre dans
l'ordre initial les composantes de la solution x.

2.1 Interprétation matricielle de la méthode de Gauss

Supposons que 'on puisse effectuer I’élimination sans permutation des lignes et des colonnes.
Considérons alors les matrices

1 0 0
0
GH = 1 . k=1,2,.,n-1
0 —8k+1k 1 0
0 —8&nk 0 1
avec
(k)

ik .
Sik = 0’ pour i=k+1,..,n
gk
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le systéme (2.1) peut se mettre sous la forme

Alk+1) — G0 4(K)
ce qui donne
avec
Posons
L= (GGG c)"

U (pour Upper) est une matrice triangulaire supérieure et L (pour Lower) est une matrice trian-
gulaire inférieure a diagonale unité . Donc nous avons écrit A sous la forme: A=LU ou

1 (1) (1)

L X T %

g1 1 e e Ayp 3 Ao
|81 &2 1 5 et U=

(n—-1) (n-1)

. . . . . . . . n-1n-1 %n—1n

nous sommes donc amenés a résoudre successivement les deux syst émes triangulaires :

Ly = b . _ 1,(n)
{Ux =y ou y=">

3 Meéthodes LU

La premiére phase de la méthode de Gauss consistait a transformer le systéme Ax = b en un
systéme triangulaire Ux = y avec U une matrice triangulaire supérieure. Supposons qu’aucune
permutation n’ait été effectuée, on peut alors montrer que U et y ont été obtenus a partir de A et
b en les multipliant par une méme matrice R triangulaire et inversible, c’est-a-dire

U=RA et y=Rb

on adonc A =R 'U. Etsion pose L =R 'et U =R, on peut donc dé composer A en un produit
de matrice triangulaire inférieure L et une matrice triangulaire supérieure U. La méthode de
Gauss appartient donc a la classe des méthodes dites méthodes LU. Elles consistent a obtenir
une décomposition de la matrice A du type LU et a résoudre le systéme triangulaire Ly = b puis
ensuite le systeme triangulaire Ux =y (L et U étant supposé es inversibles).

Ly = b

Ax:b(:)LUx:b(:}{
Ux

3.1 Décomposition LU

Définition 183. Une matrice A non singuliere, admet une factorisation triangulaire si il existe une
matrice L triangulaire inférieure et une matrice U triangulaire supérieure telles que :

A=LU
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Théoreme 184. Soit le systéme linéaire Ax = b, si au cours de I’élimination de Gauss de la matrice
A, aucun pivot n’est nul alors il existe une matrice L triangulaire inférieure et une matrice U
triangulaire supé rieure telles que :

A=LU

si de plus on impose I =1 alors la factorisation est unique.

La matrice U s’obtient en appliquant la méthode de Gauss tandis que la matrice L s’écrit de la
maniere suivante :

1 e 00

Iy 1 - 0 0

L = 131 132 O O
: 1 0

lnl ln2 lnnfl 1

20
oupouri>1lonaly= ’—" . Ainsi la matrice L est composée des facteurs multiplicatifs permettant

kk
d’annuler les éléments sous le pivot. Comme il existe des problemes simples pour lesquelles un

des pivots est nul, le théoréme suivant permet d’étendre la factorisation LU & un cadre plus
général.

Théoreme 185. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice A inversible puisse se

factoriser sous la forme A = LU est que det(A;) =0, Vk=1,2,..n—1. Ou Ay = (a,])l 12, k
j=12,s

Démonstration. 1)SiA=LU, A =L Uy et 51Aest inversible, det U =1L, u;; =]} a'! % 0. Donc

1111

det(Ay) = det(Ly).det(Uy) = det(Uy) = ]_[1 14 )2 0. 2) Supposons que det(Ag) #0 Vk=1,2,..,n—1.

Cela est vrai en particulier pour k =1, donc a(lll) =det(A;) et la premiére étape de I’élimination
de Gauss est possible. Par récurrence, si on a obtenu A%) pour k <n—1

Al = glk=1) glk=2) Gk=3) G A1)
Ho)

1111

alors det(A )) det( ) .det(G, )det( D) =det(AM) =0 Ai étant triangulaire on a ]_[

0 donc ag;() + 0, donc la kieme étape de I’élimination est possible. On obtiendra finalement A=LU.

cqfd

*

Théoréme 186 (méthode a pivot partiel). Soit A une matrice carrée d’ordre n inversible, alors il
existe une matrice de permutation P telle que les pivots de PA soient non nuls. Ainsi il existe
deux matrices L et U telles que PA =LU.

Remarque 187. le systéme linéaire Ax = b est équivalent au systéme PAx = Pb et la résolution du
systéme se fait selon les étapes suivantes :

1. Construire U, L et P,
. Calculer Pb,

Résoudre Ly = Pb (systeme triangulaire inférieur),

N =

3. Résoudre Ux =y (systéme triangulaire supérieur).

4 Méthode de Cholesky

Certains systémes présentent des propriétés particulié res. Les matrices associées a ces systémes
peuvent étre sym etriques, a bande, etc...La méthode de cholesky a pour but la r ésolution de
systemes linéaires pour lesquels la matrice associ ée est symétrique définie positive.
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Définition 188 (Matrice symétrique). Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que A est symé
trique sion a
A=A

Définition 189 (Matrice définie positive). Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que A est
définie positive si elle vérifie la condition suivante :

VxeR" et x=0, (Ax,x)>0

ou (.,.) désigne le produit scalaire dans R". C’est-a-dire :

n

(%)= inyi' Vx,y eR"

i=1
On définit la norme induite par :
Il = (x, )2

Proposition 190. Si A est une matrice symétrique définie positive alors :

1. a;; >0,

2. ajj<ajjaj; Viz],

3. max; |a]-k| < max; |a;;.
Théoréme 191. Sila matrice A est une matrice carrée définie positive alors elle est inversible.

Corollaire 192. Si la matrice A est une matrice carrée définie positive alors le systeme linéaire
Ax =b ou x,b € R" admet une solution et une seule.

Théoreme 193. Soit M une matrice carrée telle et non singuliére alors la matrice A = MM" est
symétrique définie positive.

Exemple 194. Soit

1 00
M=[1 1 0
1 1 1
alors
1 1 1
A=MM'=|1 2 2
1 2 3

est définie positive.

4.1 Factorisation de Cholesky

Théoreme 195. Soit A une matrice carrée d’ordre n symétrique définie positive, A peut alors se
décomposer et de maniére unique en
A=LL!

ou L est une matrice triangulaire inférieure avec des él1é ments diagonaux positifs.

Ainsi ce théoréeme permet de déduire que la méthode de construction des matrices définies
positives engendre en fait l'ensemble des matrices symétriques définies positives. Si A est une
matrice symétrique définie positive alors le systé me Ax = b peut étre décomposé en LL'x = b et
ce systéme peut se résoudre en résolvant les systémes triangulaires :

Ly = b
L'x =y
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4.2 Algorithme de décomposition de Cholesky
Soit A une matrice symétrique définie positive alors on a A = LL'. Pour résoudre le systéme
Ax=b (4.1)

le théoréme précédent nous permet d’écrire (4.1 ) sous la forme LL'x = b avec L une matrice
triangulaire inférieure inversible. On est donc amené a résoudre

Ly = b
L'x =y

Le probleme consiste donc a construire explicitement la matrice L = (I;;) triangulaire inférieure
telle que
A=LL" ou A=(a)

ce qui équivaut a

]
ajj = Zlikl]’k’ j<i.
k=1

Soit :
ajp dayp -t Aig l]1 0 0 0 lll 112 lln
1 Ay v G| Iy Iy —+ 00 L, - Iy,
Apnl  Gup2 0 OGpp Ly Ly oo L)L O 0 - L

en remarquant que 4;; est le produit de la ligne i de L et la colonne j de L* alors on a:

aj; = Lihg =Ll + Lol + -+ Ll = Ly

n
k=1

en particulier pour i = 1, on a ly; = +/ay; (I1; est bien positif). la connaissance de I1; permet de
construire la premiére colonne de la matrice L car :

ai1
liy = 7
11

En raisonnant de la méme maniére pour la deuxiéme colonnede L ,on a:

Lixhor = Ll +1izly)
1

n
ajp =
k=

en prenant i = 2 alors ap, = 1221 + l%z. D’ou l'on tire

ly, = \/ﬂzz - l§1

air = lily i34
Iy, ’

ensuiteon a :

Iy, = 11

On peut généraliser la procédure au calcul de la colonne j en supposant que les (j — 1) colonnes
ont déja été calculé e. Ainsi :

n
al-]- = le}llf = ll]ljl + 1111]2 + e+ Zikljk + -0+ lml]]
k=1
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et seul [;; et /;; ne sont pas connus. Si on pose i = j, on obtient :

et par conséquent

|
»
S

i1
B aij-Yi e j
j=—————  i>] . )
l]] 1 = ]+1,...,11

I

Remarque 196. La décomposition de A symétrique définie positive, sous la forme A = LL' est
unique a une matrice diagonale unité pres. C’est-a-dire si A = LL' = MM', alors M = DL avec D
matrice diagonale telle que d;; = +1.

Remarque 197. La méthode de Cholesky permet de calculer det A par
n
deta=] 13
i=1

5 SERIE D’EXERCICES

Exercice 198. Résoudre le systéeme d’équations linéaires suivant :

—3X1 — X3 = 5
—2x1 +Xy+X3 = 0
2x1 - Xy + 4.7(.'3 = 15

1. En appliquant les formules de Cramer.

2. En triangularisant la matrice du systéme associée par la méthode de Gauss.

Exercice 199. Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

2X1+xy)—5x3+x4 = 8
X1 —3xy —6xy4 = 9
2X2 — X3+ 2X4 = -5

X1 +4x,-7x3+6x4 = 0

En appliquant le principe de triangularisation de Gauss.

Exercice 200. Soit le systéme d’équations linéaires suivant :

X1+ 2X3 = 2
5x2 + 4X3 = 0
le + 4X2 + 14X3 =5

1. Montrer que la matrice associée a ce systeme est définie positive.

2. Résoudre ce systéme en utilisant la méthode de Choleski.

Exercice 201. Soit les systemes d’équations linéaires suivants :

X1 +4x, +x3+ 3xy

X1+ Xy +2x 1 2
L2 5 —Xy +3X3— x4 = 0
5x1 +5x; = 3 et 3xs 4 %0 4 2 -

3X1+XZ+.X3 = =2 L 2 4 -

X1 — 2X2 + 5X3 + X4 -2

Effectuer la résolution en mettant, si cela est possible, la matrice associée a chacun de ces deux
systemes, sous forme d’un produit de deux matrices triangulaires de structures différentes.
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6 METHODES INDIRECTES

6.0.1 Introduction

Les méthodes directes de résolution de systemes linéaires fournissent une solution x au probleme
Ax = benunnombre fini d’'op érations. Si l'ordre n de la matrice A est élevé, le nombre d’opérations
est aussi élevé et de plus, le résultat obtenu n’est pas rigoureusement exact. Par ailleurs, il existe
des cas ol les structures du systéme liné aire ne sont pas tirés a profit par les méthodes directes.
C’est par exemple le cas des systémes ol la matrice A est trés creuse. C’est la raison pour laquelle,
dans ce cas , on préfére utiliser des méthodes itératives. L'objectif est de construire une suite de

vecteurs {x(k)}k s qui tend vers un vecteur X, solution exacte du probleme Ax = b. Souvent, on
=1,2...,n

part d’une approximation {x(o)} de % obtenue en géné ral par une méthode directe.

6.1 Les méthodes itératives

L'objectif est de résoudre un systeme du type Ax = b. Pour cela, nous allons décomposer la
matrice A en

A=M-N
de sorte que M soit inversible. Ainsi, le systéme devient :

Mx=Nx+b

0)

et nous chercherons par récurrence une suite de vecteurs x{’) obtenu a partir d’un vecteur x(% et

de la relation
Mx®+D = Nx®) 1 p

c’est-a-dire
x5 D = MINK® M1

Cette relation est une relation de récurrence du premier ordre. Nous pouvons en déduire une

relation reliant Uerreur e%) = x(K) — g 3 e(k=1) = x(k=1) _ 5.
M(x® — %) = N(x*1 — x)

puisque Mx = Nx+Db et donc e) = MINelk-1) pour k=1,2,... Si on pose B = M™IN, nous avons
alors

k) = Be0)
La convergence de la suite x(¥) vers la solution % est donné par le proposition suivant :
Proposition 202. Le choix de la décomposition de A devra obeir aux régles suivantes :
Remarque 203.
Proposition 204. 1. Le rayon spectral p(M~!N) doit étre strictement infé rieur a 1.

2. La résiolution de Mx*) = Nx*=1) 4 p doit étre simple et n écessiter le moins d’opérations
possibles

3. Pour obtenir la meilleure convergence, p(M~!N) doit étre le plus petit possible.

On voit que la convergence dépend de la décomposition.
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6.2 Différentes décomposition de A

On écrit la matrice A sous la forme

A=D+E+F
avec D la matrice diagonale suivante :
a; O 0
D= 0 aypy O
0 0 Ay

an1 Ann-1 0
et F la matrice triangulaire supérieure
0 a a1n
0
F =
0 T Gp-in
0 -~ 0 0

Nous obtiendrons donc la décomposition A = M —N a partir de diffé rents types de regroupement
de ces matrices D, E et F.

6.3 Meéthode de Jacobi

On pose
M=D et N=—-(E+F)

ainsi, B= M~!N = D"}(~E - F), ce qui implique :
xD = pH—E - F)x® + D1p

si on exprime cette relation en fonction des éléments de la matrice A nous avons :

ki) "% g b
X; :—fo. +—, 1=1,2,..,n

6.4 Meéthode de Gauss-Seidel

Cette méthode utilise
M=D+E et N=-F
D’ou
B=-(D+E)'F,

etalorsona:
x D = _(D+E) ' Fx® + (D+E) o
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le calcul de I'inverse de (D + E) peut étre évité. Si on écrit (D + E)x%*+1) = _Fxk 4 b, on obtient

n n
(k+1 k

j=1 j=itl
d’ou
i-1 i-1
(k+1) 1 (k+1) 1 k) b .
X =—— ajjXx; - — Z ajjx; " +—, 1=1,2,..,n.
ajj £ / aji & T aj
j=1 j=i+l

6.5 Méthode de relaxation

On donne un paramétre w € |0, 2[, appelé facteur de relaxation, et on pose
D l-w
M==+E et N:(—)D—F
w w

et par conséquent

(2 +E)x<"+“ = ((1_—‘”)D —F)x(k) +b
w

i—1 n
Xi-k+1) = (1 —a))xgk)+i[— ai]-x;kﬂ)— Z a,-]-x;-k)+bi] i= 1,2,...,1’1.
j=1 j=i+l

Comme on peut le constater, la méthode de Gauss-Seidel correspond a la méthode de relaxation
pour w = 1.

7 Convergence des méthodes itératives

La convergence des méthodes itératives dépend fortement du rayon spectral de A, Nous étudions
d’abord les propriétés de certaines matrices et la localisation de leurs valeurs propres.

Définition 205. Soit A € M,, ,(R) une matrice. On définit la norme matricielle induite a partir de
la norme vectorielle sur R" par
Ax
) = max 12

x20  ||x]|

Proposition 206. Soit A et B deux matrices telles que leur multiplication soit compatible alors on
a:

IABI| < [|Al[lIB]
pour toute norme induite.

Théoréme 207 (Gerschgorin-Hadamard). Les valeurs propres de la matrice A appartiennent a la
reunion des n disques Dy pour k = 1,2,...,n du plan complexe (A € U}_; Dy ou Dy, appelé disque
de Gerschgorin, est dé fini par :

|z = agr| < Z|ﬂkj|

=1

j#i

7.1 Cas général

On considére une méthode itérative définie comme :

x©  donné
x U+ = cxP+D
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Théoreme 208. Soit A une matrice carré d’ordre 1, pour que limy_,, A* = 0, il faut et il suffit que
p(A) <1.

Théoreme 209. Si il existe une norme induite telle que ||C|| < 1 alors la méthode itérative décrite
ci-dessus est convergente quelque soit x(%) et elle converge vers la solution de :

(Id—C)X=D

Théoreme 210. Une condition nécessaire et suffisante de convergence de la méthode ci-dessus est
que:
p(C) <1

Remarque 211. la condition de convergence donnée par le rayon spectral n’est pas dé pendante de
la norme induite, cependant elle peut étre utile car le calcul du rayon spectral peut étre difficile.
7.1.1 Cas des matrices a diagonale dominante

Définition 212. Une matrice est dite a diagonale dominante si :

n

Vi, l<i<mn, Imd>§1hﬂ
j=1
j#i

Théoréme 213. Si A est une matrice a diagonale strictement dominante, alors A est inversible et
en outre, les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent.

Démonstration. si A est une matrice a diagonale strictement dominante, on montre que A est
inversible en démontrant que 0 n’est pas une valeur propre (c’est-a-dire KerA = 0). Posons B =
M~IN est soit A et v tels que Bv = Av avec v # 0. Puisque 1'on s’interesse a p(B) < 1, on s’interesse
en fait a la plus grande valeur propre de plus grand module de B. Ainsi, on peut supposer que
A # 0. L’équation Bv = Av devient :

1
M--N]v=0
( ) %
- Pour Jacobi; I’équation devient :
1 1
D+—E+—=F|v=
( i +A)v 0

soit C=D + %E+ %F. si|A| =1, on aurait :

n " g n
ij
lcii| = laii| > Z‘ai]" > Z i Z|Cij|
) = =1
j#i j#i j#i

donc C serait a diagonale strictement dominante et par conséquent inversible. C inversible im-
plique que Cv = 0 donc v = 0. Or v # 0, d’o 1 la contradiction et donc on a bien || < 1. - Pour
Gauss-Seidel ; ’équation devient :

1
(D+E+XF)1/:O

en posant encore C=D +E + %F. et en supposant |A| > 1, on aurait :

n n a:: n ais n
2 1
lciil = laii] > ) aij| = ) ||+ ) |57|= ) [cij
] A A J
j=1 j<1 j>1 j=1
j=i j#i

et on obtient le méme type de contradiction. cqfd
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7.1.2 Cas des matrices symétriques définies positives

Théoréeme 214. Si A est une matrice symétrique définie positive, alors les mé thodes de Gauss-
Seidel et de relaxation pour (w € ]0,2[) convergent.

La convergence de la méthode est d’autant plus rapide que p(M~!N) est petit. Or cette matrice
B = M"!N dépend de w. Une é tude théorique des valeurs propres de B montre que l’allure de
la courbe p(B) en fonction de B est décroissante entre 0 et w,p; et croissante entre w,, et 2. Par
ailleurs, on a toujours 1 < w,,; < 2. On a donc intérét a choisir w le plus proche possible de w,p;.

7.1.3 La méthode de correction
Soit le vecteur reste en x défini comme :
r(x)=b—-Ax

et {r(k)} le reste en {x(k)}. On appelle également I’erreur en k le vecteur

ou X est la solution. si on a une approximation {x(o)} de x, la relation suivante est vérifiée :

Ae = A(x0 —5) = A(xO) b = 0

ce qui signifie que e!?) est la solution du systéme Ax = —(%) et théoriquement, on a % = x(?) —¢(0),

Pratiquement, en appliquant au systéme Ax = —r(?) la méthode directe qui nous a fourni x(?), on
n’obtient pas directement e(?), mais une approximation p(©) de ¢(?). Si on pose x1) = x(0) — y(0) (1)
est une nouvelle approximation de %, en itérant les calculs précédents, on obtient :

AeV = A(xM —5) = A(xW) b = D

la résolution du systeme Ax = —r(!) donnera une approximation p(!) de e(!), et une nouvelle ap-
proximation x(?) de % :
22 Z (1) _ (1) Z 40 _ 40 _ 1)

Ces calculs peuvent étre itérer autant de fois que nécessaire, pour s’arréter lorsque le reste est suf-
fisament petit. A la k?" itération, les relations suivantes sont vérifiées pour *~!) approximation

de e :
k

20 = 1) k) 2 20§00

-1
i=0
avec y(i) une approximation de e'’), solution de Ax = —r()) et i = 0,1,2,...,k—1. Si nous nous arrétons
lorsque k = N, il est nécessaire de ré soudre N +1 systémes linéaires : d’abord Ax = b, pour obtenir
x(0) puis Ax = —rD eti=0,1,2,..,N —1 afin d’obtenir y(i). Une fois la matrice A décomposée (en
LU ou Cholesky), il s’agit donc de résoudre les systemes LUx = —r()) ot —r() a été calculé par la
relation () = b — Ax().

8 SERIE D’EXERCICES

Exercice 215. Résoudre le systéeme d’équations linéaires suivant :

10X1 —23(2—23(3 = 6
—X1 + 10X2 - 2X3 = 7
—X1—Xp+ 10X3 = 8

Par la méthode des approximations successives. Arréter les calculs des que :

(k1) —xﬁk)| <1072

[«
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Exercice 216. Résoudre le systéme d’équations linéaires suivant :

10x1 —2x,—-2x3 = 6
—X1+ 10X2—2X3 = 7
—X1—Xp + 10X3 = 8

Par la méthode de Seidel. Arréter les calculs des que :

X TX

1) < 102

Exercice 217. Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

10X1 - 2X2 - 2X3 6
-X1 + 1OXZ - 2X3 = 7
—x1 — X+ 10x3 8

Par la méthode de relaxation. Faire les calculs avec deux décimales.

Exercice 218. Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

10X1+X2+X3 12
2X1+10X2+X3 = 13
2X1 + 2X2 + 1OX3 14

Par la méthode de relaxation. Faire les calculs avec quatre décimales.
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1 Introduction

Les équations différentielles ordinaires ou E.D.O. sont utilisées pour modéliser un grand
nombre de phénoménes mécaniques, physiques, chimiques, biologiques etc...
Soit f une fonction continue

f: [ab]xR* > RX (1.1)
(ty)— f(t,) (1.2)

telle que :

et

fi: [ab]xRX >R
(ty) e filt,)

Définition 219. 1- E.D.O. du premier ordre : On appelle équation différentielle ordinaire du
premier d’ordre une équation de la forme :

y/(t)=f(tp(t)  telab] (1.3)

2- E.D.O. d’ordre p: On appelle équation différentielle d’ordre p une équation de la forme :

v P(t) = f(t,v(t), v/(t), v P(b),...... oy P() tefab] (1.4)

f est une fonction continue donnée

f: [ab]x(R"P —RX
(6y) = fxp)
1. Une fonction y de classe C! vérifiant I’équation (1.3) est dite solution de 1’équation différentielle

du premier ordre.

2. Une fonction y de classe CP vérifiant I’équation (1.4) est dite solution de I’équation différentielle
d’ordre p.

Proposition 220. Toute équation différentielle d’ordre n sous forme canonique peut s’écrire comme
un systéme de n équations différentielles du premier ordre.

Remarque 221. 1’équation (1.3) est donc équivalente au systéme suivant :

y1(1) = Aty »Vn)
.................. (1.5)
/(t) = fulby,.eooon. ,Vn)
Cela se fait en posant
2z = y
2 =Y (1.6)
ZP = yp_l
Ol Z1,29,...... ,Zp sont des fonctions de classe C! et I’équation différentielle d’ordre p (1.4) est

est équivalente au systéme :
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Z/l = y
7= Y’ (1.7)
2/, = f(t,z1,...... ,zp)

qui s’écrit aussi sous la forme

Avec
g :[a b]x (R")” — (R")?
(t,y) = f(t)
Ce qui veut dire que I’étude d’une équation différentielle d’ordre p dans R* est ramenée a une
équation différentielle d’ordre 1 dans R*?.

Toute équation différentielle d’ordre p sous forme canonique peut s’écrire comme un systéme
de p équations différentielles du premier ordre.

2 PROBLEME DE CAUCHY

Définition 222. On appelle probléme de Cauchy, le probléme qui consiste en la recherche d'un
fonction y de classe C! vérifiant

{ y/() = f(ty(1) 2.1)
(@)= 9(0), yo donnédans R )

Soit f une fonction continue
f: [ab]xR* > RX
(ty) = f(ty)

Théoréme 223. Soit le probleme de Cauchy (2.1). Si f vérifie en plus de la continuité, la condition
de Lipchitz, c’est-a-dire

If(t9) = f(t YN <klly-y"l;k>0. Vte[abl;Vy,y*eR™ (2.2)

alors le probléme de Cauchy (2.1) admet une et une solution de classe C'.

De trés nombreux résultats mathématiques existent sur les problémes de Cauchy.

Dans ce qui suit nous allons nous intéresser a certaines méthodes numériques de résolution
de ce type de probleme.

Lensemble des méthodes numériques que nous allons étudier auront pour but la résolution
d’un probleme de Cauchy quelconque. Elles pourront donc étre utilisées pour la résolution d’une
trés grande variété d’E.D.O.

Deux questions se posent, dans la résolution de ce type de probleme (Cauchy).

1. Trouver une approximation numérique de la solution.

2. Majorer l'erreur commise a partir de cette approximation.
3 METHODE de TAYLOR d’ORDRE 2

Pour résoudre numériquement le probléme de Cauchy (2.1), On ecrit :

(t—a)?

(t—a)
y/(a)+ Ty//(a)+...

1!

y(t) = o+
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Avec yy donnée

y(a) = f(av)=v%

5 )
fay0)=y70+ -—f(“rlfo) +V’o%(%3’o)

v/a) N

Les formules de dérivation se compliquent trés vite, et il est trés souvent impossible d’avoir une
idée sur le rayon de convergence de cette série (de Taylor).
Cette méthode est en général utilisée localement au voisinage du point ty = a.

4 METHODES NUMERIQUES PAR PAS

Dans ce genre de méthodes, on va subdiviser l'intervalle [a,b] par des points t{,1,,...... N
équidistants : t,,,; = t,+h. avec h = bN;“ le pas de la subdivision.
On calcule N nombres y;,v;,...... N ayant une valeur proche de celle de la solution y aux

points t, =a,+h;n=0,...... ,N.
Ensuite, on fait une interpolation pour relier ces points et définir une fonction yj, sur [a,b].
Lerreur de discretisation dépendante de & est estimée par la formule;

€n =Yn— y(tn)

On distingue deux types d’algorithmes par :

1. Les algorithmes a pas séparés ou méthodes a un pas qui permettent de calculer y;,; a partir
de Vi

2. Les algorithmes a pas liés ou méthodes a pas multiples qui permettent de calculer y;,; a
partir des y;,9;_1,... précédents.

5 METHODE d’EULER-CAUCHY

Cette méthode étant la plus simple des méthodes numériques par pas.
En partant du développement de Taylor on a :

}’(tnn) = y(tn)+hy'(tn)+R
D’ou :

y(thrl) - y(tn)
h

R
y’(tn) + ﬁ

Si % est suffisamment petit, on peut considérer que

y(tn+1)_y(tn)
h

est une bonne approximation de y/(¢,) d’ou ’algorithme de Euler-Cauchy.

{ Yn+1 = Yuthf(tyyn); n=01..N (5.1)
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On peut interpréter cet algorithme comme :

connaissant y,,, on calcule y,,; comme étant 'ordonnée du point d’intersection de la droite
t = t,41 avec la droite passant par le point (t,,v,) ayant pour pente f(t,,v,) c’est-a -dire la pente
de la tangente en (t,,,v,) a la courbe solution.

Théoreme 224. Si la fonction f vérifie les hypotheses suivantes :
1- f est continue
2- f est lipchitzienne de rapport K > 0.
La methode de Euler-Cauchy (5.1) converge.
De plus on a une estimation de l’erreur sous la forme :

eK(tn_tO) — 1
leal =1y —y(t)l < TM(M')

et

max_|e,| - Oquandh — 0
n=1,...N

5.1 Estimation de l’erreur dans la méthode d’Euler-Cauchy

On va chercher une majoration de I'erreur qui ne dépendra que des données.
Soit la proposition :

Proposition 225. Soit
c= sup |f(,0)].

tefa,b)
Alors K(b-a)
1
lwll < lppleX 0+ c == =D
K
et
vl < D

Théoréme 226. On pose
M, = sup |f(£,)]

te(a,b]
et
Mp(s,f)= sup |f(t,y)-f(t,p)
t,t’€la,b]
avec
llyll <D
et

t,t’ € [a,b]

Alors
eKltn=to) _
K
La majoration de I'erreur donnée par ce théoréme en fonction seulement des données est dif-
ficile a calculer numériquement.
On peut simplifier cette estimation en ajoutant une hypothése supplémentaire.

len| < (Mp(h, f) + hKMj)

Théoréeme 227. Soit () le domaine défini par :
Q={(t,y) eR"|t€[a,b],ly| < D)

avec Kb
Kib-a) , €001
K

D = [ygle c

On suppose :
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1. f continue de [a,b] xR - R
2. f lipchitzienne en y
3. f declasse C! sur Q

et on pose :
1
N(t) == ”(t)].
(t) zfé}ﬁ‘f}"’ (1)l
Alors
K(t,—a) _
e 1
le,| < BN (t,)

pour n=0,1,....... ,N

6 METHODE DE RUNGE-KUTTA

Les algorithmes de Runge-Kutta (RK) consistent a calculer a chaque pas des valeurs intermédiaires.
La méthode (RK) classique est donnée par le schéma suivant :

MN=VYnt hF(wa/n;h)

Yo=1
avec  F(t,y;h) = t(ky +2ky + 2k3 + ky) (6.1)
ou ki =f(ty) ky=f(t+5,y+5k)
ks =f(t+ 14,9 +n%2); ky = f(t+hy+hks)
Remarque 228. 1. Les méthodes (RK) sont convergentes.

2. Elles ne nécessitent pas le calcul des dérivées successives de f.

3. Elles donnent de tres bons résultats notamment pour la résolution des problemes de Cau-
chy.

7 SERIE D’EXERCICES

Exercice 229. On considére I’équation différentielle

y o= %
p(0) =5
1. Vérifier que la solution exacte est y(t) = 5e%t,

2. Soit h= %, pour i = 0,...,n, montrer que les approximations fournies par le schéma d’Euler
peuvent s’écrire y; = 5(1 + 2h)’.

3. Représenter graphiquement l’erreur

e(h) = max |y(t;) — ;|-

0<i<n

en fonction de h, en calculant ¢(0.005),e(0.01),¢(0.05),e(0.1), e(0.5).

4. Que pensez-vous de la relation e(h) ~ Kh, avec K une constante?
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Exercice 230. On considere le probleme d’equation differentielle
y = -y
p(0) =2

Pour résoudre cette équation numériquement sur l’intervalle [0, 1], on se donne, pour chaque
entier n, un pas h = % et des noeuds x; = ih,i=1,...,n.

1. Enrépétant le raisonnement de I'exercice précédent, on pourrait montrer que, 'application
de la méthode d’Euler conduit aux approximations :

y; =2(1-11h)".

2. Représenter les approximations obtenues pour pour 4 =0.2,0.1,0.09,0.1.
Indication : la solution de ce probléme est de la forme y = Ae”, ou A et a sont faciles a
calculer.

Exercice 231. On considere le probléme d’équations différentielles
y’=2t-3y, v(0)=1.
1. Montrer que la solution exacte est donnée par :

2.2, 1
=—=+=t+—e 7k
y=7973'"

2. Vérifier que les approximations obtenues en prenant h = 0.25 et la méthode de Taylor
d’ordre 2 ou la méthode d’Euler modifiée, sont égales.

3. Ecrire la formule aux différentes v; ;1 = y; + h(t;,v;), obtenues par chacune des deux ap-
proches. Expliquer pourquoi, dans ce cas particulier, les deux formules coincident.

Exercice 232. L'égalité suivante découle directement du theoreme fondamental du calcul

t+h
o(t+h) = y<t>+f oAt
t

En appliquant la formule de Simpson a l'integrale, on obtient alors I'approximation

h h
p(t+h)=y(t)+ g(y/(t) +4y(t+ §)+y/(t+h)).

Supposons que v soit solution de y’ = f(t,y), 'approximation précédente s’écrit

h h
P+~ p(0)+ (L) +4F(t+2)+ F(E+hy(t+ )
a) En remplacant y(t + %) et y(t + h) par les approximations données par la formule d’Euler
modifiée, déduire de ’équation précédente un schéma numérique a un pas du type
h h h h
Yist =Yit (f(tuy) + 25 f(ti+ Supit ki) + S f(ti+ hyi +k2)))

pour lequel on déterminera les coefficients ky, k; en fonction de h, y; et f(t;,v;).
b) On considere le cas particulier

fty)=-p+t+1

, pour lequel la solution exacte est
t

y(t)=t+e".
En vous inspirant des exemples donnés et en choisissant ty = 0,x,, = 1,y = 1, calculer
e(h) = max|y; —y(t;)|li = 1,...npourn = 2,4,8,16

. Reporter cette fonction sur un graphe log—log et en déduire l'ordre de la méthode.



96 CHAPITRE 7. RESOLUTION NUMERIQUE DES E.D.O. D’ORDRE UN

Exercice 233. On considere le probléme

y o=
t
{y(l) =2¢°

Comparer les approximations de la solution obtenues par la méthode d’Euler avec & = 0.0016 par
la méthode du point milieu avec & = 0.04 et par la méthode de Runge-Kutta 4 avec h = 0.2. La
comparaison se fera sur la base de la précision et du cout de calcul, i.e. le nombre de fois qu’il
faut évaluer f(t,v).
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1 Introduction

De nombreuses méthodes numériques supposent la connaissance des valeurs propres, des vec-
teurs propres et du rayon spectral d’une matrice. En outre de nombreux problémes se raménent
a la recherche des valeurs propres d’une matrice. Le plus souvent, on fait appel a deux types de
méthodes numé riques pour calculer les valeurs propres et les vecteurs propres (appelé s aussi
éléments propres) d’une matrice. les méthodes directes sont celles qui permettent d’obtenir les
éléments propres a partir de la connaissance explicite du polynéme caracté ristique; les autres
sont essentiellement des méthodes itératives. Ces dénominations présentent une certaine ambi-
guité. En effet, le plus souvent, la détermination du polyndéme caracté ristique est obtenue par
un procédé itératif et la recherche des racines de ce polyndme est presque toujours itérative. Soit
A € M,,(C). Nous allons chercher ses valeurs propres A; dont la multiplicité sera notée m;.

2 RAPPELS
3 Calcul direct de det(A — AI)

On se donne (n + 1) valeurs distinctes Ay, A,,...., 4,41 quelconques; on calcule pour chacune
d’elles la valeur
yi:det(A—/\iI) i=1,2,..,n+1.

On obtient ainsi un ensemble de valeurs {(A;,9;)};_1 , ,.1- On détermine alors, le polyn6 me d’in-
terpolation passant par ces points. Il sera identique, a un facteur multiplicatif pres, au polynéme
caractéristique de A. On peut alors chercher ses racines par I'une des méthodes connues; ce qui
aboutira a une approximation des valeurs propres de A.

4 Méthode de Krylov

La méthode consiste a calculer les coefficients du polyndéme caractéristique dont on approche
les racines a 'aide des mé thodes connues. Les vecteurs propres associés sont alors détermin és
par les formules appropriées. Plus précisément, soit :

n

P(A) = (=1)"(A"= ) @A)

k=1

le polyndéme caractéristique de A. D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton (A annule son po-
lyndme caractéristique), on a donc P(A) = 0; donc :

n

Al = ZakAn—k

k=1
Prenons un vecteur quelconque xy non nul, on a :

n

A'xy = ZakA"_kxo (4.1)
k=1

Notons a le vecteur de composante (4;);i=1,2,..,n
X1 = AXO
Xy = A2X0
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et B la matrice dont les n colonnes sont les vecteurs
Xn—1Xp—2s s X1, X

L'équation (4.1) peut s’écrire :
A"xq=Ba (4.2)

Pour xy donné, on cherche a solution de (4.2). On obtiendra ainsi, si le systéme est inversible, les
coefficients du polyn 6me caractéristique et on pourra utiliser une des méthodes de r ésolution
des équations non linéaires pour calculer ses racines qui sont les valeurs propres de A. Cette
méthode permet en outre de déterminer les vecteurs propres associés aux valeurs propres cal-
culées. Pour simplifier, nous supposerons que les valeurs propres A, A,,...., A, sont distinctes.
Si nous appelons vy,v,,...., v, les vecteurs propres associés respectivement a A, A,,...., A,;, nous
pouvons décomposer le vecteur x(, choisi arbitrairement dans la recherche des coefficients (a;),
suivant la base des {v;};_; , . On a alors

Xg=a1V] + vy +... .+ 0V,

comme
A”l/l' = )\ivi
2 _ 2
A v, = /\i Vi
on aura
X1 = al/\lvl +a2/\2v2+....+an/\nvn
_ n-1 n-1 n—-1
Xp—-1 = 61/1/\1 1 +(X2/\2 V2+....+0(n/\n Vy

Considérons une combinason linéaire des vecteurs xg, x1, ..., X;_2, X,_1. On a

Xpo1 = PirXp—o+o+ Pin_1X0 = (4.3)
a1 @i(A)v1 + ari(A)vy + -+ ay@i(A,)vy
ou @A) = A" 4B APt By

on peut choisir par exemple la formule (4.3) s’écrit alors

Xp-1t+ ﬁilxn—2 +..+ ﬁin—le = ai(Pi(/\i)vi-

Dong, si a; # 0 la combinaison linéaire obtenue permet de d éterminer le vecteur propre v;. Avec
le choix (??), les coefficients B;; s’obtiennent facilement par identification. Plus précisement nous
avons

Bio = 1
Bij = Aifij-1-aj

Remarque 234. Si les vecteurs xg,xq,...,X,_p,X,_1 sont linéairement ind épendant, la matrice B
est inversible et on obtient bien les coefficients caractéristiques dont on peut calculer les valeurs
propres. Mais il arrive que ces vecteurs ne soient pas linéairement indé pendants. Par exemple x;
s’exprime comme combinaison linéaire des pr écédents et de méme des suivants. On peut alors
appliquer la m éthode précédente avec les vecteurs xg, xy,...,xx_1; ce qui donnera un polynéme
dont les racines seront racines du polynd me caractéristique et donc valeurs propres de A. On
évite en général cette complication en changeant de vecteur initial.
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5 METHODE DE LEVERRIER

Les coefficients du polynéme caractéristique sont déterminés par la formule (5.2) suivante. On
utilise ensuite les méthodes de résolution des équations non linéaires pour calculer les racines de
ce polynéme; ce qui détermine les valeurs propres. Posons

P(x)=a;x" +a,x" '+ .. +a,, avec a; #0.

Les relations de Newton entre les racines xy, x5, ..., x;, et les coefficients de ce polyndme sont donnés
par

a, +aq Sl = 0
2a3+a251 +ﬂ152 = 0
.................. 1
kak+1+ak51+m+a15k = 0 (5 )
na,.1 +a,S1+---+a;S, = 0
avec Sp =) 1", xi-‘. Donc, en considérant le polynéme caractéristique de A, dont les racines sont
les valeurs propres A; de A, on a
Sk = T, (A
ap = (1)
ce qui nous permet de calculer les coefficients ay pour k = 2,...,n+ 1. Plus précisément on a :
1
aj =_ﬁak—lsl +...+a25k_2+a15k_1 (52)

Remarque 235. La méthode de Leverrier présente un grave inconvénient : elle impose le calcul
des puissances souvent élevées de la matrice initiale. Par contre son algorithme est simple et il
n’y a pas lieu d’envisager des cas particuliers
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6 Valeurs et Vecteurs Propres

Les premiers vecteurs et valeurs propres viennent des équations diffé rentielles (Lagrange
1759, théorie du son; Lagrange 1781, des matrices 6 x 6 dans le but de calculer les perturbations
sé culaires des orbites des 6 planétes connues a 1’époque, Oeuvres V, p. 125-490). Aujourd’hui,
le calcul des valeurs et vecteurs propres est indispensable dans toutes les branches de la science,
en particulier pour la solution des systémes des équations diffé rentielles linéaires, en théorie
de stabilité, pour les questions de convergence de processus itératifs, et en physique et chimie
(mécanique, circuits, cinétique chimique, équation de Schr 6dinger). FIG. V.1 : Une application

linéaire comme champ de vecteurs (a gauche); transformée sur la base des vecteurs propres (a
droite). Observons en figure V.1 (a gauche) le champ de vecteurs d’'une é quation différentielle

y’ = Ay. Deux directions sautent aux yeux : ce sont les directions ot le vecteur Av prend la méme
direction que le vecteur v , c’est-a-dire., o U

Av=XAv ou (A-Aljp=0 (6.1)

Si cette équation est vérifiée, A € C s’appelle valeur propre de la matrice A et v € C*(v = 0) est le
vecteur propre correspondant. L’équation ( 10.1) possede une solution v non nulle si et seulement

S1
P4(A) = det((A=AI) =0

Le polyndéme P4(A) est le polyndome caractéristique de la matrice A . Les valeurs propres de A sont
alors les z éros du polynéme caractéristique.

7 La condition du calcul des valeurs propres

A cause des erreurs d’arrondi, les éléments d’une matrice A , pour laquelle on cherche les
valeurs propres, ne sont pas exacts. Ils sont plut 6t égaux a

ﬁ,-]-:aij(1+s,-j) avec |€ij)§eps

(eps étant la précision de l'ordinateur, est supposée étre trés petite). Il est alors trés important
d’étudier l'influence de ces perturbations sur les valeurs propres et sur les vecteurs propres de la
matrice. Pour montrer ceci, considérons la famille de matrices

Ale)=A+eC ou el <eps et o] <lay|

(souvent, la derniére hypothese va étre remplacée par ||C|| < ||A|| ).
Théoréeme 236 (Gershgorin). Soit A une matrice n x n (avec des éléments dans R ou dans C ).
a) Si A est une valeur propre de A, alors il existe un indice i tel que

n

A —a;| < Z|ﬂij|

=1

j#i
c’est-a-dire. que toutes les valeurs propres de A se trouvent dans 'union des disques D; =
A =ag| < Y0 Jagj]
j#i
b) Si une composante connexe de (Ji_; D; consiste de k disques, elle contient exactement k
valeurs propres de A.
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Démonstration. Soit v # 0 un vecteur propre et choisissons l'indice i tel que |v;| > |vj| pour tout j .
La ligne i de I’équation Av = Av donne

n

Zaijvj = (A —a;i)v;.

=1

j=i

En divisant par v; et en utilisant I'inégalité du triangle, on obtient U

Laffirmation (b) est vraie si A est une matrice diagonale. Le cas gén éral est obtenu par un argu-
ment de continuité en faisant tendre les éléments en dehors de la diagonale vers zéro. cqfd

Théoréme 237. Soit A une matrice diagonalisable, c’est-a-dire, il existe P avec P"'AP = diag(A;, A5, ..., A,,)
et soit A(e) = A+ eC. Alors, pour chaque valeur propre A(e) de A(¢), il existe un A; avec

|A(e) = Ail < €.k (P). IClloo

Démonstration. Nous transformons la matriceA(e) = A+ ¢C par la mé me matrice, qui transforme
A sous forme diagonale :

P A(e)P = diag(Ay, Ay, ..., Ay) + €PICP

Si l'on dénote par ¢;; les éléments de P7ICP, le th éoréme de Gershgorin implique 'existence
d’un indice i tel que |A(e) — (A; +€¢j;)| < e} )ei]-). L’inégalité triangulaire donne alors
j#i

IA(e) = Ay < S.miax(Z|eij|) <e|Ptep|| <e [P, ICHw - IPl
]

ce qui démontre l'affirmation du théoréme, car x,(P) = ”P‘1 “oo |IClle (condition de T). cqfd

Remarque 238. La condition du calcul des valeurs propres depend de la condition de la matrice
de transfor- mation P. Si la matrice A est symétrique ( P est orthogonale), le probléme est bien
conditionné.Toutefois, observons qu’on obtient seulement une estimation pour l’erreur absolue
et non pour l'erreur relative.

Théoreme 239 (différentiabilité des valeurs propres). Soit A une racine simple de P4(A) = 0 Alors,
pour |¢| suffisamment petit, la matrice A(¢) = A + eC posséde une valeur propre unique A;(¢)
proche de A; . La fonction A (¢) est différentiable (méme analytique) et on a

*
u; Cvy

AMe)= A +¢ +0(e?) (7.1)

l/livl

ou v; est le vecteur propre a droite (Av; = Avy) et 1y est le vecteur propre a gauche ( ujA = Auj ).

On peut supposer que |[v1]| = [ju1]| =1

Démonstration. Soit p(A,€) = Pyyec(A) = det(A+eC — AI). Comme

ap(/\lf 0)
dA

le théoreme des fonctions implicites garantit 'existence d’une fonction différentiable A;(¢) (méme

analytique), tel que A1(0) = A; et p(A;(e),e) = 0. Il existe donc un vecteur vy () tel que

p(A1,0)=0 et =0

(A(e) = A (e)l)vy (e) = 0. (7.2)
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La matrice dans (11.2) étant de rang n — 1, on peut fixer une composante a 1 et appliquer la régle
de Cramer. Ceci montre que les autres composantes sont des fonctions rationnelles des éléments
de la matrice A +eC — A, (¢)I et donc diff érentiables. Aprés la normalisation a vy (A)Tv (1) =1, 1a
fonction v; () reste diffé rentiable. Pour calculer /\'1(0) , nous pouvons dériver 1’ équation (11.2)
par rapport a € et poser ensuite ¢ = 0. Ceci donne

(A= A1)y (0)+(C = AL (0))vy =0 (7.3)

En multipliant cette relation par u], on obtient uj(C - /\;(O)I)vl =0, ce qui permet de calculer
A’l (0) et démontre la formule (11.1). cqfd

Conséquences. La formule (11.1) du théoréme pré cédent montre que plus le vecteur propre
de droite est paralleéle au vecteur propre de gauche, mieux la valeur propre correspondante est
bien conditionnée (par exemple, pour les matrices symétriques les deux vecteurs sont identiques);
plus ils se rapprochent de I'orthogonalité, plus la valeur propre est mal conditionnée. Si la ma-
trice n'est pas symétrique (ou normale), le calcul de A, (valeur propre simple) peut étre mal
conditionné. Considé rons par exemple la matrice

(@) oy (1) ! 1
“lo 2] °% "17\o) 1_\/1+a2_0‘

Dans cette situation, la formule (11.1) nous donne A;(¢) — A; = e.(c;; — acyy) + O(€?) et le calcul
deA; =1 est mal conditionné si a est grand. Exemple 1.4 Considérons la matrice (boite de Jordan)

A1

A= n (7.4)

Le polynéme caractéristique de A + eC satisfait
det(A+eC—A)=(A; = A)" = (=1)".e.cpy + O(e2) + O(e. | Ay = A]).

Sic, # 0, les termes O(e?) et O(e.|A; — A|) sont négligeables par rapport a ¢ . Les valeurs propres
de A+ ¢C sont alors approximativement données par les racines de

(A=A —(=1)".e.c,y =0 (7.5)

C’est-a-dire A = A; + (e.cnl)l/" (observer que (s.cnl)l/” donne n valeurs complexes distinctes - mul-
tiples des racines de l'unité). Expérience numérique. Prenons la matrice (11.4) avec A; =1 et
n =5 . Les éléments de la matrice C sont des nombres aléatoires dans l'intervalle [-1,1] . Le
dessin 7 ci-contre montre les 5 valeurs propres de A + ¢C pour ¢ = 1074,107>,...,10710. L'erreur
est ~ 107! pour ¢ = 107> et ~ 1072 pour ¢ = 10710, ce qui correspond a la formule (11.5) pour
n = 5. Conséquence. Si la dimension # d’une boite de Jordan est plus grande que 1, le calcul de
la valeur propre de cette matrice est tr és mal conditionné.

7.1 Condition du calcul des vecteurs propres

Considérons la situation ou toutes les valeurs propres de A sont distinctes. La démonstration
du théoreme sur la diffé rentiabilité des valeurs propres montre (voir formule (11.2)) que les
vecteurs propres normalisés v;(¢) de A+¢eC sont des fonctions différentiables de € . Pour é tudier la
condition du calcul des vecteurs propres, nous exprimons v;(0) dans la base des vecteurs propres
(de droite)’

7/1(0): Zaivi. (76)
i=1
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La formule (11.3) donne alors

n

Y (A= ADajv;+(C = A;(0)); =0. (7.7)
j=2

En multipliant (11.7) par le vecteur propre de gauche uj (observer que ujv; = 0 pour i # j), on
obtient a; (pour i > 2) de la relation (A; — Ay)a;ujv; + u;Cv; = 0. La normalisation ||v1(s)||§ =
1 donne (en la dérivant) vjv;(0) = 0 et on en déduit que a; = —Z;’ZZ a;vjv;. Si 'on insére les
formules pour «; dans (11.6), on obtient pour vy (¢) = v +ev{(0) + O(&?) la relation

n

B u;Cvy . 5
vl(s)_vl+e;m(vi—vlvlvi)+0(s ). (7.8)
]:

De cette formule, on voit que la condition du calcul du vecteur propre v; dépend de la grandeur
u;v; (comme c’est le cas pour la valeur propre; voir la formule (11.1)) et aussi de la distance
entre A; & et les autres valeurs propres de A . Un algorithme dangereux La premiére méthode
(déja utilisée par Lagrange) pour calculer les valeurs propres d’une matrice A est la suivante :
calculer d’abord les coefficients du polyndme caractéristique Py () et déterminer ” ensuite les zéros de ce
polyndme. Sila dimension de A est trés petite (disons #n < 3) ou si l'on fait le calcul en arithmétique
exacte, cet algorithme peut étre trés utile. Par contre, si l'on fait le calcul en virgule flottante,
cet algorithme peut donner des mauvaises surprises. Considérons, par exemple, le probléme de
calculer les valeurs propres de la matrice diagonale

A=diag(1,2,3,..,n)
dont le polynéme caractéristique est
PAA)=(1-1)2-1)B=A)-(n=A)=(-1)" V" +a,_ A"+ +a; A +ag (7.9)

Les coefficients calculés satisfont 4 = a; (1 + ¢;) avec |¢;| < eps. Cette perturbation dans les coeffi-
cients provoque une grande erreur dans les zé ros de (11.9). Les résultats numériques pour n =
9,11,13,15 (avec eps ~ 6.1078, simple précision) sont dessinés dans la figure V.2. Conclusion. Evi-
ter le calcul des coefficients du polyndme caract éristique. Un tel algorithme est numériquement
instable.

8 Laméthode de la puissance

Un algorithme simple pour calculer les valeurs propres d'une matrice A est basé sur I'itération

Vk+1 = Ak (8.1)

ol y¢ est un vecteur arbitraire. Dans le théoreme suivant, on démontre que yy = Akyo (méthode de
la puissance) tend vers un vecteur propre de A et que le quotient de Rayleigh y; Ayi/y; i est une
approximation d’une valeur propre de A .
Théoréme 240. Soit A une matrice diagonalisable de valeurs propres Aq,1,,..., 1, et de vecteurs
propres vy, v,..., v, (normalisés par ||v;||, =1 ). Si|A{]| > |A;] > ... 2 |A4,], les vecteurs y; de I'itération
(12.1) vérifient

vk = Af(ayvy + O(| Ao/ (8.2)

(le nombre a; est défini par yg =) ; a;v;). Le quotient de Rayleigh satisfait (si a; = 0 )
ViAYK _

*

ViV

A1+ 0(1A2/A1 %) (8.3)

Si A est une matrice normale (c’est-a-dire. que les vecteurs propres sont orthogonaux), ’erreur
dans (12.3) est O(|A,/A, %)
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Démonstration. Exprimons le vecteur de départ y, dans la base des vecteurs propres, c’est-a-dire
Vo = )_i_, a;v;. Par ré currence, on voit que

n

n k
A
Vk :AkyO = E ai/\fvi = /\]1((6117}1 + E a,-(/,\—;) v; (8.4)
i=2

i=1

ce qui démontre la formule (12.2). De cette relation, on déduit que

n n
VAV = Vi = )PP A+ ) da Ak o (8.5)
i=1 i#]
n n
vive= Y lailP P+ ) dai Ak, (8.6)
i=1 iz

Siay #0,la formule (12.3) est une conséquence de

YiAVE _ a1 PR (1 + O( A/ A1) 8.7)
¥k lalP PR+ O/ A )

Pour une matrice normale, le deuxiéme terme dans les formules (12.5 ) et (12.6) est absent et
I’expression O(|/'\2//\1|k peut étre remplacée par O(|/'\2/Al|2k dans (12.7) et dans (12.3). cqfd

Exemple 241. Considérons la matrice

A=

21 0
1 2 1
01 2

dont la valeur propre la plus grande est A; = 2(1 + cos(7t/4)) ~ 3,41421356. Quelques itérations
de la méthode de la puissance nous donnent

vo=(1,1,1)T v =(3,43)" 9,=(10,14,10)T
et une premiére approximation de A; est obtenue par

Sy _pivz 1164 41476

iy i 34

Remarques. Les éléments du vecteur vy croissent exponentiellement avec k . Il est alors recom-

mandé de normaliser y, apres chaque itération, c’est-a-dire. de remplacer vy par yk/Hyk“. Sinon,

on risque un “overflow”. Si|A,/A;| est proche de 1, la convergence est trés lente. Pour accélérer la
convergence, on utilise la modification suivante :

9 Méthode de la puissance inverse de Wielandt

Supposons qu’on connaisse une approximation y de la valeur propre cherchée A; (il nest pas
- né cessaire de supposer que A; soit la plus grande valeur propre de A ). L'idée est d’appliquer
Iitération (12.1) a la matrice (A — ul)~! ( Les valeurs propres de cette matrice sont (A; —u)~'. Si
est prochede A ,ona-
1 1

>
)2\1 —V| ‘/\i —P‘|

pour i>2

et la convergence va étre trés rapide. 'itération devient alors yi, 1 = (A — uI)"'y; ou

(A= pD)Yrr1 = vk (9.1)
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Apres avoir calculé la décomposition LU de la matrice A — ul , une itération de (13.1) ne cotite
pas plus cher qu'une de ( 12.1). Pour la matrice A de ’exemple précédent, choisissons y = 3,41
etyy=(1;1,4; 1)T Deux itérations de (13.1) nous donnent

333,949579831933 79255,2785820210

236,134453781513 56041,9461902408
yl = , }}2 =
236,134453781513 56041,9461902408

et on obtient
1 _yiA-p)'n yim

~ = = ~237,328870774159
AL —3,41 1241 1241

De cette relation, on calcule A, et on obtient I’approximation 3,41421356237333 . Les 13 premiers
chiffres sont corrects. La méthode de la puissance (et celle de Wielandt) est importante pour la
compréhension d’autres algorithmes. Si l'on veut calculer toutes les valeurs propres d’'une ma-
trice, on utilise des méthodes encore plus sophistiquées. En pratique, on procéde de la maniére
suivante :
— on distingue les cas : A symétrique ou A quelconque.
— on cherche P telle que P"' AP devienne une matrice de Hessenberg (ou une matrice tridia-
gonale, si A est symétrique); voir V.3.
— on applique I'algorithme QR a la matrice H (voir V.6).
— si H est une matrice tridiagonale et symétrique, on peut é galement appliquer la méthode
de bissection (voir V.4).

10 VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES

Les premiers vecteurs et valeurs propres viennent des équations différentielles (Lagrange
1759, théorie du son; Lagrange 1781, des matrices 6 x 6 dans le but de calculer les perturbations
séculaires des orbites des 6 planétes connues a 1’époque, Oeuvres V, p. 125-490). Aujourd’hui,
le calcul des valeurs et vecteurs propres est indispensable dans toutes les branches de la science,
en particulier pour la solution des systémes des équations différentielles linéaires, en théorie
de stabilité, pour les questions de convergence de processus itératifs, et en physique et chimie
(mécanique, circuits, cinétique chimique, équation de Schrédinger).

FIG. V.1 : Une application linéaire comme champ de vecteurs (& gauche); transformée sur la
base des vecteurs propres (a droite).

Observons en figure V.1 (a gauche) le champ de vecteurs d’une équation différentielle y’ = Ay.
Deux directions sautent aux yeux : ce sont les directions ol le vecteur Av prend la méme
direction que le vecteur v , c’est-a-dire., ou

Av=2Av ou (A-AM))r=0 (10.1)

Si cette équation est vérifiée, A € C s’appelle valeur propre de la matrice Aetv € C*(v = 0) est le
vecteur propre correspondant. L’équation (10.1) possede une solution v non nulle si et seulement
si

P4(A) = det((A—AI) =0

Le polyndéme P4(A) est le polynome caractéristique de la matrice A . Les valeurs propres de A sont
alors les zéros du polynéme caractéristique.
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11 LA CONDITION DU CALCUL DES VALEURS PROPRES

A cause des erreurs d’arrondi, les éléments d’une matrice A , pour laquelle on cherche les
valeurs propres, ne sont pas exacts. Ils sont plutét égaux a

ﬁi]-:aij(1+£ij) avec |€l‘]‘|S€pS

(eps étant la précision de l'ordinateur, est supposée étre trés petite). Il est alors trés important
d’étudier 'influence de ces perturbations sur les valeurs propres et sur les vecteurs propres de la
matrice.

Pour montrer ceci, considérons la famille de matrices

Ale)=A+eC ou |e[<eps et |Cij|S|“ij|

(souvent, la derniére hypothése va étre remplacée par ||C|| < [|A]] ).
Théoreme 242 (Gershgorin). Soit A une matrice n x n (avec des éléments dans R ou dans C).

a) Si A est une valeur propre de A, alors il existe un indice i tel que

n
[A—aj] < Z|ﬂij|
j=1

j#i
c’est-a-dire. que toutes les valeurs propres de A se trouvent dans 'union des disques D; =

A A—agl < TI Jagj]
j=i
b) Si une composante connexe de | Ji_; D; consiste de k disques, elle contient exactement k
valeurs propres de A.

Démonstration. Soit v # 0 un vecteur propre et choisissons l'indice i tel que |v;| > |v]-| pour tout j .
La ligne i de I’équation Av = Av donne

n

ZLIZ‘]'U]' = (A — aii)vi.

=1

j#i

En divisant par v; et en utilisant I'inégalité du triangle, on obtient U

L'affirmation (b) est vraie si A est une matrice diagonale. Le cas général est obtenu par un argu-
ment de continuité en faisant tendre les éléments en dehors de la diagonale vers zéro. cqfd

Théoréeme 243. Soit A une matrice diagonalisable, c’est-a-dire, il existe P avec PlAP = diag(Ay, Ay, Ay)
et soit A(e) = A+ eC. Alors, pour chaque valeur propre A(e) de A(¢), il existe un A; avec

|A(e) = Al < €.k (P).[IClloo

Démonstration. Nous transformons la matriceA(e) = A + ¢C par la méme matrice, qui transforme
A sous forme diagonale :

P'A(e)P = diag(Ay, Ay, ..., Ay) + €PTICP
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Sil’on dénote par ¢;; les éléments de P~!CP, le théoréme de Gershgorin implique l’existence d’un

indice i tel que |A(e) — (A; +ee;;)| <€) |e,-j|. L'inégalité triangulaire donne alors
j=i

IA(e) = A;| < e.miax(Z|eij|) <e|Ptep|| <e [P, IClw- Pl
]

ce qui démontre l'affirmation du théoréme, car x,(P) = ||P’1 “‘><> IClls (condition de T). cqfd

Remarque 244. La condition du calcul des valeurs propres depend de la condition de la matrice
de transfor- mation P. Si la matrice A est symétrique ( P est orthogonale), le probléme est bien
conditionné.Toutefois, observons qu’on obtient seulement une estimation pour l'erreur absolue
et non pour l'erreur relative.

Théoreme 245 (différentiabilité des valeurs propres). Soit A une racine simple de P4(A) = 0 Alors,
pour |¢| suffisamment petit, la matrice A(e) = A + ¢C posséde une valeur propre unique A;(¢)
proche de A; . La fonction Aq(¢) est différentiable (méme analytique) et on a

*
u; Cvy

Me)=A; +¢ +0(e?) (11.1)

MIVl
ou v; est le vecteur propre a droite (Av; = Avy) et 1y est le vecteur propre a gauche ( ujA = Auj ).
On peut supposer que |[vy|| = ||u1|| =1

Démonstration. Soit p(A, €) = Pyyec(A) =det(A + eC — AI). Comme

dp(1y,0)
p(A1,0)=0 et o #

le théoreme des fonctions implicites garantit 'existence d’une fonction différentiable A;(¢) (méme
analytique), tel que A1(0) = A; et p(A1(¢€),€) = 0. Il existe donc un vecteur v (¢) tel que

(A(e) = Ay (e))vy(e) = 0. (11.2)

La matrice dans (11.2) étant de rang n — 1, on peut fixer une composante a 1 et appliquer la régle
de Cramer. Ceci montre que les autres composantes sont des fonctions rationnelles des éléments
de la matrice A+ eC — A, (&) et donc différentiables. Aprés la normalisation a v1(1)Tv;(1) =1, la
fonction v () reste différentiable.
Pour calculer /\,1(0) , nous pouvons dériver 1’équation (11.2) par rapport a ¢ et poser ensuite
€ =0.Ceci donne
(A=A 1)y (0)+(C = AL (0))vy =0 (11.3)

En multipliant cette relation par u], on obtient u](C - /\/1(0)1)1/1 =0, ce qui permet de calculer
/\’1 (0) et démontre la formule (11.1). cqfd

Conséquences. La formule (11.1) du théoréme précédent montre que plus le vecteur propre
de droite est paralléle au vecteur propre de gauche, mieux la valeur propre correspondante est
bien conditionnée (par exemple, pour les matrices symétriques les deux vecteurs sont identiques);
plus ils se rapprochent de 'orthogonalité, plus la valeur propre est mal conditionnée.

Si la matrice n'est pas symétrique (ou normale), le calcul de A; (valeur propre simple) peut
étre mal conditionné. Considérons par exemple la matrice

(@) oy (1) ! 1
- 2] O Y1={p) 1_\/1+a2_0‘

Dans cette situation, la formule (11.1) nous donne A;(¢) — A; = e.(c;; — acyy) + O(€?) et le calcul
del; =1 est mal conditionné si a est grand.
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Exemple 1.4 Considérons la matrice (boite de Jordan)
A= - n (11.4)

Le polynéme caractéristique de A + ¢C satisfait
det(A+eC—A)=(A; —A)" = (=1)".e.cpy + O(e2) + O(e. | Ay = A]).

Sic, # 0, les termes O(e?) et O(e.|A; — A|) sont négligeables par rapport a ¢ . Les valeurs propres
de A+ ¢C sont alors approximativement données par les racines de

(A= A)" = (=1)".e.c,y = 0 (11.5)

C’est-a-dire A = A; + (es.cnl)l/’1 (observer que (e.cnl)l/" donne n valeurs complexes distinctes - mul-
tiples des racines de I'unité).

Expérience numérique. Prenons la matrice (11.4) avec Ay =1 et n =5 . Les éléments de la
matrice C sont des nombres aléatoires dans 'intervalle [-1,1] . Le dessin 7 ci-contre montre les 5
valeurs propres de A+¢C pour ¢ =1074,1075,...,10710. Lerreur est ~ 107! pour e = 107> et ~ 1072
pour ¢ = 10719, ce qui correspond a la formule (11.5) pour 1 = 5.

Conséquence. Si la dimension n d’une boite de Jordan est plus grande que 1, le calcul de la
valeur propre de cette matrice est trés mal conditionné.

11.1 Condition du calcul des vecteurs propres

Considérons la situation ou toutes les valeurs propres de A sont distinctes. La démonstration
du théoréme sur la différentiabilité des valeurs propres montre (voir formule (11.2)) que les vec-
teurs propres normalisés v;(¢) de A + ¢C sont des fonctions différentiables de ¢ . Pour étudier la
condition du calcul des vecteurs propres, nous exprimons v;(0) dans la base des vecteurs propres
(de droite) ’

n
v1(0) = Zaivi. (11.6)
i=1
La formule (11.3) donne alors
n
Z(Aj—Al)ajvj+(C—A1(0)1)v1 =0. (11.7)

=

En multipliant (11.7) par le vecteur propre de gauche u] (observer que ujv; = 0 pour i # j), on
obtient a; (pour i > 2) de la relation (A; — Ay)a;u;v; + u;Cv; = 0. La normalisation ||v1(a)||§ =
1 donne (en la dérivant) vjv;(0) = 0 et on en déduit que a; = —X}Lz a;vjv;. Si l'on insére les

formules pour «@; dans (11.6), on obtient pour vy (¢) = vy +€v{(0) + O(e?) 1a relation

n

u;Cvy .
7/1(8):1/1+€Z£m(vl‘—vlvlvz‘)+o(fz). (118)
= i

De cette formule, on voit que la condition du calcul du vecteur propre v; dépend de la grandeur
u;v; (comme c’est le cas pour la valeur propre; voir la formule (11.1)) et aussi de la distance entre
A1 & et les autres valeurs propres de A .

Un algorithme dangereux
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La premiere méthode (déja utilisée par Lagrange) pour calculer les valeurs propres d’une ma-
trice A est la suivante : calculer d’abord les coefficients du polyndme caractéristique Py(A) et déterminer
" ensuite les zéros de ce polyndme. Si la dimension de A est trés petite (disons 1 < 3) ou si l'on fait le
calcul en arithmétique exacte, cet algorithme peut étre tres utile. Par contre, si ’on fait le calcul
en virgule flottante, cet algorithme peut donner des mauvaises surprises.

Considérons, par exemple, le probléme de calculer les valeurs propres de la matrice diagonale

A=diag(1,2,3,...,n)
dont le polynéme caractéristique est
PA()=(1-1)(2-2)(3-A)---(n=A)=(-1)"A"+a, 1 A"+ + a3 A +a (11.9)

Les coefficients calculés satisfont @ = a; (1 +¢;) avec |g;| < eps. Cette perturbation dans les co-
efficients provoque une grande erreur dans les zéros de (11.9). Les résultats numériques pour
n=9,11,13,15 (avec eps = 6.1078, simple précision) sont dessinés dans la figure V.2.

Conclusion. Eviter le calcul des coefficients du polynéme caractéristique. Un tel algorithme
est numériquement instable.

12 LA METHODE DE LA PUISSANCE
Un algorithme simple pour calculer les valeurs propres d’une matrice A est basé sur l'itération

Vie1 = Ak (12.1)

ol y( est un vecteur arbitraire. Dans le théoreme suivant, on démontre que yy = Akyo (méthode de
la puissance) tend vers un vecteur propre de A et que le quotient de Rayleigh y; Ayi/y; i est une
approximation d’une valeur propre de A .

Théoréme 246. Soit A une matrice diagonalisable de valeurs propres Ay, A,,..., A, et de vecteurs
propres vy,vy,..., v, (normalisés par |[v;|l, =1 ).
Si|Ay|>|Ay] > ... > |, les vecteurs yy de l'itération (12.1) vérifient

vk = Af(ayvy + O(| Ao/ A (12.2)
(le nombre a; est défini par yy =) ; a;v;). Le quotient de Rayleigh satisfait (si a; = 0)

VAV

ViV

= A1+ O(1A/ 4 [F) (12.3)
Si A est une matrice normale (c’est-a-dire. que les vecteurs propres sont orthogonaux), l'erreur
dans (12.3) est O(|A/A;|%%)

Démonstration. Exprimons le vecteur de départ y, dans la base des vecteurs propres, c’est-a-dire
Yo = )" a;v;. Par récurrence, on voit que

n n k

A.

yi = Afyy = E a;i\v; = A(ayvy + E ﬂz‘(/\—;) v; (12.4)
i=1 i=2

ce qui démontre la formule (12.2). De cette relation, on déduit que

n n
VAV = Yigkar = ) _|ailP PR A+ ) aap Ak o, (12.5)
i=1 i%]
n n
vive =) _|ailP A+ ) aa kv, (12.6)
im1 iz
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Siay #0,la formule (12.3) est une conséquence de

YiAve _ a0 AL+ O(Ao/ A ) (12.7)
vk Ja P PR+ O(A/ A )

Pour une matrice normale, le deuxiéme terme dans les formules (12.5) et (12.6) est absent et
I'expression O(|/\2/A1|k peut étre remplacée par O(|/\2//\1|2k dans (12.7) et dans (12.3). cqfd

21 0
1 21

01 2

Exemple 247. Considérons la matrice

A=

dont la valeur propre la plus grande est A; = 2(1 + cos(7t/4)) =~ 3,41421356. Quelques itérations
de la méthode de la puissance nous donnent

vo=(1,1,1)T v =(3,43)" 9,=(10,14,10)T
et une premiére approximation de A; est obtenue par
V1491 _¥192 116

iy iy 34
Remarques. Les éléments du vecteur y; croissent exponentiellement avec k . Il est alors recom-
mandé de normaliser y; apres chaque itération, c’est-a-dire. de remplacer y; par yk/”yk“. Sinon,

on risque un “overflow”. Si|A,/A;| est proche de 1, la convergence est trés lente. Pour accélérer la
convergence, on utilise la modification suivante :

~3,41176

13 METHODE DE LA PUISSANCE INVERSE DE WIELANDT

Supposons qu’on connaisse une approximation y de la valeur propre cherchée A; (il nest pas
- nécessaire de supposer que A; soit la plus grande valeur propre de A ). L'idée est d’appliquer
Iitération (12.1) a la matrice (A - ;41)’1 ( Les valeurs propres de cette matrice sont (A; —p)~!. Si p
est prochede A ,on a-
1 1

>
)/\1 —l4| ‘Ai —P‘|

pour i>2

et la convergence va étre trés rapide. L'itération devient alors vi, 1 = (A — uI)"'y; ou

(A= pD)Yis1 = vk (13.1)

Apres avoir calculé la décomposition LU de la matrice A—pul, une itération de (13.1) ne cotite pas
plus cher qu'une de (12.1).

Pour la matrice A de 'exemple précédent, choisissons y = 3,41 et yg = (1;1,4; l)T Deux itérations
de (13.1) nous donnent

236,134453781513 56041,9461902408
v =333,949579831933, y, =79255,2785820210
236,134453781513 56041,9461902408

et on obtient
1y A=)y iy
A1-3,41 191 191
De cette relation, on calcule A, et on obtient I’approximation 3,41421356237333 . Les 13 premiers
chiffres sont corrects.
La méthode de la puissance (et celle de Wielandt) est importante pour la compréhension
d’autres algorithmes. Si l'on veut calculer toutes les valeurs propres d’une matrice, on utilise
des méthodes encore plus sophistiquées. En pratique, on procéde de la maniere suivante :

~ 237,328870774159
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— on distingue les cas : A symétrique ou A quelconque.

— on cherche P telle que P~' AP devienne une matrice de Hessenberg (ou une matrice tridia-
gonale, si A est symétrique); voir V.3.

— on applique l'algorithme QR a la matrice H (voir V.6).

— si H est une matrice tridiagonale et symétrique, on peut également appliquer la méthode
de bissection (voir V.4).
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14 Transformation sous forme tridiagonale (ou de Hessenberg)

Avec la transformation v = Pu (ol est P une matrice inversible) le probléme
Av =Av

devient
P lAPu = \u

Donc, les valeurs propres de A et de P~'AP sont les mémes et les vecteurs propres v; de A se
transforment par v; = Pu; . Le but de ce paragraphe est de trouver une matrice P telle que P~' AP
devienne ”plus simple”. La situation idéale serait trouvée si P~'AP devenait diagonale ou tri-
angulaire - mais une telle transformation nécessiterait déja la connaissance des valeurs propres.
Alors, on cherche P tel que P! AP soit sous forme de Hessenberg

* * e e *
* % .
PlAP=H=| , . . ., (14.1)
*
* *

c’est-a-dire, h;j = 0 pour i > j + 1. Pour arriver a ce but, nous considérons deux algorithmes.

14.1 a) A l'aide des transformations élémentaires

Comme pour 1’élimination de Gauss, nous utilisons les transformations pour faire apparaitre
les zéros - colonne par colonne - dans (17.1 ). Dans un premier pas, nous choisissons k > 2 tel
que |ag| = |a]-1| pour j > 2 et nous permutons les lignes 2 et k, c’est-a-dire, nous formons PA o
u P est une matrice de permutation convenable. Pour ne pas changer les valeurs propres, il faut
également permuter les colonnes 2 et k (ceci correspond au calcul de A’ = PAP~! car P? =1 (et
donc P=P71).Si a5, =0,onaaussia; =0 pouri>3etle premier pas est terminé. Sinon, nous
déterminons

1 ail aiz a:1n
0 1 o1 Gy 0 Ay
L,=|9 2 1 telle que LA’ = 0 = o
0 I, - 0 1 0 £ e %
Pour ceci, on définit [;, = :}—1 . Une multiplication a droite avec
21
1
0 1
-1_10 1 1
L2 = 32
0 1, - 0 1

ne change pas la premiére colonne de L,A’. On répéte la méme procédure avec la sous-matrice de
L,A’L;! de dimension n -1, et ainsi de suite. A cause des multiplications a droite avec Li_l, cet
algorithme cotite deux fois plus cher que I’élimination de Gauss. Pour la matrice
3 21
A=(2 1 3]
1 3 1
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1 0 0
Ly=l0 1 0

0 -1/2 1

on prend

et on obtient

3 2 1 3 52 1
LA=|2 1 3 |, puis L,AL;'=|2 5/2 3 |=H
0 5/2 -1/2 0 9/4 -1/2

Cet exemple montre un désavantage de cet algorithme : si I’on part avec une matrice symétrique
A, la matrice de Hessenberg H, obtenue par cet algorithme, n’est plus symétrique en général.

14.2 b) A l’aide des transformations orthogonales

Il est souvent préférable de travailler avec des réflexions de Householder Commengons par
une réflexion pour les coordonnées 2,...,n laissant fixe la premiére coordonnée :Q2 =1- ZﬂzﬁzT
(liall, = 1) tel que Q2A; = aye; ot Ay = (ay,...,a,1). En posant uy = (0,1)T et Qy = I - 2uyu),
la matrice Q,A contient des zéros dans la premiére colonne a partir du troisieme élément. La
multiplication a droite avec le = QZT = Q; ne change pas cette colonne :

a1 412 43| g 4T 412 413 g og0, (P11 F
a1 4z 4 |—| a2 * * — | &y * *
a31 43y 433 0 = = 0 = =

Dans le pas suivant, on applique la méme procédure a la sous-matrice de dimension n — 1, etc.
Finalement, on arrive a la forme de Hessenberg (17.1) avec la tranformation P~! = Q,,_;....Q, qui
est une matrice orthogonale (c’est-a-dire, P~ = PT ). Nous avons un double avantage avec cet
algorithme :

— il ne faut pas faire une recherche de pivot;

— si A est symétrique, alors P~1 AP est aussi symétrique, et donc tridiagonale.

14.3 Méthode de bissection pour des matrices tridiagonales

Considérons une matrice symétrique tridiagonale

di e
ey dy e3
A= es3
en
en dﬂ

On observe tout d’abord que si un élément e; est nul, la matrice A est déja décomposée en deux
sous-matrices du m éme type, qui ensemble fournissent les valeurs propres de A . On peut donc
supposer, sans restreindre la généralité, que

;=20 pour i=2,.,n (14.2)

Pour cette matrice, il est possible de calculer la valeur P4(A) du polynéme caractéristique sans
connaitre ses coefficients. En effet, si l’'on pose

dy e

ey dy ez,

dy e
Ay =(dy), Azz(e; di) Aj =

ez ds
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et si 'on définit
pl(/\) = det(Ai - /\I),

on obtient

po(d) = 1 (14.3)
pi(A) = di-2A
pi(d) = (di=N)pii(V)—efpia(A),  i=2,..m

La formule de récurrence dans (17.3) est obtenue en dé veloppant le déterminant de la matrice
A;j — Al par rapport a la derniere ligne (ou colonne). En principe, on peut maintenant calculer les
valeurs propres de A (c’est- a-dire. les zéros de p,(A) de la maniére suivante : chercher un inter-
valle ou p,,(1) change de signe et localiser une racine de p,(A) = 0 par bissection. Les évaluations
de p,,(1) sont faites a I'aide de la formule (17.3). Mais il existe une astuce interessante qui permet
d’améliorer cet algorithme.

~

Théoreme 248. Sil’équation (17.2) est vérifié, les polyn 6mes p;(A) définis par (17.3) satisfont

a) pr(A)pu-1(d) <0sip,(4)=0 (1eR)

b) pis1(A)pis1(A) <0sipi(d)=0pourun{iel,2,..,n-1}

c) po(A) ne change pas de signe sur R.
Démonstration. L'affirmation (c) est triviaAle. Si pj(i) =0pourun {i€l,2,.,n—1}, la formule de
récurrence (17.3) donne l'inégalité p;_1(A)p;11(A) < 0 . Pour démontrer (b), il suffit d’exclure le
cas pi_l(i)pi+1(i) = 0. Si deux valeurs consécutives de la suite {pl(i)} sont nulles, la formule de
récurrence montre que pi(i) = 0 pour tout i, ce qui contredit py(A) = 1. Nous démontrons par
récurrence que toutes les racines de p;(A) sont réelles, simples et séparées par celles de p;_1(A).
Il n’y a rien a démontrer pour i = 1 . Supposons la propriété vraie pour i et montrons qu’elle
est encore vraie pour i + 1. Comme les z éros A; < A, <... < A; sont séparés par ceux de p;_1(A)

et comme p;_1(—o0) = +oo, nous avons sign p;_1(A;) = (—l)j+1 . Alors, on d éduit de (b) que sign
pis1(Aj) = (-1). Ceci et le fait que p;,1(A) = (_1)]+1 A+l 4 . montrent que p;,;(A) posséde un zéro
ré el dans chacun des intervalles ouverts (—oco, A1), (11, Ay),...,(A;, 00) L'affirmation (a) est mainte-
nant une conséquence de (b) et du fait que toutes les racines de p;_; () sont réelles simples; cqfd

Définition 249 (suite de Sturm). Une suite {pg, p1,..., P} de polyndmes a coefficients réels s’appelle
une suite de Sturm, si elle vérifie les conditions (a), (b), (c) du Théoréme (275)

Considérons une suite de Sturm {pg, py,..., p,,} - Si 'on définit
w(A) =nombre de changements de signes de {po(A), p1(A), ..., pu(A)}
alors le polynéme p,, (1) posséde exactement
w(b) - w(a)
zéros dans l'intervalle [a,b] (si p;(A) = 0, on définit signp;(A) = sign p;_1(A)).

Démonstration. Par continuité, I'entier w(A) peut changer sa valeur seulement si une valeur des
fonctions p;(A) devient nulle. La fonction py(A) ne change pas de signe. Supposons alors que
pi(1) = 0 pour un i € {1,2,...,n - 1}. La condition (b) et la continuité de pj(A) montrent que seule-
ment les deux situations suivantes sont possibles (¢ petit) :

‘ A-e 1 J+e¢ A-e X Jd+e¢
pi-1(A) |+ + o+ piai(A) | - - -
pi(A) + 0 = pi(A) + 0 =
pi+1(/\) - - - pi+1(/1) + + +

cqfd
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Chaque fois, on a w(1+¢) = w(A) = w(A - ¢) et la valeur de w(}) ne change pas si A traverse
un zéro de p;(A) pour i € {1,2,..,n—1} Il reste a étudier la fonction w(A) dans un voisinage d’un
zéro A de p,()) . La propriété (a) implique que pour les signes de pj(A) on a seulement les deux
possibilités suivantes :

P

A—e

A J+e ‘ A—¢ A+e
+ o+ pna(A) | - - -
0o - pau(A) - +

Pn-1 (A)

+
pa(d) +

o

cest-a-dire, w(1+¢) = w(1-¢)+1. Ceci démontre que la fonction () est constante par morceaux
et augmente de 1 sa valeur si A traverse un zéro de p, (7).

14.4 Méthode de bissection.

Si l'on applique ce théoréeme a la suite (17.3), la diff érence w(b) — w(a) est égale au nombre de
valeurs propres de (17.2) dans I'intervalle [a,b] . On obtient toutes les valeurs propres de A de la
manieére suivante :

— on cherche un intervalle [4, b] qui contienne toutes les valeurs propres de A (par exemple,

en appliquant le théoréme de Gershgorin). On a donc que w(a) =0 et w(b) =n.

— on pose ¢ = @ et on calcule w(c). Les différences w(c) — w(a) et w(b) — w(c) indiquent

combien de valeurs propres de A sont dans [a,c) et combien sont dans [c, b)

— on continue a diviser les intervalles qui contiennent au moins une valeur propre de A.

On peut facilement modifier cet algorithme pour calculer la valeur propre la plus petite ou la
3¢me plus grande valeur propre, etc. Pour éviter un “overflow” dans le calcul de p, (1) (si et A
sont grands), il vaut mieux travailler avec

pi(A)

=570

et utiliser le fait que
w(A) = nombre d’éléments négatifs parmi {f; (1), (1), ..., fu(A)}

(attention : si p;_1(A) est zéro, on pose f;(1) = —oo; cette valeur compte pour un élément négatif).
Pour une programmation de l’algorithme, on utilise la récurrence

fi(A) di—-A
, i) st fi (M) =0
fitd) = di=A { |el-|/e1ps si f,-_i(A):O

La formule pour le cas f;_j(A) # 0 est une conséquence de (17.3). Si f;_1(A) = 0 (c’est-a-dire
pi—1(A) = 0), on remplace cette valeur par |e;|.eps. Ceci correspond a ajouter la perturbation |e;|.eps
adi,

15 L’itération orthogonale

Dans ce paragraphe, nous allons généraliser la méthode de la puissance afin de pouvoir cal-
culer les deux (trois, ) valeurs propres dominantes en méme temps. Cette généralisation motivera
l'ité ration QR qui constitue 'algorithme le plus important pour le calcul des valeurs propres
d’une matrice.
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15.1 Généralisation de la méthode de la puissance (pour calculer les deux
valeurs propres dominantes).

Considérons une matrice A dont les valeurs propres satisfont
[A1]> 1A > .. > Ay (15.1)

La méthode de la puissance est basée sur l'itération y;,; = Ay et nous permet d’obtenir une
approximation de A; a l'aide du quotient de Rayleigh. Pour calculer (en méme temps) la deuxiéme
valeur propre A, nous prenons deux vecteurs v, et zj satisfaisant yjzy = 0 et nous considérons
'itération
Vet = Ak (15.2)
Zks1 = AZk— Pre1Vke

ou 41 est déterminé par la condition y;  , z¢, = 0. Par induction, on voit que

Ve = Akl’o
ze = Afzg-ym

ou Yy est tel que
V3zk =0 (15.3)

Ceci signifie que le calcul de {z;} correspond a la m éthode de la puissance appliquée a z;, com-
binée avec une orthogonalisation (projection de A¥z, sur le complément orthogonal de yy). En
exprimant les vecteurs initiaux dans la base de vecteurs propres vq,v,,...,v,, de la matrice A (on

suppose |[vil|; = 1),
n

Yo = Zuivi, Zp = Zbil’i' (15.4)
i=1

i=1
les vecteurs vy, zx deviennent

n n

Yk = ;ﬂi/\fvp 0=, : (b; — yrai) Afv;,
1= 1=

Comme nous l’avons constaté précédement, pour k — oo , le terme al/\’fvl est dominant dans yy
(sia; #0) et on obtient une approximation du premier vecteur propre v; . Que peut-on dire pour
la suite {z;}? La condition (18.3) d’orthogonalité implique que

ii“i(bj - yxaj) Af Afviv; = 0 (15.5)
i=1 i=1

Cette relation définit y. Comme le terme avec i = j = 1 est dominant, on voit que y; = by/a; Par
la suite, nous allons supposer que a; # 0 et a;b, —a,by # 0. En divisant (18.5) par i]f on obtient

ay (by = yan) A (1 +O(Ao/ A1) = =y (by = yraz) A5 (v vs + O(1A2/ 1 ) + O(1A3/ A51)).
Maintenant, on peut insérer cette formule dans (18.4) et on en d éduit

2k = A5, (by = 7ka2) (v = viv2.v1 + O(1A2/ A1) + O(1A3/2,]) (15.6)

Visiblement, le vecteur z; s’approche (pour k — oo ) d’'un multiple de v, — vjv,.v1, qui est la
projection orthogonale de v, a 'hyperplan vi-. Concernant les valeurs propres, on a le résultat

suivant.
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Théoreme 250. Considérons les vecteurs yy, zx donnés par (18.2) et notons

U = (o |||, 2/ l1zill2) (15.7)
(observer que U;yUy =1). Si (18.1) est vérifié , on a que
* Al *
UiAU, — 0 1 pour k— oo (15.8)

Démonstration. L'élément (1,1) de la matrice U AU est le quotient de Rayleigh (12.3) qui converge
vers A; . En utilisant (18.6), on voit que ’élément (2,2) satisfait

* * * % 2
ZZAZk (7/2 —1/11/2.1/1) (/\21/2 — /\11}17/2.1/1) 3 /\2(1 — |V17/2| ) _
* . * R - . 2 - A2
2y 2k (1)2 - vlvz.vl) (v —viva.vy) 1- vlvz(
De facon similaire, on obtient pour 1’élément (2,1)
Z;A})k (Vz _VTV2~V1) /\17}1 _
lzella lell, — [v2 = vivav [ il
Finalement, I’é1ément (1,2) de U; AU satisfait
yZAZk 7/;(/\2'{/2 —/\17/IV2.7/1) _ (/\2—/\1)7/{7/2
z v vy —V{ V.V + |2
Ivell izl Iallz o2 =vivawn],  f; vivg|
Cette expression est en général non nulle. cqfd

Remarque 251. Avec la notation (18.7), l'itération (18.2) peut étre écrite sous la forme
AUg = Ug1 R

ol Ry, est une matrice 2 x 2 qui est triangulaire supé rieure.

15.2 Méthode de la puissance (pour le calcul de toutes les valeurs propres)

ou simplement itération orthogonale. La généralisation de l'algorithme précédent au cas ou
I’on veut calculer toutes les & valeurs propres d’une matrice est évidente : on choisit une matrice
orthogonale Uy, c’est-a-dire, on choisit n vecteurs orthogonaux (les colonnes de Uy ) qui jouent le
réle de vy, 2y, etc. Puis, on effectue l'itération

for k=1,2, ..
Z_{k}=AU_{k+1} (d\U{e9}composition QR)
U_{k}R_{k}=Z_{k}
end
Si (18.1) est vérifié et si la matrice Uy est bien choisie (a; # 0,a1b, —ab; # 0, , etc), une géné
ralisation du théoréme précédent donne la convergence

Ty = U; AU (15.9)
vers une matrice triangulaire dont les éléments de la diagonale sont les valeurs propres de A . On
a donc transformé A en forme triangulaire a I’aide d’une matrice orthogonale (décomposition de
Schur). Il y a une possibilité intéressante pour calculer T; de (18.9) directement a partir de Ty_;.
D’une part, on déduit de (??) que

Tyt = UpAUR = (U, Ur) Ry (15.10)
D’autre part, on a
Ty = UfAUy = UAU;_ Uy = R (Uy_, Ug).
On calcule la décomposition QR de la matrice T;_; et on é change les deux matrices de cette
décomposition pour obtenir Ty
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15.3 L’ algorithme QR

La méthode QR, due a ]J.C.F. Francis et a V.N. Kublanovskaya, est la méthode la plus couram- ment
utilisée pour le calcul de l'ensemble des valeurs propres (P.G. Ciarlet 1982) the QR iteration, and it
forms the backbone of the most effective algorithm for computing the Schur decomposition. (G.H. Go-
lub & C.F. van Loan 1989) La version simple du célébre algorithme QR n’est rien d’autre que
la méthode du paragraphe précédent. En effet, si 'on pose Qp = U;_, Uy et si 'on commence
l'itération avec Uy = I , les formules (18.9) et (18.10) nous permettent d’ écrire I'algorithme
précédent comme suit : (décomposition QR)

T _{0}=A

for k=1,2,..
Q_{k}R_{k}=T_{k-1}
T_{k}=R_{k}0Q_{k}

end

Les T qui sont les mémes que dans le paragraphe V.5, convergent (en général) vers une ma-
trice triangulaire. Ceci nous permet d’obtenir toutes les valeurs propres de la matrice A car les
T ont les mémes valeurs propres que A (voir (18.9)). Cet algorithme important a été développé
indépendamment par J.G.F. Francis (1961) et par V.N. Kublanovskaya (1961). Un algorithme si-
milaire, qui utilise la décomposition LR a la place de la dé composition QR, a été introduit par H.
Rutishauser (1958).

Exemple 252. Appliquons la méthode QR a la matrice

1

SO W4
S NN
=~ = 00 W
W W = Gl

On peut montrer que, pour une matrice de Hessenberg A , toutes les matrices Ty sont aussi sous

forme de Hessenberg. Pour "étudier la convergence vers une matrice triangulaire, il suffit alors de

(k)

considérer les éléments ¢, ; .(i = 1,2,..,n—1) de la sous-diagonale. On constate que

i+1,i
(k+1)
t. A
i+1,1 i+1
I 15.11
i) A (15.11)
i+1,i

(A =14,3,1,=7,86,13 2,70, 14 ~ —1,86). Comme, les éléments tl(]i)ll convergent, pour k — oo,

liné airement vers 0 (voir la figure V.4, ou les valeurs sont dessinées en fonction du nombre k de
I’itération).

Remarque 253. (a) Comme le calcul de la décomposition QR d’une matrice pleine est trées
cotiteux (O(n3) opérations), on applique I’algorithme QR uniquement aux matrices de Hes-
senberg. Dans cette situation une itération nécessite seulement O(n3) opérations.

(b) La convergence est trés lente en général (seulement linéaire). Pour rendre efficace cet al-
gorithme, il faut absolument trouver un moyen pour accélérer la convergence.

(c) Considérons la situation ou A est une matrice ré elle qui posséde des valeurs propres com-
plexes (I’hypothese (18.1) est violée). L'algorithme QR produit une suite de matrices T qui
sont toutes réelles. Dans cette situation, les T, ne convergent pas vers une matrice triangu-
laire, mais deviennent triangulaires par blocs (sans démonstration). Comme la dimension
des blocs dans la diagonale vaut en général 1 ou 2, on obtient également des approxima-
tions des valeurs propres.
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15.4 Accélération de la convergence

D’apres 'observation (18.11), nous savons que

k
9 =oAL )

nn-1 "

La convergence vers zéro de cet élément ne va étre rapide que si |1, < |A,_1|. Une idée géniale

est d’appliquer l'algorithme QR a la matrice A—pl ou p = A,, Comme les valeurs propres de A—pl
" . ) 414 k

sont A;—p,on ala propriété |1, — p| < |A; —p|pouri=1,..,n—1et"élément t; ,)H va converger ra-

pidement vers zéro. Rien ne nous empéche d’amé liorer I'approximation p apres chaque itération.

L'algorithme QR avec ”shift” devient alors :

T_{0}=A
for

k=1,2,..
determiner le parametre p_{k-1}$
Q_{k}R_{k}=T_{k-1}-p_{k-1}1 (decomposition QR)
T_{k}=R_{k}Q_{k}+p_{k-1}

end

Les matrices Ty de cette itération satisfont

Q1 Ti—1 Qk = Qu(Qi Ry + pr—11)Qx = Re Qg + pr—1 I = T

Ceci implique que, indépendamment de la suite py , les matrices Ty ont toutes les mémes valeurs
propres que Ty = A. Pour décrire complétement I'algorithme QR avec shift, il faut encore discuter
le choix du parametre py et il faut donner un critére pour arréter l'itération.

15.4.1 Choix du ”shift”-parametre.

On a plusieurs possibilités :

k . N . .
— pr = tfl,,)q : ce choix marche tres bien si les valeurs propres de la matrice sont réelles.

— on considére la matrice
t(k) t(k)
';(—kl’"—l o (15.12)

Si les valeurs propres de (18.12) sont réelles, on choisit pour py celle qui est la plus proche

de ti,k,)q Si elles sont de la forme a +if avec f = 0 (donc complexes), on prend d’abord
px = a +ip et pour l'itération suivante py,; = a —if

15.5 Critere pour arréter l’itération.

L'idée est d’itérer jusqu’a ce que t,(jf,)lfl ou ti(’lkf)l,n72 soit suffisamment petit. Plus précisément,
on arr éte l'itération quand
(k) (k) (k)
b < eps.('tl_l’l_1 ’ + ’tl,l ‘) pour Il=n ou I=n-1 (15.13)

. gz k . . .
— Si (18.13) est vérifié pour I = n on accepte tiﬂ)q comme approximation de A, et on continue

2 Z . . k
I’ité ration avec la matrice (tl( )

g )15i,j§n71
— Si (18.13) est vérifié pour I =n—1, on accepte les deux valeurs propres de (18.12) comme

. . . IS . k
approximations de A, et A,,_; et on continue l'itération avec la matrice (t( )

bl )1si,j3n72
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Exemple 254. Nous avons appliqué I'algorithme QR a la matrice (??) avec le shift p; = t,(ik,), . La
convergence de tl(i)ll vers z éro est illustrée dans la figure V.5. Une comparaison avec la figure V.4
nous montre que la convergence est beaucoup plus rapide (convergence quadratique). Apres 5

., . k _ ., . . . . k
itérations, on a |tf1 ;| < 10715, Encore 4 itérations pour la matrice de dimension 3 donnent ltg ;_| <

10715 11 ne reste plus que 3 itérations a faire pour la matrice de dimension 2 pour avoir 't;k])| <

10715, En tout, 12 itérations ont donné toutes les valeurs propres avec une précision de 15 chiffres.

15.6 Le ”double shift” de Francis

Dans la situation ou A est une matrice réelle ayant des valeurs propres complexes, il est re-
commandé de choisir un shift-parametre p; qui soit complexe. Une application directe de l’algo-
rithme préc édent nécessite un calcul avec des matrices complexes. L'observation suivante permet
d’éviter ceci.

Lemme 255. Soit Ty une matrice réelle, py = a +ip et pxy1 = a —if.Alors, on peut choisir les
décompositions dans l'algorithme QR de maniére a ce que Ti,, soit réelle.

Remarque 256. La décomposition QR d’une matrice est unique sauf qu’on peut remplacer QR par
QD)™ (D™'R) ou D = diag(d,,...,d,) avec |d;| = 1.

Démonstration. La formule (??) montre que

Tier2 = (Qks1 Qk+2)* T (Qgs1Qk+2) (15.14)
cqfd
I1 suffit alors de démontrer que le produit Qg1 Qg est ré el. Une manipulation & l'aide de
formules pour Tj donne
Qk+1Qk+2Rk2Rks1 = Qi1 (Thr1 = P DRev1 = Qi1 (Riv1 Qi1 + prsr I = prI)Rp1 = (15.15)
= (Qs1Ris1)* + (P — Prs1) Qus1 Rist = (Ti = pr)* + (i — prat) (Te — pil) =
T2 = (pi + Piet) Te + pprar] = M

On a donc trouvé une décomposition QR de la matrice M qui, en cons équence des hypotheses du
lemme, est une matrice réelle. Si, dans l’algorithme QR, la décomposition est choisie de maniere
a ce que les éléments diagonaux de Ry, et Ry, soient r éels, alors, a cause de 'unicité de la
décomposition QR, les matrices Qy 1 Qs2 et RgoRy, 1 sont réelles. Une possibilité de calculer
T2 & partir de Ty est de calculer de (18.15), de faire une décomposition QR (réelle) de M et de
calculer Ty , a l'aide de (18.14). Cet algorithme n’est pas pratique car le calcul de Tk2 nécessite
O(n®) op érations, méme si Ty est sous forme de Hessenberg. Il y a une astuce intéressante pour
obtenir Ty, a partir de Ty en O(n?) opérations. Elle est basée sur la propriét ¢ suivante.

Théoréme 257. Soit une matrice donnée et supposons que
QTQ=S (15.16)

ou Q est orthogonale et S est sous forme de Hessenberg satisfaisant s; ;_; # 0 pour i = 2,...,n Alors,
Q et S sont déterminé es de maniere “unique” par la premiere colonne de Q.

Remarque 258. On a ”unicité” dans le sens suivant : si Q*TQ est de type Hessenberg avec une
matrice orthogonale Q satisfaisant Qey, alors Q = QD ou D =diag(d,,...,d,) avec |d;| = 1.
Démonstration. Notons les colonnes de Q par g;. Alors, la relation (18.16) implique

i+l
Tq; = Zsjiq]': q4;Tq; =sji. (15.17)
j=1
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Si gy est fixé, la valeur sq; est donnée par la deuxié me formule de (18.17). Avec cette valeur, on
obtient de la premié re formule de (18.17) que g, est un multiple de Tq; —s114; . Ceci détermine
q> a une unité pre s. Maintenant, les valeurs s;,1,515,5;, sont déterminées et g3 est un multiple de
Tq2—521q1 — 52242 etc. qud

Si les hypotheses du lemme précédent sont vérifiées, on peut calculer la matrice réelle Ty, , en
O(n?) opérations de la maniére suivante :

— calculer M¢q, la premiére colonne de M (formule ( 18.15));

— déterminer une matrice de Householder H; telle que H, (Meq) = ae;

— transformer HlT T H; sous forme de Hessenberg a ’aide de matrices de Householder Hy, ..., H, 4

(voir le paragraphe V.3); c’est-a-dire., calculer H TyH ot H = H, H,...H,,_;.

Comme H;e; = e pour i = 2,..,n—1, la premiére colonne de H est un multiple de celle de M
(observer HlT = H;). Par la formule (18.15), la premiére colonne de Q1 Q. est aussi un multiple
de Me;. Par conséquent, pour un bon choix des dé compositions Qg1 Ris1 et Qx2Rg o ona H =
Qk11Qk+2 la matrice obtenue par cet algorithme est égale a Ty, , (voir (18.14)).

15.7 Etude de la convergence

Supposons d’étre déja proche de la limite et considérons, par exemple, la matrice

2 a
TO_A_(E 1)

ou ¢ est un nombre petit. Avec le choix pg = 1 pour le shift-parameétre, on obtient

1 _ & 2 a
1 a V1 +¢
To—POI:(E 0):[ Vife? {“2]:[ 0 Vige? ]:QIRI
V1+e? V1+e? V1+e?

et

* *
To—pol =Ry Z(_ﬁ *)

1+¢&2

— si A est symétrique (c’est-a-dire,a=¢)ona til 3,_1 = O(sz), donc convergence cubique.

— si A n’est pas symétrique (p.ex. on a donc convergence quadratique.
Ces propriétés restent vraies pour des matrices générales (sans démonstration).

16 Exercices

Exercice 259. Calculer les valeurs propres de la matrice tridiagonale (dimension n,b.c > 0)

a ¢

b a c

A b a ¢
b

. . T . 24 . (2
Indication. Les composants du vecteur propre (vq,vy,...,v,,)" satisfont une équation aux diffé rences

finies avec.vg = v, = 0 Vérifier que v; = Const.(a{ - ajz) ou

n+1
A—a b aq
ap—ap = c B 0(1.0(222, — =1

Résultat : /\]- =a-2Vbe. cos(r{%), j=12,.,n
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Exercice 260. Considérer la matrice

1 € 0
-1 0 1
1 -1+¢ -—¢

cette matrice possede une valeur propre de la forme
Me)=i+ed+0(e?)

Calculer d et dessiner la tangente & la courbe A(e) au point A(0)

(a) Calculer par la méthode de la puissance, la plus grande valeur propre de la matrice

99 1 0
A=]1 100 1
0 1 98

(b) Pour accélerer considérablement la vitesse de convergence, appliquer la méthode de la
puissance a la matrice A — pI avec un choix intelligent de p.

(c) Avec quel choix de p obtient-on la valeur propre la plus petite?

Exercice 261. Considérons la matrice tridiagonale

by ¢
ap by o
A= a5

Montrer que, si a;¢c; > 0 pour i = 1,...,n—1, toutes les valeurs propres de A sont réelles. Indication.
Trouver D = diag(d,,...,d,) telle que DAD™! soit symétrique.

Exercice 262. Soit A une matrice symétrique et B quelconque. Montrer que pour chaque valeur
propre Ag de B il existe une valeur propre 14 de A telle que

|Aa = Al < [|A-B]|,.
Indication. Montrer l'existence d’un vecteur v tel que v = (A—/\B)f1 (A-B)v. En déduire que
L<la-ap)~ (4= B) <[[(a-Ap) | IA-B).

Exercice 263. (Schur, 1909). Soit A une matrice symétrique. Montrer que pour chaque indice 7 il
existe une valeur propre A de A telle que

[A—aj;] < Z|aij|2
j#i

Indication. Appliquer 'exercice 5 avec une B convenable.

Exercice 264. Soit A une matrice réelle avec pour valeur propre a +ip . Montrer que 'itération

dI_—A —ﬂ_I Uppr ) _ (Ui

pI al —A\viq ] \vk
ou @ ~ a et B ~ ) permet de calculer la valeur propre a + i et le vecteur propre correspondant.
Indication. Considérer les parties réelles et complexes de l'itération de Wielandt. On obtient alors

ukTAuk+vaAvk . ukTAvk+vaAuk

ukTuk+vavk ukTuk+vavk
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Exercice 265. Considérons la matrice de Hilbert,

A=|(1/3 1/4 1/5

1/4 1/5 1/6

1/2 1/3 1/4]

(a) Transformer A en une matrice tridiagonale ayant les mémes valeurs propres.

(b) En utilisant une suite de Sturm, montrer que toutes les valeurs propres sont positives et
qu’une valeur propre est plus petite que 0.001

(c) Calculer approximativement la condition de A pour la norme Euclidienne.

Exercice 266. La formule de récurrence
(k+1)Peyq(x) = (2k + 1) xPy(x) — kPe_1 (x)
pour les polyndmes de Legendre ressemble a

pil)=(di = N)pis () = pia(A),  i=2,m
pour les polyndmes det(A; — AI). Trouver une matrice tridiagonale A de dimension n telle que les
valeurs propres de A sont les racines de P,(x).

Exercice 267. Soit p(x) un polynéme de degré n et supposons que toutes les racines soient simples.
Démontrer que la suite définie par l’algorithme d’Euclide,

pn(x) = p(X), pn—l(x):_p’(x)
pi(x) = qixpia(x)=yipialx),  i=n..2

est une suite de Sturm. Pour le polyndme p(x) = x> — 6x* + 3x% + 3x? + 2x + 8.
(a) déterminer le nombre de racines réelles.
(b) Combien de racines sont complexes?
(c) Combien de racines sont réelles et positives?
Exercice 268. Pour un ¢ donné notons c = cos @ et s = sin . La matrice (), définie par
1 sii=j,jzkj=l
c sii=j=k oui=j=1

(Qu)ij=1 s sii=k etj=1
-5 sii=letj=k
0 sinon

s’appelle rotation de Givens.
(a) Montrer qu’elle est orthogonale.

(b) ISoit Alune matrice symétrique.Déterminer @ tel que le (k,)-iéme élément de A’ = leAQZI
s’annule.

Resultat. cot2¢ = (ax, —ay)/(2ax;)-

Exercice 269. La méthode de Jacobi (1846) pour le calcul des valeurs propres d’une matrice
symétrique :

)

i) on choisit ay; (k> 1) tel que |ag| = max;s; |a,~j
ii) on détermine A’ comme dans l’exercice 11.
Montrer que, si on répéte cette procédure, on a convergence vers une matrice diagonale, dont les
2 2
2
=Z»A%1—mm

¢léments sont les valeurs propres de A Indication. Montrer que } ;. ;

’
a;
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Exercice 270. On considére la matrice

7 05
A= (0,0001 8 )

dont on cherche a calculer les valeurs propres.
(a) Faire une itération de l'algorithme QR sans shift.
(b) Faire une itération de l’algorithme QR avec shift.
(c) Estimer la position des valeurs propres de A a ’aide du Th éoréme de Gershgorin.
(d) Calculer les valeurs propres de A a I’aide du polynéme caractéristique.

Exercice 271. Montrer que si la matrice Ty = A est une matrice de Hessenberg (ou tridiagonale),
alors les matrices Ty, k > 1 construites par I'algorithme QR sont également des matrices de Hes-
senberg (tridiagonales).

Exercice 272. Donner une estimation grossiere du nombre d’opérations qui sont n écessaires pour
effectuer la décomposition QR d’une matrice de Hessenberg et pour calculer ensuite le produit
RQ.

Exercice 273. Soit T une matrice de Hessenberg dont tous les éléments de la sous-diagonale sont
non-nuls. Montrer que, si py est une valeur propre de T, une itération de l’algorithme QR avec

shift py donne
1

nn-1 "

t 0.

Exercice 274. Expliquer, comment le calcul de Ty a partir de Ty_4

QkRi = Ty—1 — pr-11, Ty = Rg Qg + pr1 1.

peut étre effectué sans soustraire (et additionner) explicitement la matrice py_; I Indication. Laissez-
vous inspirer par le “double shift” algorithme de Francis.

17 TRANSFORMATION SOUS FORME TRIDIAGONALE (ou de
HESSENBERG)

Avec la transformation v = Pu (ol est P une matrice inversible) le probleme
Av=2Lv

devient
P 'APu = \u

Donc, les valeurs propres de A et de P~'AP sont les mémes et les vecteurs propres v; de A se

transforment par v; = Pu; . Le but de ce paragraphe est de trouver une matrice P telle que P~' AP

devienne ”plus simple”. La situation idéale serait trouvée si P! AP devenait diagonale ou trian-

gulaire - mais une telle transformation nécessiterait déja la connaissance des valeurs propres.
Alors, on cherche P tel que P~ AP soit sous forme de Hessenberg

* * *
* ok . :

plAap=H=| , . . , (17.1)
*
* *

c’est-a-dire, h;; = 0 pour i > j + 1. Pour arriver a ce but, nous considérons deux algorithmes.
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17.1 a) A l'aide des transformations élémentaires

Comme pour I’élimination de Gauss, nous utilisons les transformations pour faire apparaitre
les zéros - colonne par colonne - dans (17.1).

Dans un premier pas, nous choisissons k > 2 tel que || > |aj1) pour j > 2 et nous permutons
les lignes 2 et k, c’est-a-dire, nous formons PA ou P est une matrice de permutation convenable.
Pour ne pas changer les valeurs propres, il faut également permuter les colonnes 2 et k (ceci
correspond au calcul de A’ = PAP ! car P2 =1 (etdonc P = p-1 ). Si a'21 =0, on a aussi azfl =0
pour i > 3 et le premier pas est terminé. Sinon, nous déterminons

1 “le uiz “:m

0 1 Ay Ay o Ay,
L,=|9 2 1 telle que L,A’ = 0 * o

0 I, - 0 1 0 e x

7
. e . a; .oq. . . .
Pour ceci, on définit [;, = =L, Une multiplication a droite avec
i2 ay,

1
0 1
Lglz 0 132 1
0 I, - 0 1

ne change pas la premiére colonne de L,A’.

On répéte la méme procédure avec la sous-matrice de L,A’L;! de dimension n—1, et ainsi de
suite. A cause des multiplications a droite avec Li_l, cet algorithme cotte deux fois plus cher que
I’élimination de Gauss.

Pour la matrice

on prend

et on obtient

3 2 1 3 52 1
2 1 3 |, puis L,ALy'=|2 5/2 3
0 5/2 -1/2 0 9/4 -1/2

LA= =H

Cet exemple montre un désavantage de cet algorithme : si l'on part avec une matrice symétrique
A, la matrice de Hessenberg H, obtenue par cet algorithme, n’est plus symétrique en général.

17.2 b) A laide des transformations orthogonales

I1 est souvent préférable de travailler avec des réflexions de Householder Commencons par
une réflexion pour les coordonnées 2,...,n laissant fixe la premiere coordonnée Qy =1- 2ﬁ2ﬁ§
(lli2]l, = 1) tel que Q2A; = aje; ott Ay = (ayq,..., a1 ). En posant u, = (0,1,)7 et Q, =1 — ZuzuzT,
la matrice Q,A contient des zéros dans la premiére colonne a partir du troisiéme élément. La
multiplication a droite avec le = QZT = (Q; ne change pas cette colonne :

a1 412 43| g 4T M2 43 g oa0, (P11 F
a1 Apy Ax3|(——>|ay ¥ S I A

asz1 4z 433 0 * * 0 = =
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Dans le pas suivant, on applique la méme procédure a la sous-matrice de dimension n — 1, etc.
Finalement, on arrive a la forme de Hessenberg (17.1) avec la tranformation P~! = Q,,_;....Q, qui
est une matrice orthogonale (c’est-a-dire, P~! = PT ).

Nous avons un double avantage avec cet algorithme :

— il ne faut pas faire une recherche de pivot;

— si A est symétrique, alors P~! AP est aussi symétrique, et donc tridiagonale.

17.3 Méthode de bissection pour des matrices tridiagonales

Considérons une matrice symétrique tridiagonale

di e
ey dy e3
A= es3
eﬂ
el’l di’l

On observe tout d’abord que si un élément e; est nul, la matrice A est déja décomposée en deux
sous-matrices du méme type, qui ensemble fournissent les valeurs propres de A .
On peut donc supposer, sans restreindre la généralité, que

¢;#z0 pour i=2,..,n (17.2)

Pour cette matrice, il est possible de calculer la valeur P4(A) du polyndme caractéristique sans
connaitre ses coefficients. En effet, si 'on pose

dy e

ey dy ez,

dy e
Ay =(dy), Ay = (e; di) Az =
es ds

et si 'on définit
pi(A) = det(A; — AI),

on obtient
po(d) = 1 (17.3)
pi(d) = di-A
pild) = (di-Vpii(N)—epia(N),  i=2,.,mn

La formule de récurrence dans (17.3) est obtenue en développant le déterminant de la matrice
A; — Al par rapport a la derniére ligne (ou colonne).

En principe, on peut maintenant calculer les valeurs propres de A (c’est-a-dire. les zéros de
pu(A) de la maniére suivante : chercher un intervalle ou p,(1) change de signe et localiser une
racine de p,(A) = 0 par bissection. Les évaluations de p,()) sont faites a ’aide de la formule
(17.3). Mais il existe une astuce interessante qui permet d’améliorer cet algorithme.

Théoreme 275. Sil’équation (17.2) est vérifié, les polynémes p;(A) définis par (17.3) satisfont
a) p(A)pu-1(A) <0sip,(d)=0(1eR)
b) pi1(A)pis1(A) <0sip;(d)=0pourun{iel,2,.., n-1}
c) po(A) ne change pas de signe sur R.

Démonstration. L'affirmation (c) est triviale.

Si pi(i) =0pourun{i€l,2,.,n-1},laformule de récurrence (17.3) donne I'inégalité p; , (i)piﬂ () <
0 . Pour démontrer (b), il suffit d’exclure le cas p;_1(A)p;41(A) = 0. Si deux valeurs consécutives
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de la suite {p;(1)} sont nulles, la formule de récurrence montre que p;(A) = 0 pour tout i, ce qui
contredit py(A) = 1.

Nous démontrons par récurrence que toutes les racines de p;() sont réelles, simples et séparées
par celles de p;_1(A).

Il n’y a rien a démontrer pour i = 1 . Supposons la propriété vraie pour i et montrons qu’elle
est encore vraie pour i + 1. Comme les zéros A1 < 1, < .. < A; sont séparés par ceux de p;_1(A)
et comme p;_1(—00) = +00, nous avons sign p;_1(A;) = (—1)]+1 . Alors, on déduit de (b) que sign
pi+1(Aj) = (1)) Ceci et le fait que p;, (1) = (=11 A+l 1+ montrent que p;, () posséde un zéro
réel dans chacun des intervalles ouverts (—oo, A1), (A1, A7), ..., (A}, 00)

L'affirmation (a) est maintenant une conséquence de (b) et du fait que toutes les racines de
pi_1(A) sont réelles simples; cqfd

Définition 276 (suite de Sturm). Une suite {pg, p1,...,p,,} de polyndmes a coefficients réels s’appelle
une suite de Sturm, si elle vérifie les conditions (a), (b), (¢c) du Théoréme (275)

Considérons une suite de Sturm {pg, py,..., p,,} . Si I'on définit
w(A) = nombre de changements de signes de {po(A), p1(A), ..., pu(A)}
alors le polynéme p, (1) possede exactement
w(b) — w(a)
zéros dans l'intervalle [a,b] (si p;(A) = 0, on définit signp;(A) = sign p;_1(1)).

Démonstration. Par continuité, 'entier w(A) peut changer sa valeur seulement si une valeur des
fonctions p;(A) devient nulle. La fonction py(A) ne change pas de signe. Supposons alors que
pi(1) = 0 pour un i €{1,2,...,n—1}. La condition (b) et la continuité de pj(A) montrent que seule-
ment les deux situations suivantes sont possibles (¢ petit) :

A-e 1 Jl+e¢ A-e 1 Jl+e¢
pi-i(A) |+ o+ o+ piai(A) | - - -
pi(A) + 0 % pi(A) + +
pi+1(A) - - - pi+1(/\) + + +

cqfd

Chaque fois, on a w(A+¢) = w(1) = w(A—¢) et la valeur de w(A) ne change pas si A traverse un
zéro de p;(A) pouri€{l,2,..,n—1}

Il reste a étudier la fonction w()) dans un voisinage d’un zéro A de p,(A) . La propriété (a)
implique que pour les signes de p;(A) on a seulement les deux possibilités suivantes :

¢

pn—l(/\) +
pn(A) +

‘ A-e X Jd+e¢
pua1d) | - - -
- pn(/\) - +

d+e
+

S + | >
o

cest-a-dire, w(1+¢) = w(1—¢)+1. Ceci démontre que la fonction w() est constante par morceaux
et augmente de 1 sa valeur si A traverse un zéro de p,(A).

17.4 Méthode de bissection.

Si l'on applique ce théoréme a la suite (17.3), la différence w(b) — w(a) est égale au nombre de
valeurs propres de (17.2) dans I'intervalle [a,b] . On obtient toutes les valeurs propres de A de la
manieére suivante :

— on cherche un intervalle [4, b] qui contienne toutes les valeurs propres de A (par exemple,

en appliquant le théoréme de Gershgorin). On a donc que w(a) =0 et w(b) =n.
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— on pose ¢ = @ et on calcule w(c). Les différences w(c) — w(a) et w(b) — w(c) indiquent

combien de valeurs propres de A sont dans [a,c) et combien sont dans [c, b)
— on continue a diviser les intervalles qui contiennent au moins une valeur propre de A.
On peut facilement modifier cet algorithme pour calculer la valeur propre la plus petite ou la
3¢me plus grande valeur propre, etc.
Pour éviter un “overflow” dans le calcul de p, (1) (si n et A sont grands), il vaut mieux travailler

avec
pi(A)
pi-1(A)

fi(d) = i=1,2,..,n

et utiliser le fait que
w(A) = nombre d’éléments négatifs parmi {f;(A), fo(A),..., fu(A)}

(attention : si p;_1(A) est zéro, on pose f;(1) = —oco; cette valeur compte pour un élément négatif).
Pour une programmation de l’algorithme, on utilise la récurrence
H(A) = di-A
2 .
/fici(A) st fiii (M) =0
A = d—A-— € /Ji-1 L Ji1
i) =4 { eil/eps s fia(A)=0

La formule pour le cas f;_1(A) # 0 est une conséquence de (17.3). Si f;_1(A) = 0 (c’est-a-dire
pi—1(A) = 0), on remplace cette valeur par |e;|.eps. Ceci correspond a ajouter la perturbation |e;|.eps
adi

18 L'ITERATION ORTHOGONALE

Dans ce paragraphe, nous allons généraliser la méthode de la puissance afin de pouvoir cal-
culer les deux (trois, ) valeurs propres dominantes en méme temps. Cette généralisation motivera
l'itération QR qui constitue 'algorithme le plus important pour le calcul des valeurs propres
d’une matrice.

18.1 Généralisation de la méthode de la puissance (pour calculer les deux
valeurs propres dominantes).

Considérons une matrice A dont les valeurs propres satisfont
[Ar]>[Aa] > > A (18.1)

La méthode de la puissance est basée sur l'itération y;,; = Ay et nous permet d’obtenir une
approximation de Ay a l'aide du quotient de Rayleigh. Pour calculer (en méme temps) la deuxiéme
valeur propre A,, nous prenons deux vecteurs y, et zq satisfaisant y;zy = 0 et nous considérons
I'itération
Ver1 = Ak (18.2)
Zkr1 = Az = 1Yk

ou 41 est déterminé par la condition y; 2k, = 0. Par induction, on voit que
k
Ve = Ay
k
zZk = ATZo— k¥

ou i est tel que
vz =0 (18.3)
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Ceci signifie que le calcul de {z;} correspond a la méthode de la puissance appliquée a zj, com-
binée avec une orthogonalisation (projection de A¥z, sur le complément orthogonal de yy).
En exprimant les vecteurs initiaux dans la base de vecteurs propres vy,vy,...,v,, de la matrice

A (on suppose [[vill, = 1),
n

n
Yo = Zaivi’ Zp = Zbﬂ/i, (18.4)
i=1

i=1
les vecteurs vy, z; deviennent

n

VK= ;ﬂiAfvi; 2=, : (b; - yxa;) A,
1= 1=

=

Comme nous l’avons constaté précédement, pour k — oo, le terme alx\]fvl est dominant dans yy
(siay # 0) et on obtient une approximation du premier vecteur propre v; . Que peut-on dire pour
la suite {z;}?

La condition (18.3) d’orthogonalité implique que

ii“i(bj —ykaj) A Akviv; = 0 (18.5)

i=1 i=1

Cette relation définit y4. Comme le terme avec i = j = 1 est dominant, on voit que y; = by/a;
Par la suite, nous allons supposer que a; = 0 et a;b, —a,b; # 0. En divisant (18.5) par /Vl‘ on
obtient

a1 (by = yka) A} (1+O(1Ao/ 44 [9)) = =y (by = y4a2) A5 (v va + O Ao/ 41 [F) + O(1A3/ A, [)).
Maintenant, on peut insérer cette formule dans (18.4) et on en déduit

2 = A5y (by = yran) (v — v} w201 + O(1 A2/ A1) + O(1A3/A,[")) (18.6)

Visiblement, le vecteur z; s’approche (pour k — co ) d’un multiple de v, — v]v,.v;, qui est la
projection orthogonale de v, a I'hyperplan vi-. Concernant les valeurs propres, on a le résultat

suivant.

Théoreme 277. Considérons les vecteurs yy, zx donnés par (18.2) et notons

U = (9 |[9xll,» 21/ 1zl12) (18.7)

(observer que Uy Uy =1 ). Si (18.1) est vérifié, on a que

* Al *
UkAUk—>( 0 /\2) pour k— oo (18.8)

Démonstration. L’élément (1,1) de la matrice U AU est le quotient de Rayleigh (12.3) qui converge
vers A; . En utilisant (18.6), on voit que 1’élément (2,2) satisfait

. . . .2

zZAzk (Vz—V1V2.V1) (/\21/2—/\17}17}2.7/1) /\2(1 —|1)17)2| ) 1
* * = =42

22k (v2 - vivz.vl) (v —viva.vy) 1-

2
*
7}17)2‘

De fagon similaire, on obtient pour I’élément (2,1)

*
zZAyk (Vz—'l/;'l/z.vl) /\11/1

lzlla|pell, vz = viva ], alls
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Finalement, I’é1ément (1,2) de U; AU satisfait

Vi AzZg _ V] (A0 = 1 v]vp.01) _ (A2 =A)viv,
— 2
loelly izt ol o2 =vivawill, s
Cette expression est en général non nulle. cqfd

Remarque 278. Avec la notation (18.7), l'itération (18.2) peut étre écrite sous la forme
AUy = Ug41 R

ol Ry, est une matrice 2 x 2 qui est triangulaire supérieure.

18.2 Méthode de la puissance (pour le calcul de toutes les valeurs propres)

ou simplement itération orthogonale. La généralisation de l'algorithme précédent au cas ou
I’on veut calculer toutes les & valeurs propres d’une matrice est évidente : on choisit une matrice
orthogonale Uy, c’est-a-dire, on choisit n vecteurs orthogonaux (les colonnes de Uy ) qui jouent le
réle de vy, 2, etc. Puis, on effectue l'itération

for k=1,2,..
Z_{k}=AU_{k+1} (d\U{e9}composition QR)
U_{k}R_{k}=Z_{k}

end

Si (18.1) est vérifié et si la matrice U, est bien choisie (a7 # 0,a1b, —ab; = 0, , etc), une
généralisation du théoréme précédent donne la convergence

Ty = Ui AU, (18.9)

vers une matrice triangulaire dont les éléments de la diagonale sont les valeurs propres de A . On
a donc transformé A en forme triangulaire a I'aide d’'une matrice orthogonale (décomposition de
Schur).

Il y a une possibilité intéressante pour calculer Ty de (18.9) directement a partir de Ty_;. D’une
part, on déduit de (??) que

Tyt = UfAU; = (Up_, Ux ) Re (18.10)

D’autre part, on a
Ty = U AUy = UfAU;_ Uy = R (Ug_, Uy ).

On calcule la décomposition QR de la matrice Ty_; et on échange les deux matrices de cette
décomposition pour obtenir Tj

18.3 L’algorithme QR

La méthode QR, due a ]J.C.F. Francis et a V.N. Kublanovskaya, est la méthode la plus couram- ment
utilisée pour le calcul de 'ensemble des valeurs propres (P.G. Ciarlet 1982)

the QR iteration, and it forms the backbone of the most effective algorithm for computing the Schur
decomposition. (G.H. Golub & C.F. van Loan 1989)

La version simple du célebre algorithme QR n’est rien d’autre que la méthode du paragraphe
précédent. En effet, si 'on pose Q = U;_, Uy et si l'on commence l'itération avec Uy = I, les for-
mules (18.9) et (18.10) nous permettent d’écrire l’algorithme précédent comme suit : (décomposition

QR)
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T {0}=A

for k=1,2,..
O_{k}R_{k}=T_{k-1}
T_{k}=R_{k}Q_{k}

end

Les T qui sont les mémes que dans le paragraphe V.5, convergent (en général) vers une ma-
trice triangulaire. Ceci nous permet d’obtenir toutes les valeurs propres de la matrice A car les Ty
ont les mémes valeurs propres que A (voir (18.9)).

Cet algorithme important a été développé indépendamment par J.G.F. Francis (1961) et par
V.N. Kublanovskaya (1961). Un algorithme similaire, qui utilise la décomposition LR a la place
de la décomposition QR, a été introduit par H. Rutishauser (1958).

Exemple 279. Appliquons la méthode QR a la matrice

On peut montrer que, pour une matrice de Hessenberg A , toutes les matrices Ty sont aussi sous
forme de Hessenberg. Pour "étudier la convergence vers une matrice triangulaire, il suffit alors de

considérer les éléments t;i)l [(i=1,2,..,n—1) de la sous-diagonale. On constate que
(k+1)
tiq A
i+1,i i+1
— X 18.11
£K) A (18.11)
i+1,i
(A = 14,3,1, = 7,86,13 = 2,70, 14 ~ —1,86). Comme, les éléments tl(‘-lfc-)l,i convergent, pour

k — oo, linéairement vers 0 (voir la figure V.4, ou les valeurs sont dessinées en fonction du
nombre k de I'itération).

Remarque 280. (a) Comme le calcul de la décomposition QR d’une matrice pleine est tres
cotiteux (O(n>) opérations), on applique I’algorithme QR uniquement aux matrices de Hes-
senberg. Dans cette situation une itération nécessite seulement O(n3) opérations.

(b) La convergence est trés lente en général (seulement linéaire). Pour rendre efficace cet al-
gorithme, il faut absolument trouver un moyen pour accélérer la convergence.

(c) Considérons la situation ot A est une matrice réelle qui posséde des valeurs propres com-
plexes (’hypothése (18.1) est violée). L'algorithme QR produit une suite de matrices Ty qui
sont toutes réelles. Dans cette situation, les Tj ne convergent pas vers une matrice triangu-
laire, mais deviennent triangulaires par blocs (sans démonstration). Comme la dimension
des blocs dans la diagonale vaut en général 1 ou 2, on obtient également des approxima-
tions des valeurs propres.

18.4 Accélération de la convergence

D’apres 'observation (18.11), nous savons que

k
9 =oAL )

nn-1 "

La convergence vers zéro de cet élément ne va étre rapide que si |1, <« |A,_1|. Une idée géniale

est d’appliquer l'algorithme QR a la matrice A—pI ou p = A,, Comme les valeurs propres de A—pI
" . ) 414 k

sont A;—p,on ala propriété |1, — p| < |A; —p|pouri=1,..,n—1et"élément ti(l 31_1 va converger ra-

pidement vers zéro. Rien ne nous empéche d’améliorer 'approximation p apres chaque itération.

L’algorithme QR avec ”shift” devient alors :
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T_{0}=A
for

k=1,2,..
determiner le parametre p_{k-1}$
Q_{k}R_{k}=T_{k-1}-p_{k-1}I  (decomposition QR)
T_{k}=R_{k}Q_{k}+p_{k-1}

end

Les matrices Tj de cette itération satisfont

Qp Ti—1 Qk = Qp(Qk R + pr—11)Qk = R Qg + pr—1I = Tje

Ceci implique que, indépendamment de la suite py; , les matrices T} ont toutes les mémes valeurs
propres que Ty = A.

Pour décrire completement I'algorithme QR avec shift, il faut encore discuter le choix du pa-
rametre py et il faut donner un critére pour arréter l'itération.

18.4.1 Choix du ”shift”-parametre.

On a plusieurs possibilités :

— pr = t,(f,)l : ce choix marche trés bien si les valeurs propres de la matrice sont réelles.
— on considére la matrice
£ (k) +(6)
n(—kl,n—l n(—kl),n (18.12)
Fpn-1 tnn

Si les valeurs propres de (18.12) sont réelles, on choisit pour py celle qui est la plus proche
de t,(1k2,

Si elles sont de la forme a +if avec § # 0 (donc complexes), on prend d’abord py = a + i
et pour l'itération suivante py. = a —if

18.5 Critere pour arréter l’itération.

L'idée est d’itérer jusqu’a ce que t;kzl_l ou t1(1k_)1 . soit suffisamment petit. Plus précisément,
on arréte 'itération quand
(k) (k) (k)
b < eps.('tl_l’l_1| + |tl,l |) pour I=n ou I=n-1 (18.13)

— Si (18.13) est vérifié pour I = n on accepte tiqkzl comme approximation de A, et on continue

?".’)

" 1< j<n-1

— Si (18.13) est vérifié pour I =n—1, on accepte les deux valeurs propres de (18.12) comme
approximations de A, et A,,_; et on continue I'itération avec la matrice (tl( .))

1 1<i,j<n-2

Exemple 281. Nous avons appliqué 'algorithme QR a la matrice (??) avec le shift p; = tgfn . La

I’itération avec la matrice (t

k , . . . . .
convergence de t§+)1 ; vers zéro est illustrée dans la figure V.5. Une comparaison avec la figure V.4
nous montre que la convergence est beaucoup plus rapide (convergence quadratique). Apres 5

N k _ C . . . k
itérations, on a ’tfl ;‘ < 10715, Encore 4 itérations pour la matrice de dimension 3 donnent ltg %| <

T N . . . . k
10715 11 ne reste plus que 3 itérations a faire pour la matrice de dimension 2 pour avoir 't(zi| <

10715, En tout, 12 itérations ont donné toutes les valeurs propres avec une précision de 15 chiffres.
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18.6 Le ”double shift” de Francis

Dans la situation ou A est une matrice réelle ayant des valeurs propres complexes, il est re-
commandé de choisir un shift-parametre p; qui soit complexe. Une application directe de l’algo-
rithme précédent nécessite un calcul avec des matrices complexes. L'observation suivante permet
d’éviter ceci.

Lemme 282. Soit T, une matrice réelle, py = a +if et pxy1 = a —if.Alors, on peut choisir les
décompositions dans l’algorithme QR de maniére & ce que Tj,, soit réelle.

Remarque 283. La décomposition QR d’une matrice est unique sauf qu’'on peut remplacer QR par
(QD)™! (D‘lR) ou D =diag(dy,...,d,) avec |d;| = 1.

Démonstration. La formule (2?) montre que

Tir2 = (Qrer1 Qrs2)” Tre Qi1 Qs2) (18.14)
cqfd

11 suffit alors de démontrer que le produit Qy,1 Q. est réel. Une manipulation a l'aide de
formules pour T donne

Qk+1(Ties1 = Pra1 DRi1 = Qpr1 (Ri1 Qi1 + Prst I = prl)Ripr = (18.15)
(Qes1Ris1) + (P — Prs1) Qks1 Riesr = (Ti = pil)? + (px = prar) (Te — pil) =
T2 = (px + ps1) Tk + prprsi ] =M

Qk+1 Qk+2Rk+2 Rk+1

On a donc trouvé une décomposition QR de la matrice M qui, en conséquence des hypothéses du
lemme, est une matrice réelle. Si, dans l’algorithme QR, la décomposition est choisie de maniere
a ce que les éléments diagonaux de Ry,; et Ry, soient réels, alors, a cause de I'unicité de la
décomposition QR, les matrices Q1 Qky2 et Ri 2Ry, sont réelles.

Une possibilité de calculer Ty, , a partir de Ty est de calculer de (18.15), de faire une décomposition
QR (réelle) de M et de calculer Ty , a l'aide de (18.14). Cet algorithme n’est pas pratique car le
calcul de Tk2 nécessite O(n3) opérations, méme si Ty est sous forme de Hessenberg.

Il y a une astuce intéressante pour obtenir Ti,, a partir de T, en O(n?) opérations. Elle est
basée sur la propriété suivante.

Théoréeme 284. Soit une matrice donnée et supposons que
Q'TQ=S (18.16)
ou Q est orthogonale et S est sous forme de Hessenberg satisfaisant s; ;_; # 0 pour i = 2,...,n Alors,
Q et S sont déterminées de maniére "unique” par la premiére colonne de Q.
Remarque 285. On a “unicité” dans le sens suivant : si Q*TQ est de type Hessenberg avec une
matrice orthogonale Q satisfaisant Qe;, alors Q = QD ou D =diag(ds,...,d,) avec |d;| = 1.
Démonstration. Notons les colonnes de Q par ¢;. Alors, la relation (18.16) implique
i+l
Tq;= Zsji%, q4;Tq; =sji. (18.17)
j=1
Si g, est fixé, la valeur si; est donnée par la deuxieme formule de (18.17). Avec cette valeur, on

obtient de la premiere formule de (18.17) que g, est un multiple de Tq; —s;19; . Ceci détermine
q> & une unité pres. Maintenant, les valeurs s;1,515,5,, sont déterminées et g3 est un multiple de

Ty —s2191 — 52292 etc. cqgfd

Si les hypotheses du lemme précédent sont vérifiées, on peut calculer la matrice réelle Ty, , en
O(n?) opérations de la maniére suivante :
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— calculer Mey, la premiére colonne de M (formule (18.15));

— déterminer une matrice de Householder H; telle que Hy (Meq) = aey

— transformer HlT T H, sous forme de Hessenberg a ’aide de matrices de Householder H,, ..., H,_4

(voir le paragraphe V.3); c’est-a-dire., calculer H' T,H ou H = H; H,....H,,_;.

Comme Hjey = ¢; pour i = 2,..,n—1, la premiere colonne de H est un multiple de celle de
M (observer HlT = H;). Par la formule (18.15), la premiere colonne de Q.1 Q> est aussi un
multiple de Me;. Par conséquent, pour un bon choix des décompositions Qy 1 Rx;1 et QgyoRk 12
on a H = Q1 Qg2 la matrice obtenue par cet algorithme est égale a Ty, (voir (18.14)).

18.7 Etude de la convergence

Supposons d’étre déja proche de la limite et considérons, par exemple, la matrice

2 a
TO_A_(E 1)

ol ¢ est un nombre petit. Avec le choix py = 1 pour le shift-parametre, on obtient

Ly (Viza e
TO—pOI:(i g):[\/lg-gz \/%+52]:[ 0 _\/14&52 ]:QlRl
et
* *
To=pol =R Q; = (_ﬁ *)
1+¢2

. o Y 1 .
— si A est symétrique (c’est-a-dire,a=¢)ona ifi(1 1)1_1 = O(&?), donc convergence cubique.
— si A n’est pas symétrique (p.ex. on a donc convergence quadratique.

Ces propriétés restent vraies pour des matrices générales (sans démonstration).

19 Exercices

Exercice 286. Calculer les valeurs propres de la matrice tridiagonale (dimension n,b.c > 0)

a c¢

b a c

Ao b a ¢
b

. . T . , . s
Indication. Les composants du vecteur propre (vy,vs,...,v,) satisfont une équation aux différences

finies avec.vg = v, = 0 Vérifier que v; = Const.(a{ - ajz) ou

n+1
A—a b ap
ap —ap = c B 0(1.6!222, a— =1
2

Résultat : Aj= a—-2vbe. cos(nj%), i=12,.,n

1 e 0
-1 0 1

1 -1+¢& -¢

Exercice 287. Considérer la matrice
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cette matrice possede une valeur propre de la forme
Me)=i+ed+0(e?)

Calculer d et dessiner la tangente & la courbe A(e) au point A(0)

(a) Calculer par la méthode de la puissance, la plus grande valeur propre de la matrice

99 1 0
A=|(1 100 1
0 1 98

(b) Pour accélerer considérablement la vitesse de convergence, appliquer la méthode de la
puissance a la matrice A — pI avec un choix intelligent de p.

(c) Avec quel choix de p obtient-on la valeur propre la plus petite?

Exercice 288. Considérons la matrice tridiagonale

by ¢
ap by o
A= ay

Montrer que, si a;c; > 0 pour i = 1,...,n — 1, toutes les valeurs propres de A sont réelles.
Indication. Trouver D = diag(dy, ..., d,) telle que DAD~! soit symétrique.

Exercice 289. Soit A une matrice symétrique et B quelconque. Montrer que pour chaque valeur
propre Ap de B il existe une valeur propre 14 de A telle que

|Aa—Apl < ||A-B]l.
Indication. Montrer l’existence d’un vecteur v tel que v = (A—/\B)_1 (A—B)v. En déduire que
L<[[(A=2p)" (A=B)| < [(A~Ap) | IlA - B)I.

Exercice 290. (Schur, 1909). Soit A une matrice symétrique. Montrer que pour chaque indice i il
existe une valeur propre A de A telle que

[A—aji| < fZ|aij|2
j=i

Indication. Appliquer l’exercice 5 avec une B convenable.

Exercice 291. Soit A une matrice réelle avec pour valeur propre a +if . Montrer que 'itération

dI_—A —ﬁ_I U1 _ (Ui

pI al —A\viq ] \ve
ou @ ~ «a et B ~ ) permet de calculer la valeur propre a + i et le vecteur propre correspondant.
Indication. Considérer les parties réelles et complexes de l'itération de Wielandt. On obtient alors

ukTAuk+vaAvk ukTAvk+vaAuk
T T - T T
uk Mk+1/k1)k uk uk+vkvk
Exercice 292. Considérons la matrice de Hilbert,

A=|(1/3 1/4 1/5

1/4 1/5 1/6

1/2 1/3 1/4]



138 CHAPITRE 8. CALCUL DES VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES

(a) Transformer A en une matrice tridiagonale ayant les mémes valeurs propres.

(b) En utilisant une suite de Sturm, montrer que toutes les valeurs propres sont positives et
qu’une valeur propre est plus petite que 0.001

(c) Calculer approximativement la condition de A pour la norme Euclidienne.
Exercice 293. La formule de récurrence
(k +1) Peyr (x) = (2k + 1) xPr(x) — kPey (x)
pour les polyndémes de Legendre ressemble a
piA) = (di=Npia (V) =efpia(A),  i=2,.m.
pour les polyndmes det(A; — AI). Trouver une matrice tridiagonale A de dimension # telle que les
valeurs propres de A sont les racines de P,(x).
Exercice 294. Soit p(x) un polyndéme de degré n et supposons que toutes les racines soient simples.
Démontrer que la suite définie par ’algorithme d’Euclide,
pu(x) = p(x), Pn-1(x) = —p’(x)
pil¥) = @i(¥)pia(0)=ypia) i=mn.2
est une suite de Sturm.
Pour le polyndéme p(x) = x> — 6x* + 3x3 + 3x2 + 2x + 8.
(a) déterminer le nombre de racines réelles.
(b) Combien de racines sont complexes ?
(c) Combien de racines sont réelles et positives?
Exercice 295. Pour un ¢ donné notons ¢ = cos @ et s = sin@.La matrice (), définie par
1 sii=j,jzkj=l
c sii=j=koui=j=I

(le)i]»: S sii=k, etj=1
-5 sii=1letj=k
0 sinon

s’appelle rotation de Givens.
(a) Montrer qu’elle est orthogonale.

(b) Soit A une matrice symétrique.Déterminer ¢ tel que le (k,1)-iéme élément de A" = leAlel
s’annule.

Resultat. cot2¢ = (axx —ay)/(2ay;).

Exercice 296. La méthode de Jacobi (1846) pour le calcul des valeurs propres d’une matrice
symétrique :

i) on choisit ay; (k> 1) tel que |ag| = max;s; |aij

)
ii) on détermine A’ comme dans l’exercice 11.

Montrer que, si on répéte cette procédure, on a convergence vers une matrice diagonale, dont
les éléments sont les valeurs propres de A

2
=Lis (aij|2 ~lag|?

Exercice 297. On considére la matrice

. . ’
Indication. Montrer que } ;. ; aj;

7 05
A‘(o,oom 8)

dont on cherche a calculer les valeurs propres.



19. EXERCICES 139

(a) Faire une itération de l’algorithme QR sans shift.
(b) Faire une itération de I’algorithme QR avec shift.
(c) Estimer la position des valeurs propres de A a I'aide du Théoréme de Gershgorin.

(d) Calculer les valeurs propres de A a I’aide du polyndme caractéristique.

Exercice 298. Montrer que si la matrice Ty = A est une matrice de Hessenberg (ou tridiagonale),
alors les matrices Tj, k > 1 construites par I'algorithme QR sont également des matrices de Hes-
senberg (tridiagonales).

Exercice 299. Donner une estimation grossiere du nombre d’opérations qui sont nécessaires pour
effectuer la décomposition QR d’une matrice de Hessenberg et pour calculer ensuite le produit
RQ.

Exercice 300. Soit Ty une matrice de Hessenberg dont tous les éléments de la sous-diagonale sont
non-nuls. Montrer que, si py est une valeur propre de T, une itération de l’algorithme QR avec

shift py donne
(1)

n,n—

f) o =0

Exercice 301. Expliquer, comment le calcul de Tj a partir de Ty_4
QkRy = Tg—1 = pr—1 1, Tie = R Qi + pr—1 L.

peut étre effectué sans soustraire (et additionner) explicitement la matrice py_1I
Indication. Laissez-vous inspirer par le "double shift” algorithme de Francis.



