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Solutions de TD 1

Solution de I’exercice n°1 Calculons ( lorsqu’elles existent) la limite de f, quand (z,y) — Og2

22— o2 . .
L f(z,y) = WzQ On a f(0,y) = -1 # 1 = f(x,0) = limy)-0,, f(z,y) n'existe pas.
_ | sin(zy) |zy| . _
2. |f(x,y)| = \/m < \/m < |z| = 0, quand (z,y) — Ogz, donc limz )0, flxz,y)=0.
sin (z) " sin (y)
sin () sin (y) T y Ty
3. flz,y) = = ——— | — 0, quand (z,y) — Oge.
tan <\/x2+y2> tan <\/x2+y2> Var+y?
vVt +y?
sin (%) sin (y) | _ [2* |y] .
4' |f($, y)‘ = £L‘2 + Sil’lhz (yz) < .%'2 S ’y| — 0? quand (LC, y) — 0R27 dOIlC 11m($,y)—>0R2 f(LE, y) = 0
5. Posons (z,y) = (rcosf,rsinf). On a alors
lim (2? +¢y%)" = lim zexp (In (2? + 3
(Zvy)—>(070)( Y ) (2,y)—(0,0) p( ( Y ))
= 2cos(h) ll_r%rexp In(r) = 0.
(1 A+ |zy[")| _ |+ fey) | Jeyl® 1 a-
6. |f(x,y)| = S = R X R < 3 ly|*™" — 0,quand (x,y) — Oge (car

a > 1),donc lim, ) o,, f(7,y) = 0.

Solution de ’exercice n°2

Etudions la continuité des fonctions suivantes :

Lf(x,y)=y+ 1 arctan(x?y), si y # 0 et f(z,0) = 0.

1.1. Pour tout (ya, b) € R x R*, f est continue.

1.2. Pour tout a € R*, f est discontinue aux points (a,0), car lim, o f(a,y) = a®> # 0 = f(a,0) .
1.3. Au point (0,0) , f est continue, car lim( ,) 0., f(a,y) = 0= f(0,0) .

2.9(x,y)=x exp(arctan(%)), six#0etg(0,y)=0.

2.1. Pour tout (a,b) € R* x R, g est continue.

2.2. Aux points (0,b) (b € R), g est continue, car |g(z,y) — ¢(0,b)] < |z|exp (g) — 0,quand
(z,y) — (0,b) ,donc limg )0 9(2,y) = 0.



Solution de I’exercice n°3
1. Pour tout (z,y) € R*(z # y), [ est continue.

2. Aux pointx (a,a) € R? (a € R). Puisque h est de classe C', d’apres le théoreme des accroissements

finis, & chaque élément (z,y) € R*(x # y), on peut associer 6, , € ]0, 1], tel que :

h(x) = hy) = h(y + O y(z — y))(z — y);
ce qui permet d’écrire

Wy + O, yz(x —y)) — h(a), siz #y
f(l‘,y)—f(aaa)z{ 7
0, siz =uy.
Par conséquent lim, y)(aa) f(2,y) = f(a, a).

Solution de ’exercice n°4 Soient oy, s, 31, B2 et v cing constantes positives et f : R?> — R la

fonction d “efinie par
=™ |y

fay) =3 (e +w™)"
g('r)a si (x,y) = (070)

st (z,y) # (0,0)

a a
Montrons que f continue en (0,0) si et seulement si — 4+ 2> .
1 2

1. Supposons que f est continue en (0,0). Puisque lim, ,)—0,0) f(z,y) = 0, on doit avoir

a1 Q9
1 1\ 1 /1\B 5
(mwm) 7 () |

a; o«
quantité tend vers 0, quand n — +oo,lorsque L4+ 2> v.
1 2

2. La réciproque. Supposons que M2 7. On a pour tout (z,y) # (0,0) :

1 2
ﬁl % ﬂg %
|z ||

7
(1o + 1y1™)
(1t ™) ™ (el + ) ®

i
(la1™ + 1yI™)

ﬂ+ﬁ_7
- (\x|51 + \y|52> N 0, quand (z,y) — (0,0).




Solution de I’exercice n°5 Soit f : R? — R une fonction définie par

f(x y) = { xyln(|x| + ‘y|)a si (177y) + (0,0)

0, si (z,y) = (0,0)
L T2 djt] ¢
Montrons que f est de classe C"'sur R”. On rappelle que - = m, pour tout ¢ # 0.
On a .
x .
of y(el+ yl) + = si(@,y) £ (0,0)
% o.3) - ol + 1o
0, si (2, ) = (0,0)
et
z |yl :
of zIn(|z| + [y]) + , si(z,y) #(0,0)
a_(xvy) = ‘37| + ’Z/‘ .
y 0, si (z,y) = (0,0)
Les deux fonctions g et ? sont continues sur R? — {(0,0)}.
T Y
De plus, Pour tout (z,y) € R* — {(0,0)}, on a
of of
3. &) = (2l =+ lyl) In(z] + [y + [y = 0= =-(0,0), quand (z,y) — (0,0)
of af
8—y(ﬂf,y) < (lz[ + [y]) Iz + [y))] + |z| = 0= 3 (0,0),quand (z,y) — (0,0).
af . . 1 2
Donc 9z et = sont continues en (0,0). par conséquent f est de classe C* sur R*.
x

Solution de 'exercice n°6 Soit f : R? — R une fonction de classe C*.
1. On définit g : R — R par g(t) = f(2 + 2t,1°).

1.1. Démontrons que g est classe C*.

Soit h : R — R? la fonction définie par h(t) = (sin(t), eXp(tQ)). On a alors g = f o h. Puisque f
et h sont de classe C!, on en déduit que g est aussi de classe C!.
1.2. Calculons la premiere dérivéé de g en fonction des dérivvées partielles de f.

On applique la formule de la dérivée d’une fonction composée, on peut écrire

g(t) = (g_i (sin(t),exp(t*)) %(Sin(t),exp(t%))( cos t )

2t exp(t?)

of (sin(t), exp(tQ)) :

8f (Sjn(t),exp(tQ)) 49t eXp(t2>a_y

o
2. On définit h : RZ — R par h(u,v) = f(uv, u* + v?).
2.1. Démontrons que h est de classe C'. Soit k : R? — R? la fonction définie par h(u,v) =

= cos(t)

(uv,u? +v?). On a alors h = f o k. Puisque f et k sont de classe C', on en déduit que h est aussi de

classe C.



2.2. Exprimons les dérivées partielles premieres de h en fonction de celles de f.

On applique la formule de la dérivée d’une fonction composée, on peut écrire

(%(u,v) %(u,v)) = <g—£ (uv,u2 +v2) g—; (uv,u2 +112)> < 21; QUU ) ,

ce qui implique

%(u, v) = v% (uv, u® +v?) + QUZ—LC (uv, u? + v?)
oh — af 2 2 8f 2 2
aU(u,v) = u(?a: (uv,u® + v )+2U8y (uv, u* 4+ v?)

Solution de ’exercice n°7

1. Soit f : R? — R une fonction définie par
Z‘Q ) .
f(l’ y) _ { xyma si (z,y) # (0,0)

1. 1. f est -elle continue sur R2.

* Pour tout (z,y) € R? — {(0,0)}, f est continue.

* Au point (0,0), f est aussi continue, car |f(z,y)| < 1|22 — y?| — 0,quand (z,y) — (0,0) ,donc
lim(z ) 0,0) f(z,y) = 0= f(0,0).

1. 2. f est -elle de classe C! sur R2.

On a 4 2.3 _ .5
iy +4xy’ —y _
of 2V (ay) £ 0,0)
0, si () = (0,0)
et 4 2.3 .5
—y*r —4dy*r’ +x .
0 , si(x, 0,0
Pe={  @rpy ) 7 00
’ 0, st (2,y) = (0,0)
0 0
Les deux fonctions a—i et a—JyC sont continues sur R* — {(0,0)}.
De plus, Pour tout (z,y) € R* — {(0,0)}, on a
of of
s < -2
)| < obl-0=F 0.0/ .qund @)~ 0.0
| < ok 0=5 0.0 quna () - 0.0).
0
Donc 8_£ et _y sont continues en (0,0) . par conséquent f est de classe C' sur R?.

1. 3. Montrons de deux méthodes différrentes la différentiabilité de f sur R2.

4



*1ere méthode. Puisque f est de classe C! sur R?, on a donc f estdifférentiable sur R2.
*2¢me méthode. Pour tout (z,y) € R? — {(0,0)}, f est différentiable.

, of 0
Au point (0,0), on a L(z,y) = x%(o, 0) + y%(O, 0) = 0. Donc

|f(x,y) — 9(0,0) — L(z,y)|
(2, y)l|

2% —y?
(a2 +y?)?
< |z| = 0,quand x — 0.

1y

Alors, f est différentiable en (0,0).

1.4. On a of of (9f 8f
5o (6:0) = 52 (0.0 (0,t) = ==(0,0)
(t,0) ( ):_16t oy B .

ce qui implique

( of of

L r(0,6) = 2= £(0,0
I, o>—§(ﬁ)<o,o>—nmm@x( C a0
of of

) (0,0) = limy_yg . -1

0= (2

9% f

classe C? sur R2.

Solution de ’exercice n°8g

Puisque (0,0), d’apres le théoréeme de Schwarz, on en déduit que f n’est pas de

Oyox

1. Soient f, g : R? — R les fonctions définies par :

{ L) ) # 0.0

0, si (z,y) = (0,0)
Les fonctions f et g sont-elles différentiabes en (0,0)7.

l’2 +y2 ’
0, si (x,y) = (0,0)

@) ) £ 0,0)
g(l’,y)—

af " f(t,0) — f(0,0)
L fL0 = 10,00 _ fO0.) = 0.0 ) By 5-(0,0) = lim; . =0
t t gf(o 0) = limyg 1(0,t) ; (0,0) _ 0
Ly(z,y) = g—i(O, 0)z + ?(O 0)y = 0, donc

|f(x,y) — f(0,0) - leﬂy)l V(y,0)
(2, y)l|

< Va2 +y? — 0, quand (z,y) — (0,0).

(x“ry Ik

Alors, f est différentiable en (0, 0).



1. 2. De méme : 9w t
0 . 0,t) —g(0,0
8—5(0,0) = limy_, 9(0.%) ; 9(0,0) =0
La(w.9) = 520,002 + 520,00y = 0, done
g(z,y) — ¢(0,0) — Loz, y y? sin(x
o(0.) = 00.0) = L] _ Psine) _
[|(z, )l (2% + y2)3
2 o 3 1
On a G(z,z) = L Sm(f) Vg)) < - = —5 - 0. Alors, g n’est pas différentiable en (0, 0).
o (2 ()

2. Soit f : R? — R la fonction définie par : f(z,y) = cos(z) exp(y).
2.1. Le gradient de f en tout point (z,y) € R? est donné par

Vi) = (GHea) Sen) = (st o) coste) expi).

2.2. La hessienne de f au point (0,0) est donnée par

o0 f 0 f
—=(0,0 0,0
Hf<07 O) - 2 2 -

0o S0 v

Oyox 0y?
2.3. Trouvons de deux méthodes différentes, le développement limité a 'ordre 2 de f au voisinage de
(0,0).
Premiere méthode : Il est claire que f est de classe C? sur R2.

. of 0% f aof o0 f 0 f
Puisque %(0,0) = 8x8y(0’0) =0, 8_y<0’0) =1, @(0,0) =—1let (9_3/2(0’0) =1, on a alors
2?2
fz,y) = cos(z)expy = 1 +y — o + T + (2 + y)e(z, y),

ou €(z,y) — 0, quand (z,y) — (0,0).

Deuxiéme méthode :

o) =cosyexpy = (1- 5 +aea)) (1404 40

On fait le produit, et en conservant uniquement les termes en x,y, xy, 2, y? et en englobant tout le

reste de la forme (22 + y?)e(z,y), on obtient le méme résultat.

1 —acos(ay)

3. On a det Jy(z,y) = =1—a?cos(az)cos(ay) > 1 —a? > 0.d.e. J, est

—a cos(ay) 1
inversible au point (z,y).

¢ est de classe C™ (évident).



@ est injective ?
Soient (z1,71) et (z2,y2) € R? tels que p(xy1,y1) = @(22,2). Alors

r1 —sin(ay;) = xo — sin(ays TAF TAF
) (o) ) (ay2) S |ry — 2| < a0 yr — o] < o |21 — 2] .
y1 — sin(axy) = yo — sin(axs)

Puisque 1 — o2 > 0, on a alors z; = x5. Ce qui entraine & son tour y; = .
D’aprés le théoreme d’inversion globale, ¢ est un C'-difféomorphisme de R? sur p(R?).

Solution de ’exercice n°9

1. ¢ est injective et est de classe C? sur R? (évident). De plus

1
u=x—yetv=ao+y=detj,(x,y) =det ( ) ) =2 #0, i.e j, est inversible.

D’apres le théoreme d’inversion globale, ¢ est un C™° difféomorphisme.

2. Nous avons f = g o . On trouve

(S L )= Buwy Baw ) ( o ) Cetivdie
of g Jg

—(z,y) = = (u,v) + ==(u,v)

a(’%@ 0 %)

oy (0 8) = 5 (1w 0) + 5 (w,0)
( 0

( 3f N 9\ (9g g
e (5 a—) (S )+3 (w.0))
0 0%g g
D = (8u)2(u’2})+23uﬁv(u’v> + av)z <U’7U)
onc 2
ﬁ(l’,y): _3 2 _@( 7,0)—'—@(“’”)
(0y)? , Ju 81; 0 ov
_ P g &g
\ B (8u)2<u’v) 28uav(u’ v)+ (8v)2(u’v)
2 2 2
3. L’équation : (ngf(x, y) — (ng)Q(x’ y) = 4(2? — y?) devient alors : %(u, v) = uv.

4. En intégrant 'équation précédente on trouve g(u,v) = tu*v? + F(u) + H(v)),
ou F, H sont de classe C? sur R.

Par suite f(z,y) = g(u,v) = $(2* —y*)* + F(z —y) + H(z + y).

Solution de I’exercice n°10

1.1. Soit f: R?* — R la fonction définie par f(x,y) = ? + 2exp(y) + sin(xy) — 2.

0
Alors, pour tout (z,y) € R?: a—y(:v,y) = 2exp(y) + x cos(zy).

0
Ainsi, puisque f(0,0) = 0 et (9_f<0’0) = 2 # 0, le théoreme des fonctions implicites nous permet
)
d’affirmer qu'il existe localement une unique fonction continue ¢ : |—o, 0] — R telle que ¢(0) = 0 et

pour tout x € |—o,0[: f(x,p(x)) =0, de plus ¢ € C*.



of g 0 Y)
1.2.Pour tout (z,y) € R? on a : a—(:p,y) = 2z + ycos(zy). Par conséquent ¢(0) = _5;2— =0.
x
8_y<$’ y)
Autrement dit 0 est un point stationnaire de .
0% f
Nature du point stationnaire de ¢. Puisque pour tout (x,y) € R?, $(0) = — a7 =-1<0,
—(0, (0
L (0.(0)
la fonction ¢ admet alors un maximum local en (0, 0).
2.1. Soit f: R® — R la fonction définie par f(z,y,2) = 32% + 6y + 2° — 224 + 1.
0
Alors, pour tout (z,y,2) € R?: a—f(x,y,z) =524 — 823,
2
0
Ainsi, puisque f(0,0,1) = 0 et a—f(0,0, 1) = =3 # 0, le théoréeme des fonctions implicites nous
z

permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction continue ¢ : B((0,0),0) — R telle que
©(0,0) =1 et pour tout (z,y) € B((0,0),0): f(x,y,o(x,y)) =0, de plus ¢ € C*°.

2.2. Pour tout (z,y,2) € R on a: a—i(x,y, z) = 6z et a—‘;(x,y,z) = 12y.
. Iy ¢
Par conséquent a—(O, 0) = Iy —(0,0) = 0. Autrement dit (0,0) est un point stationnaire de ¢.
x

Nature du point stationnaire de . Puisque pour tout (x,y,2) € R3:

Pf 0*f 0*f

—=(0,0,1) =6, =——(0,0,1) = 0 et —=(0,0,1) =12, onadonc A =2,B=0et C =4 ou

(0)* 00y (9y)*
encore B2 — AC = -8 < 0 et A =2 > 0; ce qui entraine que la fonction ¢ admet un minimum local
n (0,0).

Solution de ’exercice n°11

1.1. Soit (a,b) € R? un point stationnaire de f(x,y) =z + y* — sinh(z + y). On a alors

0
a—y(a,b)z?b—cosh(a—i—b):() 20—1=0 7 2727

1
1.2 Nature du point stationnaire (—5 —) On a

( a2f ) ( B 82f 11
(8x) ——(x,y) = —sinh(z +y) A—W(—§,2) =0
, o 11
W(%y) =2-sinh(z+y) = B= @—yj;g(—gj 5) =2
0 o 011,
\ amay(x,y)——smh(x—i—y) \ C = 89581/(_5’5)_0

B? — Ac = 0, cas douteux.
Soit 6 > 0 on a
flog b5 =)= =7+ >~ = f(-3.2)



et

1 1 1 i 1 11
1 11 .
< _Z = f<_§’ 5) (car sinhd > 0
, 1 1 11 1 1 11
Par conséquent, 3x; = (—5 + 5,5 —0)€eB ((—57 5),5) et dry = (—5 + 5,5) €B ((—5,5),5)
vérifiant f(x;) > f(—§, 5) et f(zg) < f(—E, 5) Donc f n’admet pas un extremum local en (—5, 5)

2.1. Soit (a,b) € R? un point stationnaire de g(x,y) = = +y — sinh(z + y). On a alors

%(a,b) =1—cosh(a+b) =0
a—z(a, b) =1—cosh(a+b) =0

=a+b=0= (a,b) =(—a,a).

2.2 Nature du point stationnaire (—a,a). On a

0 0? 0 .
99 :ﬁ(%y):axagy($ay):—81nh(a:+y):>A:B:C:O

B? — Ac = 0, cas douteux.
Soit 9 > 0 on a
g(a+0,—a) =39 —sinhd < 0 = g(—a,a)
et
gla—46,—a) = =6 +sinhd > 0 = g(—a,a)

Par conséquent, 3x; = (a + 9, —a) € B((—a,a),d) et Jzo = (a — §,—a) € B((—a,a),d) vérifiant
g(x1) < g(—a,a) et g(xs) > g(—a,a). Donc g n’admet pas un extremum local en (—a,a).

Solution de ’exercice n°12

Trouvons les extremums des fonctions f; : F; C R*> — R, (i = 1,2,3) définie par

1. filz,y) =2(14+y)+1In(y/2 + 22 +y?) et By = B((0,0),1).
On a

B((0,0),1) = {(z,y) €R% 2* +y* <1}
= B((0,0),1)UdB((0,0),1),
La fonction f; est continue surB ((0,0), 1) qui est un ensemble compact, donc elle atteint ses extrema.

Désignons par (a,b) I'un de ces points.



1.1. Sur B((0,0),1), on a
af a
%(a,b)—1+b+—2+a2+b2

g(a b) =a+ b

dy -

Supposons que V(a,b) = (0,0);c'est-a-dire

2+a®+0?

a
1+b+ —— =0
+ +2b+a2+b2

RIS R PR
ce qui implique
a’> =bb+1) (1)

et puisque (a,b) € B((0,0),1), on a donc
a?+b* <1 (2a)

De et , on trouve 26> + b — 1 < 0, contradiction. Donc V(a,b) # (0,0), pour tout (a,b) €
B((0,0),1), et par suite f; n’admet pas des extrema sur B ((0,0),1)
On cherche les extrema sur 0B ((0,0),1). On a

0B ((0,0),1) = {(x,y) eR% 224y —1=0= g(a:,y)}
Par suite 9
g
99 (a,0) =2
gg(a, ) =2a
—(a,b) = 2b
ay(a7 )
Soit (a,b) € OB ((0,0),1), on a donc a? + b* = 1.
Si on suppose que Vg(a,b) = (0,0);cest-a-dire a = b = 0, donc a® + b* = 0 contradiction avec
a’ + v = 1.Alors Vg(a,b) # (0,0), donc rangVg(a,b) = 1. D’apres le théoreme de Lagrange,
d\ € R, tel que

{ V(1 + Ag)(a, b) = (0,0)
(30)
g<a7 b) =0
D’autre part, (a,b) € 0B ((0,0),1), on peut lors écrire
(@b = a(l+h)+(VITETE)
= a4 "
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De et , on trouve

14+b0)+2Xa=0
e a’®+b* = (14 b)b+b? ,
a+v? =1
a + b =1
1
Donc by = —1 et by = —.
2
1 3
Pour b, = —1, on trouve a; = 0, et pour 5225,011 trouve agziT.Onaalors
In3 V3 1 3v/3 In3
0.—1)= — et fi(—, )=+ 4+ ——
K0 =) =T et 5 5) TR
Par conséquent
3v3 In3 3v/3 1n3
magifl(x,y) = i—f—n— et mlllfl(,]j’y) :_i_‘_n_'
zeB 4 2 zEB 4 2
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