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TD 1 : Fonctions de plusieurs variables

Exercice n°1 Calculer ( lorsqu’elles existent) les limites suivantes

1.  lim u 2 lim sin (zy) 3 lim sin () sin (y)
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Exercice n°2

Etudier la continuité des fonctions f, g : R? — R définies par

1
y + — arctan(2?y), siy#0
Yy

Lf(z,y)= {

0, si y=0

Y .
zexp(arctan(=)), sixz#0
29(@y)= { 0 T im0

Exercice n°3 Soit h : R — R une fonction de classe C* et soit f : R? — R la fonction définie par

M) )
f<x,y>:{. emy o 7Y

h(:C) ) si x=y,

Montrer que f est continue sur R2.

Exercice n°4 Soient oy, s, B1, B2 et v cing constantes positives et f : R? — R la fonction d’efinie

par
=™ Jy|™

fley) =13 (le+ ™)
g(x), si (z,y) = (0,0)

st (z,y) # (0,0)

Montrer que f continue en (0,0) si et seulement si — —I— 5_
2

Exercice n°5 Soit f : R? — R une fonction définie par

zyIn(|x , si(x, 0,0
f(a:,y):{ Oy (] + Tyl) Si(; ;;)j( )

Montrer que f est de classe C''sur R2.



Exercice n°6 Soit f : R? — R une fonction de classe C*.

1. On définit g : R — R par g(t) = f (sin(t), exp(t2)) . Démontrer que g est classe C' et calculer la
premiere dérivéé de g en fonction des dérivées partielles de f.

2. On définit h : R? — R par h(u,v) = f(uv,u” +v2). Démontrer que h est de classe C et exprimer
les dérivées partielles premieres de h en fonction de celles de f.

Exercice n°7 1. Soit f : R? — R une fonction définie par

M si (x
f(x,y) = { xyx2+y2’ ( 7?]) 7é (0;O>
0, si (z,y) = (0,0)

1. 1. f est -elle continue sur R2.
1. 2. f est -elle de classe C! sur R2.
1. 3. Montrer de deux faA§ons différrentes la différentiabilité de f sur R2.

O*f O*f
1.4. Calcul . lure.
Calculer 900y (0,0) et g0 (0,0). Conclure

2. (Partie SupplA@mentaire) Meéme questions pour la fonction g : R? — R une fonction définie par

| 2?yln(2® —y?),  si(z,y) #(0,0)
9l y) = { 0, si (2,) = (0,0)

Exercice n°8 1. Soient f, ¢ : R? — R les fonctions définies par :

2 i (02 2
y? sin(x?) _ y* sin(x) ,
T 9 | 9 ) 07 0 T 9, 9 ) Oa 0
fay) =4 2rgp O (z,y) # (0,0) gy =1 Zrgp (z,y) # (0,0)
0, si (z,y) = (0,0) 0, si (z,y) = (0,0)
Les fonctions f et g sont-elles différentiabes en (0, 0).
2. Soit f : R? — R la fonction définie par : f(z,y) = cos(z) exp(y).

)
(

2.2. Calculer la hessienne de f au point (0, 0).

2.1. Calculer le gradient de f en tout point (z,y) € R

2.3. Trouver de deux faA§ons différentes, le développement limité & 'ordre 2 de f au voisinage
de (0,0).
3. Soit ¢ : R? — R? I'application définie par

o(z,y) = (x —sin(ay), y —sin(ax)), a € |—1,1].

La fonction ¢ est-elle un C'-difféomorphisme de R? sur ¢(R?)?

Exercice n°9

Soit g : R? = R et ¢ : R? — R? avec ¢(z,y) = (u = v — y,v = = + y). On suppose g de classe C*.
Soit f = go .



1. Montrer que ¢ détermine un C?-difféomorphisme .
2. Exprimer les dérivées partielles secondes de f en fonction de celle de g.
3. Montrer que si f est solution de I'E.D.P :

0*f 0*f > 9
(0z)? (z,y) — (ay>2(xvy) =4(2z” —y), (1)

2
alors g est solution de —g(x, y)—uv =0
v

4. En déduire la solution générale de

Exercice n°10

1. Montrer que 'équation z* + 2 exp(y) +sin(xy) — 2 = 0 définit au voisinage du point 0 une fonction
implicite y = p(z) telle que ¢(0) = 0.

Montrer que ¢ admet un maximum local en 0.

2. Montrer que 'équation 3z2 + 612+ 2° —22% 41 = 0 définit au voisinage du point (0, 0) une fonction
implicite z = p(x,y) telle que ¢(0,0) = 1.

Vérivier que (0,0) est un point stationnaire de ¢. Etudier sa nature.

Exercice n°11

Trouver les points stationnaires des fonctions suivantes et étudier leurs natures :
1. f(z,y) = x + y* — sinh(z + y).
2. glw,y) = 7 +y — sinh(z +y)

Exercice n°12

Trouver les extremums des fonctions f; : F; C R? = R, (i = 1,2,3) définies par

L filz,y) = 2(1 +y) + In(y/2 + 2% +12) et By = B((0,0),1).

T+ Yy i
2. folz,y) = [ et By = B((0,0),1).
2
3. fa(x,y) = et B3={(r,y) eR?:0< 2?2 +¢y* <9, 0 <z <y}.

rT+y



