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1.1

PRELIMINAIRES

L’outil fondamental en analyse numérique (qui nous fournit des méthodes de calcul pour
I’étude et la solution approchée de problemes mathématiques dont la résolution est généralement
impossible ou impraticable), demeure la formule de Taylor.

Ces solutions approchées sont le plus souvent calculées sur ordinateur au moyen d’algorithmes
convenables. Dans ce qui suit nous rappelons quelques théorémes dont la connaissance est impéra-
tive pour une meilleure compréhension de la suite.

Théoreme 1.1.1 — de la valeur intermédiaire. Soit f une fonction définie sur un intervalle
a,b], on définit m = inf [, 4) f(x) et M = sup [,  f(x). Alors pour tout y dans [m, M], il existe
au moins un point x dans [a, b] pour lequel

fx)=y.

Théoreme 1.1.2 — des accroissements finis. Soit f une fonction définie et continue sur un
intervalle [a, b], diff érentiable sur ]a, b[. Alors il existe au moins un point ¢ dans [a, b] pour lequel

f()—fla)=f'(c)(b—a).

Théoreme 1.1.3 — de la moyenne. Soit w(x) une fonction non négative définie et intégrable
sur un intervalle [a, b], et soit f(x) une fonction continue sur |a,b|. Alors

[ st =1€) [ wiyas

pour & € [a,b].




1.1.1

8 Chapitre 1. NOTIONS D’ERREURS

Théoreme 1.1.4 — de Taylor. Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [a, D],
(n+1) fois dérivable sur [a,b] pour n > 0, et soit x,xy € [a,b]. Alors
f(x) = pn(x) + Rup1 (%) (1.1)
Ou
_ (x — XO) /
pal) = fla)+ ) )
x—xp)"
+...+¥f"(xo)
n!
Et
Ropi(x) = — [ (x—2)"f" D (e)dr (1.2)
n! Jx
_ (x - xO)n-i-l f(nJrl) (‘:)
(n41)!
pour & €]xg, x|

En utilisant la formule de Taylor on obtient par exemple les formules suivantes :

2 n n+1
X X X
=1 — .+ = & 1.3
e tat o+ +n!+(n+l)!e (1.3)
2 2
cosx = 1_ﬁ+ﬂ+'”+(_l)ﬂ+ (1.4)
| 2n+2
+(=1)"" mcos(éx)
+1
(1-x)"! = 1—|—x—|—x2—|—...—|—x"—|—1_x, x#1 (1.5)
De cette derniere formule nous pouvons déduire :
l (e}
=Y <1 1.6
1—x kgz) x| (1.6)

On peut calculer les séries de Taylor de n’importe quelle fonction suffisamment dérivable avec
autant de termes que 1’on veut. Cependant a cause de la complexité de la différentiation de plusieurs
fonctions, il est souvent préférable d’obtenir indirectement leur polynéme d’approximation de
Taylor p,(x) ou leur séries de Taylor, en utilisant I’'un des développement limités connus. Les trois
exemples qui suivent montrent que les erreurs sont plus simples que lorsque 1’on utilise la formule
de I’erreur (1.2).

Exemples
1. f(x)= e, En remplacant x par —x* dans (1.3), on obtient :

4 2 2n+2

-2 _ 2, X nXn n+l X 13
S RS SISV G (G | U S
¢ Py e EDE DT e e
avec &, € [—x2,0].
2. flx)= ﬁ, En posant x = —u? dans le développement de ﬁ ona:

1 2n+2

u
m :1—M2+M4—...+(—1)nu2n+(_1)n+l

14u?
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en intégrant sur [0,x] on aboutit a :

1 X3 XS x2n+l X u2n+2
S ST - / d
a3 s Vg D e

En appliquant le théoreme de la moyenne, on obtient :

X u2n+2 x2n+3 1
du = )
/o 12 T 31y e
avec &, € [0,x].
3. flx)= fol sin(xt)dt, Utilisant le développement de sinx, et intégrant, on écrit :

2j—1 2t

100 = Y0 s [ cos(a

avec &, € [0,xt]. L’intégrale dont le reste est bornée par ﬁ, mais on peut aussi la mettre
sous une forme simplifiée, et en appliquant le théoréme de la moyenne on a :

2j—1 2l

/01 sin(xt)dt = Z(_l)j_l);T + (—1)”m cos(&)

avec &, € [0,x].

ERREURS ABSOLUES et ERREURS RELATIVES

Un nombre approché x est 1égerement différent du nombre exact X, et qui dans les calculs
remplace X.
e Six < X, x est dit valeur par défaut .
e Six > X, x est dit valeur par exceés .
On note généralement x ~ X.

= Exemple 1.1

1,41 < V2 < 1,42

Définition 1.2.1 On appelle erreur Ax d’un nombre approché, la valeur :
Ax=X —x,

C’est-a-dire
X =x+Ax

Définition 1.2.2 On appelle erreur absolue A d’un nombre x la valeur

A=|X —x]| (1.7)

1. Si X est connu, ’erreur absolue est déterminée par (1.7).
2. Si X estinconnu, I’erreur absolue A est impossible a déterminer. Dans ce cas on introduit
la limite supérieure de 1’erreur absolue.
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Définition 1.2.3 On appelle limite supérieure ou borne supérieure de 1’erreur absolue tout
nombre supérieur ou égal a I’erreur absolue de ce nombre. C’est-a-dire :

A=|X —x|< A,
si A, désigne la borne supérieure, donc
x—A <X <x+A,
On note
X =xxA,.
m Exemple 1.2 Trouver la borne supérieure d’erreur absolue de & = 3, 14.
3,14 < <315

Dans ce cas | x — 7 |< 0,01, on peut poser A, = 0,01, comme 3,140 < & < 3,142, une meilleure
estimation de la borne d’erreur absolue est A = 0,002. ]

Définition 1.2.4 On appelle erreur relative notée & d’un nombre x, le rapport suivant :

5= (X#0

C’est-a-dire
A=|X|6.

Définition 1.2.5 La borne supérieure de I’erreur relative 8, est un nombre supérieur ou égal a
I’erreur relative de ce nombre. C’est-a-dire :

8 < 6,
c’est-a-dire

A
7§6)C7

donc
A<|X | o

On peut aussi utiliser
A =[ x|

car X ~ x.

R Si I’on connait une borne d’erreur relative 0, on a :
X =x(1+06)

C’est-a-dire
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De méme on obtient :

x0y
A= —2
1—6,
m Exemple 1.3 En cherchant la constante de gaz, on a obtenu R = 29,25, I’erreur relative étant
1°/0o trouver un encadrement de R. On a §, = 0,001, donc A, = RS, = 0,03 , c’est-a-dire :

29,22 <R <29,28.

1.3 PRINCIPALES SOURCES D’ERREURS

Les erreurs commises dans les problemes peuvent étre des :

Erreurs inhérentes au probléme : Erreurs dfies a la position méme du probleme. Le modele
théorique est trés rarement fidele au modele réel. Lors de I’étude d’un phénomene de la
nature on est souvent contraint d’admettre certaines conditions.

Erreurs de la méthode : 11 arrive qu’il soit difficile ou méme impossible de résoudre un probléme
enoncé en termes exacts. On le remplace par un probleme approché.

Erreurs de troncature : Associées aux processus infinis. Les fonctions données dans les formules
le sont sous forme de suites infinies ou de séries, on est donc obligé de mettre fin a un
certain terme de la suite. Par exemple, I’approximation d’une somme infinie par une somme
finie, I’approximation de la limite d’une suite par un terme de “grand indice* ou encore
I’approximation d’une intégrale par une somme finie.

Erreurs initiales : Diies a la présence dans les formules de parametres dont les valeurs sont
approchées.

Erreurs d’arrondi : Dies au systeéme de numérisation.

Erreurs propagées : Les erreurs des données de départ se repercutent sur le résultat des calculs.

1.4 SERIE D’EXERCICES

Exercice 1.1 Trouver une borne de I’erreur absolue du nombre x = 3.14 qui remplace 7(7w =
3.1415926...) dans les deux cas suivants :

1. 3.14 < < 3.142.

2. 3.14 < <3.15.

dans chaque cas la borne supérieure de 1 erreur absolue est €. Montrer que la borne supérieure
de ’erreur de la somme des x;(i = 1,2,...n) est égale a ne.

Exercice 1.3 Donner les bornes des erreurs relatives de a = 1.414 et b = 1.41 qui approchent

‘ Exercice 1.2 Supposons que x1,Xx2,X3,....X, approchent respectivement X;,X>,X3,...,X, etque
‘ =1.414214......

Exercice 1.4 En recherchant la constante des gaz de I’air on a obtenu R ~ 29.25 . La borne de
I’erreur relative de cette valeur étant 19/ , trouver les limites entre lesquelles est comprise R. =






2.1

GENERALITES

Soit X = {x;, i=1,2,...n} un ensemble de n points appartenant a ’intervalle [a,b] C R.

Supposons qu’a chaque x; de X, on sache associer un y; € R , résultat d’une expérience ou
valeur donnée par une table, mais que cette opération soit impossible avec x € [a,b] \ X.

Notons

2 = {(xi,yi), pour x; € X}.

On veut déterminer une fonction, facilement calculable, qui permette d’obtenir une estimation
“raisonnable” de la réponse du phénomene pour la valeur x.
Notons g cette fonction et 4 = {(x;,g(x;)), pour x; € X }. Si on définit une “distance” entre
2 et ¢, nous pouvons chercher une fonction g, d’un type préalablement choisi (un polyndme par
exemple), telle que cette distance soit minimale.
C’est ce qu’on appelle une approximation.
Un procédé général consiste a limiter la représentation de g aux combinaisons linéaires des

n+ 1 fonctions d’une certaine base, choisies a priori.
Si on désigne par
Ui (x)7 u2(x)7 us (x)7 <oy Ungd (x)

les fonctions de la base, les représentations utilisées seront les combinaisons
ajuy (x) + agup (x) + azuz (x) + ... + @y 1ty 1(x) 2.1

qui dépendent des n 4+ 1 coefficients a; que nous devrions calculer pour définir chaque approxima-
tion.

R) Onutilise un procéd€ analogue lorsque on étudie la représentation de fonctions par des séries
de fonctions.
On prend une base infinie u (x),up(x), ..., uy4+1(x),... et on considere les séries

ayuy (x) + axun (x) + azuz (x) + . .. + @y tppr (x) + - .. 2.2)

L’equation (2.1) apparait alors comme la somme partielle des n + 1 premiers termes de (4.2).
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2.2 APPROXIMATION
2.2.1 Meilleure approximation

Soit (E,d) un espace métrique et F C E. Chercher a approcher un élément f de E par un
élément de F, c’est donc déterminer g de F tel que :

d(f.g) = heigd(f, h) (2.3)

S’il existe, cet élément sera appelé meilleure approximation de f dans F au sens de la distance d.

Théoreme 2.2.1 — d’existence. Si F est une partie compacte de E, alors il existe au moins un
élément g de F tel que :

d(f.g) = mind(f.h).

Corollaire 2.2.2 Soit E un espace normé. Si F est un sous espace vectoriel de E de dimension
finie, alors il existe au moins un élément g de F tel que :

—g|l=min|| f—h]|.
£ —gll=mia | £~ 1]

1. Nous supposerons dorénavant que E est I’ensemble des fonctions continues sur un
intervalle [a,b] de R.
2. g estle plus souvent cherchée sous la forme suivante :

g(x) = ajuy (x) + azua (x) + azuz(x) + ... + apg 11 (x)

ol les u;(x) sont des fonctions choisies dans :
— laclasse des mondmes :

— laclasse des fonctions trigonométriques :
1,sinx, sin2x,...,sinnx,cosx,cos2x,...,COSnx.
— la classe des fonctions exponentielles :
1,expx,exp2x,...,expnx

C’est-a-dire que :

n—2

) =a" +a ' +az P+ apx+ang,

ou;
g(x) = c+ajcosx+azcos2x+azcosdx+...+a,cosnx+
+b) sinx + by sin2x+ b3 sin3x+ ...+ b, sinnx,
ou;
g(x) =ajexpbix+arexpbyx+azexpbsx+ ...+ a,expby,x,
ou aussi;

(x) = arxX* +aox" Va4t apx + any
o b1x" 4 box" 1 4 bax2 4 . +bpx+ by ’



2.3 APPROXIMATION AU SENS DES MOINDRES CARRES 15

3. L’approximation de f par des polyndmes, dite approximation polynomiale, est la plus
fréquente.

Théoreme 2.2.3 Si f est une fonction continue sur [a,b], pour tout € > 0, il existe un polyndme
P, de degré inférieur ou égal a n tel que :

max | f(x) — B, (x) |[< €.

x€(a,b)

2.3  APPROXIMATION AU SENS DES MOINDRES CARRES
Définition 2.3.1 Soit E un espace vectoriel. Pour tout couple (f,g) de E x E, on définit le
produit scalaire noté (f,g) et la norme associée par :

L f 1= VAS5 1)

Pour tout f € E, il existe g € F (F est un sous espace vectoriel de E, de dimension finie) tel que :

!\f—g!\=ggg\!f—h\l-

Théoreme 2.3.1 Une condition nécessaire et suffisante pour que g soit une meilleure approxi-
mation de f est que :

(f—g,h)=0 pour tout heF (2.4)

g est appelée meilleure approximation de f au sens des moindres carrés.

Démonstration. La Condition est nécessaire : Soit g la meilleure approximation de f. Faisons un
raisonnement par 1’absurde. Supposons qu’il existe 7 € F tel que :

<f_g7hl> :C#O
Soit A, € F défini par :

c
=g+ ——7msMmh
|| A [?

on a

Cc
—h = , ——=h
17 =all = \J =8~ et f 8 i)

- \/Hf gl - CH <l f-gl

Ce qui est absurde.
La Condition est suffisante : Soit g; € F tel que : (f — g1,/h) = 0 pour tout & € F on a alors :

W f=hll = V{f=hf—h)
= V{f—sai—h+a,f—a1—h+g)
= s lP+llh—g P
D’ou || f—g1 ||<|| f—h || pour tout i € F et donc g, = g. [




2.4

16 Chapitre 2. APPROXIMATION

Théoreme 2.3.2 La meilleure approximation au sens des moindres carrés est unique.

Démonstration. Soient g| et go deux meilleures approximations de f on a donc :
(f—g1,h) =0=(f—g2,h) pourtout hecF

en particulier pour h = g; — g, d’ol

| lei—gll=V (e —g+f—fe—g)=
= \/<f_81781_82>+<f—g2,g1—g2>:O

donc g; = g3. [ |

CARACTERISATION
Il s’agit maintenant de construire le polyndme d’approximation qu’on note Q,(x) défini par :
0n(x) = a1+ arx+asx®> + ...+ ap ¥

tel que la différence
€(x) = f(x) = Qu(*)

ait une norme aussi petite que possible.

Soit P, I’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a n. Et soit f une fonction continue
sur un intervalle [a, b]. La meilleure approximation de f par un polyndme Q, de P, s’écrit :

n+1

On(x) = bruy(x) +bouty—1 (x) + ...+ byp1up(x) = Z bittnt1—i(x).
i=1

(Ot les u; forment une base de P, c’est-a-dire : u;(x) =x' i=0,1,...,n), et un polyndme
quelconque P, de P, s’écrit :

n+1
Pa(x) = a1ty (x) + sty —1 (x) + ..+ @10 (x) = Y aitt1-i(x).
i=1
La condition nécessaire et suffisante du théoreme s’écrit :

n+1 n+1

(f =Y bitny1-i, Y aittni1-i) =0
i=1 i=1

pour tout élément (ay,ay,...,a, + 1) de R"*!. Ce qui donne le systeme d’équations :
n+1
Z bi(unsi—isttnyr1—j) = (frtnr1—j) j=12,...,n+1 (2.5)

i=1

qui admet une solution unique.
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2.4.1 Norme

p) Sur I’ensemble des fonctions continues %'([a,b]), on utilise le produit scalaire suivant :
Soit @ une fonction positive n’ayant qu’ un nombre fini de racines sur [a,b] et telle que :

i) ab o(x)h(x)dx existe pour tout i € € ([a,b]). On suppose @ continue par morceaux et on
pose :

) = [ o) s

p) Le plus souvent dans le cas de I’approximation polynomiale on prend @(x) = 1.

La meilleure approximation de f € € (|a, b]) par un polyndme de P,est donc le polyndéme Q,
défini par :

b b
/a ®()[f(x) — On(x)]2dx = min / o () [f(x) — P (x)]2dx.

P,eP,

Ce polyndme existe et vérifie :

/a " 0@ () — 0w P(X)dx = O pourtout Py € P,

Ses coefficients b; sont donnés par le systeme d’équations linéaires :

n+1 b .. b .
Z bl-/ O(x)x*" T2 dx = / oXxX) fx)xX" ™ dx j=1,....n+1 (2.6)
=1 Ja a

m Exemple 2.1 Le polyndme O, qui réalise la meilleure approximation au sens des moindres

carrés de la fonction f(x) = x> —x? — Ix+ I sur 'intervalle [—1, 1] avec ®(x) = 1 est donné par la
condition :

3 b=1 o b=1 1 1 )
Zb,-/ 12227y :/ 1L = — —x+ ) ax j=1,2,3
i=1 a=—1 a=—1 4 4

c’est-a-dire le systeme :

%b1+%b3 = —
2 —
by =

by +2b; = —

(SIS

+
1

6 3
4 =

=
|
~o
S

(IS
W
N —
I

qui donne comme solution :

7 1
by=—-1b, = TO;b3 =7

le polyndme cherché est donc :

1
0r(x) = —x* + 27—0)5—{— 7

L’erreur commise pour cette approximation s’évalue comme suit :

&= f(x)—Qx) = (x3*X2*%X+%)* <x2+7x+1> =x - %x.
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m Exemple 2.2 Le polyndme Q> qui réalise la meilleure approximation au sens des moindres carrés
de la fonction f(x) = |x| sur I'intervalle [—1, 1] avec @(x) = 1 est donné par la condition :

3 1 o 1 .
Y bi / x0T dx = / lx|x*~dx j=1,2,3
R -1
c’est-a-dire le systeme :
%b1+%b3 =

=
b +2b3 =

— O wMI=

qui donne comme solution :

15 3
bz :0;b3 = —.

b= 16’ 16

le polynome cherché est donc :

15,3

021 = 76* * 76

L’erreur commise pour cette approximation s’évalue comme suit :

15.2 3 :
{ TeX —x—15 sl x<0

152 -
—gX tx—qg si x>0

e = 1(0) - 0a(0) = i - (37 + ¢ ) =

2.5 SERIE D’EXERCICES

Exercice 2.1 Trouver le polyndme P, qui réalise la meilleure approximation au sens des
moindres carrés de la fonction f(x) = |x — 1] sur I’intervalle [0,2] en prenant @(x) = 1. n

Exercice 2.2 Trouver le polyndme P qui réalise la meilleure approximation au sens des
moindres carrés de la fonction f(x) = [3x — 5| sur 'intervalle [—1,2] en prenant ®(x) = 1. =

Exercice 2.3 Trouver le polyndme P, qui réalise la meilleure approximation au sens des
moindres carrés de la fonction donnée par le tableau suivant :

X 1 [-0,5] 0 [05]1
f@) =0,75] 0 [0,25] 0 |0




3.1

RESOLUTION DES EQUATIONS NON-LINEAIRES

Ce chapitre est consacré a quelques méthodes numériques de résolution des équations du type :

fx)=0 3.1)

ot I’application : f: [a,b] C R — R est supposée suffisamment réguliere (continue et dérivable)
sur I’intervalle [a, D).

C’est-a-dire que nous allons approcher les racines de cette équation (3.1) sur [a,b] .

L’équation (3.1) represente une multitude de problemes (équations algebriques (ou f est un
polyndme), trigonométriques, exponentielles... ).

Le probléeme revient donc a trouver x vérifiant f(x) = 0 sans qu’on puisse déterminer x explici-
tement.

Une équation du type (3.1) recouvre beaucoup d’applications.

Comme exemples :

1. On veut déterminer le volume V d’un gaz a une temperature 7 et une pression P. L’équation
d’état qui lie V,T et P est la suivante :

P+ a(‘ﬁ/)z)(v—nﬁ) — knT

ol a et B sont des coefficients qui dépendent de la nature du gaz, n le nombre de molécules
contenues dans le volume V et k représente la constante de Boltzman. Il est nécessaire donc
de résoudre une équation non linéaire ou I’inconnue est V. Ce qui revient a trouver les racines
de la fonction

n
1%
Il s’agit donc de résoudre une équation non linéaire dont on n’est pas capable de trouver une
solution exacte.

f(V)=(P+a()*)(V —nB) —knT
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2. Le lancement d’un projectile. Sa trajectoire est décrite (par la loi de Newton), par une fonction
t+— x(t) = (x1(¢),x2(¢)) qui doit satisfaire une équation du type

X¥=F(t,x,x).

N\ 3 2 . . . . . ~ .
Ou i = % est ’acceleration et X = fl—f la vitesse du projectile. Chercher par exemple a savoir

a quel moment le projectile retombe sur le sol revient a résoudre :
X2 (l ) =0.

Ainsi, si on dispose d’une méthode numérique pour estimer x(¢), on pourra utiliser les
méthodes de ce chapitre pour résoudre

)Cz(t) =0.

Puisqu’en général la solution d’une équation f(x) = 0 ne s’exprime pas par une formule, on

ne peut esperer trouver une solution exacte en un nombre fini d’étapes. Nous allons donc
approcher les solutions avec une précision aussi bonne qu’on le souhaite.

Mathématiquement, cela signifie qu’on a une suite (x,),cn de solutions approchées , c’est-a-dire
telle que x,, — x* ot x* est une racine de : f(x*) = 0.

Avoir des méthodes pour obtenir des solutions de f(x) = 0 de maniere approchée est intéressant
mais, si on veut les appliquer a des problemes réels, le temps qu’il faudra attendre pour obtenir la
réponse est important.

Par exemple, en ce qui concerne le projectile heurtant le sol, le coiit de calcul de x(¢) peut étre
relativement élevé et on voudrait donc que la méthode de résolution de x,(¢) = 0 converge en aussi
peu d’étapes que possible. En effet, le résultat de ce calcul est peut-étre utilisé pour prendre des
décisions quant a la trajectoire ultérieure du projectile.

Cette vitesse de convergence s’exprime ici par le gain de précision qu’on gagne en passant de
Xp dXpyq.

On s’interesse d’abord aux méthodes de séparation des racines. Il s’agit de determiner des
intervalles [a;, b;] a I’interieur desquels f(x) admet une racine et une seule.

Cette séparation des racines s’effectue en général :

1. Soit sur le graphe de la fonction y = f(x).

2. Soit les graphes de y; = fi(x) et yo = f2(x), si on peut mettre f(x) =0 sous la forme
£i(0)— fo(x) = 0.

3. Soit en se basant sur le théoreme suivant :

Théoreme 3.1.1 Pour a et b donnés :
— Si f(a).f(b) <0 alors f admet au moins une racine dans [a, b] si de plus f(x) # 0 quelque
soit x € [a,b] , 1a racine est unique.
— Si f(a).f(b) >0 alors f n’admet pas de racine dans [a,b] ou f(x) admet un nombre pair
de racines dans [a, b].

Apres avoir isolé une racine dans [a,b] , on peut en obtenir une approximation a 1’aide de
plusieurs méthodes numériques.
Nous allons décrire quelques unes de ces méthodes ci-dessous.
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3.2 METHODE DE BISSECTION OU DE DICHOTOMIE

Cette méthode permet a la fois de montrer I’existence d’une racine d’une fonction f : [a,b] — R
et de I’estimer numériquement.

L’idée est : si f est continue et change de signe sur [a,b], f s’annule en un certain point de
[a,b].

Définition 3.2.1 Choisissons un point quelconque xg € |a, b|.

1- Si f(xp) = 0, xg est la racine et on a fini.

Sinon, supposons par exemple que f(a) < 0et f(b) > 0.

Soit xp milieu de [a,b] , la racine x* supposée existante se trouve dans ’'un des deux
intervalles [a,x¢] , [xo,b] , pour savoir lequel, on regarde les conditions du théoréme ci-dessus.

2- Si f(xp) < 0, alors il y a une racine dans |xo,b[. On pose dans ce cas a; =xo, b; =b

3- Sinon, f(xp) > 0 et il doit y avoir une racine dans |a,xo[. On pose a; = a , b; = xp. On
recommence la procédure en choisissant x| dans [a;,b;] et ainsi de suite, ce qui donne une

suite décroissante d’intervalles [a,,b,] avec xg = # ,X] = % s eeeenn Xy = %”" contenant
chacun une racine. Et qui verifient :
b—a
la—x,| < <2n+1 (3.2)

p ) L'équation (3.4) permet d’estimer le nombre d’itérations nécessaires pour approcher x* avec
une précision donnée € .

En effet, si on veut savoir a partir de quel n on a |x, —x*| < €, il suffit de chercher n tel que
(1/2")|b—a| < €. C’est-a-dire n > log,(|b—a|/&) ou & dénote le plus petit entier supérieur
ouégalace.

Pour que a, et b, soient de bonnes approximations d’une racine x* : a, < x* < b, et ¢, —
x*,b, — x*. 1l faut que la longueur de 'intervalle [a,, b,] tende vers 0.
Le théoréme donnant le résultat s’énonce comme suit :

Theoreme 3.2.1 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Si f(a).f(b) < 0, la fonction f
posséde au moins une racine dans |a, b[. De plus, si on définit par récurrence [ag,bo| = [a, b],

1 [@n, %] si f(an)f(xa) <O,
Xn = E(an +by) et [ani1,bnt1] = Pens ] = {xn} i fn) =0, 3.3)
[Xn, bn] si f(xa)f(ba) <O,

les trois suites (a,), (b,) et (x,) convergent linéairement vers la méme limite x* avec f(x*) = 0.

Démonstration. On suppose f(a) <0 et f(b) > 0. Sinon on remplace f par —f .

Montrons par récurrence que [an,by] est bien défini et que f (a,) f (bn) < 0 sauf si a, = b,
dans ce cas f(a,) = f(b,) =0.

- Le cas n = 0 est trivial.

Supposons que la formule soit vraie pour »n et montrons la pour n+ 1.

Soit a, = b, sont racines et alors a,+; = b,+1 = a, sont aussi racines. Soit a, # b, et
f(an).f(by) <0, ce qui implique que

- si f(an)‘f(xn) <Oou f(xn)'f(bn) <0, anyi 7’é b1 et f(an+1)f(bn+l) <0;
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- sinon, f(ay).f(x,) > 0et f(x,).f(by) > 0 d ol on déduit que f(x,) =0etque a,+1 =bpy1 =
Xy, sont des racines de f .
il est facile de constater que :

1
vneN, [an+17bn+1] - [anvbn] et ‘bn-i-l _an-&-l’ < E‘bn_an"

Cela implique que la suite (x,) est de Cauchy.
Soit £ > 0. Comme 5- — 0, il existe alors ng € N tel que n > ng = (1/2n)|by —ag| < € .
Pour les m > n > ng, on a x,, € @y, by] C [an,by] et alors

1 1
|xm_xn| < |bn_an‘ < §|bn71 _an71| <..< ?|ao—b0\ <e€

La suite (x,) est donc bien de Cauchy.

Par conséquent, il existe un x* € [a, b] tel que x,, — x™.

En outre, comme |x,, — a,| < |b, — an| —n—e0 1o €t |by — Xp| < |by — an| —n—e 1o, il est facile
de montrer que (a,) et (b,) convergent aussi vers x*. Puisque f(a,)f(b,) < 0 pour tout n, on en
déduit en passant 2 la limite sur n et en utilisant la continuité de f que f(x*)? < 0, c’est-a-dire
f) =o.

Nous avons montré que f posséde une racine (x*) et que les suites (ay), (by) et (x,) convergent
toutes trois vers x* .

Cette convergence est linéaire. Nous allons le voir pour (x,), (il en est de méme pour (a,) et
(bn)).

Comme (X)) m>n C [an,by] et que x,, — x*, on a x € [ay, b,]. En conséquence
. 1
|xn_x |§|bn_an|§ﬁ’b0_00| (3.4)

obc=1/2¢€]0,1][. u

3.3 METHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES (du type x,, = F(x,))

L’équation (3.1) peut toujours se mettre sous la forme
x=F(x) (3.5)

11 suffit par exemple de poser : F(x) =x+ f(x).

Définition 3.3.1 Soit F : R — R une fonction numérique.
Six € Rest tel que F(x) = x, on dit que x est un point fixe de F.

Apres avoir isolé une racine dans ’intervalle [a,b], on peut utiliser la proposition suivante
pour 1’approcher :

Proposition 3.3.1 : Soit F : [a,b] C R — [a,b] C R une fonction Lipschitzienne de rapport k avec
0 < k < 1 (on dit dans ce cas, strictement contractante). C’est-a-dire :

W,y € [ab], | F(x) — F(y) | < klx— ] (3.6)
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A}Ulb 1(1 surte dCﬁlllC pat-.

Xn+l = F(xn)yvxo € [avb] (3.7
converge vers la racine x* quand » tend vers 1’ infini.
De plus on a I’estimation de I’erreur comme suit :

n
*
X, — x| < X1 — X 3.8
S i (3.8)

Remarques :

p) Lacondition strictement contractante peut &tre remplacée par :

|F'(x)| < 1,Vx € [a,b] (3.9)

p) Si0<F'(x) <1,lasuite (x,) converge vers x* de fagon monotone.
p) Si—1<F'(x) <0, lasuite (x,) converge vers x* alternativement par excés et par defaut.
p) Si|F'(x)] > 1,la suite (x,) diverge.

p) Lécriture de I’équation (3.1) sous une forme (4.2) quelconque n’est pas unique et ne donne
pas toujours une méthode convergente, en effet :

Si on cherche la racine de tanx —x =0 pour 7 < x < 37” , on écrit soit :
1. x = tanx c’est-a-dire :

Fi(x) =tanx
2. soit x = m + arctanx c’est-a-dire :
F>(x) = w4+ arctanx

On obtient :

1
BO=1a

et |[F;(x)| < 1,1a méthode converge. Mais Fy (x) = 1 +tan?x et | F{ (x)| > 1, la méthode
diverge.

R Sion cherche les deux racines de I’équation x> —6x+8 =0 qui sont x; =2 et x» =4, on
peut écrire :

1. Soit
- 2+38
6

c’est-a-dire :

_x2+8

Fi(x) 6
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2. Ou bien
x=v6x—8

c’est-a-dire :

Fy(x) =v6x—38
On obtient :
F(x) = %x
donc
|F{(x)| < 1, seulement si |x| < 3 (3.10)
et
R = ———
donc
|F5(x)| < 1, seulement si x > % (3.11)

Pour I’équation x = Fj (x) on prendra ’intervalle [0;3] ce qui donnera la racine x* = 2, et pour
I’équation x = F»(x) on prendra 'intervalle [3;5] ce qui donnera la racine x* = 4.

3.4 METHODE DU TYPE x,, | = x, — L&)

g(xn)
On peut écrire ces algorithmes sous la forme (4.2) avec : F(x) = %
Donc si |F'(x)| < 1,Vx € [a,b] ce qui veut dire : |1 — w '(x)] < 1, 1e schéma :
L)

Xnt1 = Xp = g5y CONVerge vers la solution x* de (3.1) pour xy convenablement choisi.

3.4.1 Méthode de la sécante
Soit ¢ un point de [a, ] tel que f(c) # 0. On choisit un point initial xq tel que f(xo).f(c) <O.
La corde (ou sécante) joignant les points M, = (c, f(c)) et My, = (xo, f(x0)) coupe I’axe des x en
un point dont 1’abscisse est notée x;. Et on recommence la procédure avec M, et M} = (x1, f(x1)) .
Et ainsi de suite.
On obtient une suite (x,) définie par :

_X*MX*C: X
Xn+1 = Xn f(xn)—f(c)(n ) =F(xn).

La convergence vers la solution x* de (3.1) est assurée par un choix convenable de ¢ tel que
|[F'(x)| < 1 dans un voisinage contenant les points (x,) d’itération.

p) Sif"(x) >0 sur [a,b] , alors si le point c est tel que f(c) > 0, la suite (x,) est monotone
convergente vers la solution x*, par exces si f’(x) < 0 sur [a,b], par défaut si f'(x) > 0 sur
[a,b)].

Si f"(x) > 0 sur [a,b] , alors si le point ¢ est tel que f(c) < 0, la suite (x,) est monotone
convergente vers la solution x*, par excés si f’(x) > 0 sur [a,b], par défaut si f’(x) <O sur
[a,b].
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&(xn)

Méthode de la fausse position ou de Régula-falsi
On peut améliorer la convergence de la méthode de la bissection en s’inspirant de la méthode
de dichotomie. L’idée est, au lieu de prendre pour x, le point milieu de [a,,by], il vaudrait peut-étre
mieux choisir x,, comme I’intersection du segment de droite joignant (a,, f(a,)) et (b,, f(b,)) avec
I’axe des "x” : R x {0}.
Cela donne la formule :
bn —dy

f(bn) = f(an)

On peut espérer ainsi que x, converge plus vite vers x* . Le désavantage de ce choix est que nous
aurons besoin de plus d’hypotheses sur f pour montrer cette convergence.

Xn = dy —

flan).

Théoreme 3.4.1 Soit f € C([a,b];R)NC' (Ja, b[; R) une fonction convexe ou concave et f(a)f(b)
0. Définissons ay, b,, x, par la récurrence suivante : ap = a,byp = b et

L a . - [an,xn] si flan) f(xn) <O,
Fon) —Fan)” @) 91, b1 {[xn,an Si f(un)f(bn) <O,
(3.12)

Xp = Aay —

Alors, soit il existe un 7 tel que f(x,) = 0, soit x, est bien défini pour tout n et x, converge a
I’ordre 1 vers x* ot x* est I’unique racine de f dans [a,b].

Cette méthode dite de Regula -Falsi converge dans les mémes conditions que la méthode de la
sécante et en général plus vite.

Méthode de la tangente ou Méthode de Newton

Soit xo un point de [a,b] . La tangente a la courbe y = f(x) au point My = (xo, f(x0)) coupe
I’axe des x en un point d’abscisses x;. En itérant le procédé, on obtient une suite d’abscisses (x,)
définie par :

f(xn)

Xn+1 = Xn — f’(x )
n

= F(x,)

La méthode de Newton peut étre vue comme un cas limite de la méthode de la sécante ou les
deux points x,_; et x, sont tellement proches que (f(x,) — f(x,—1))/(x» —xn—1) se confond avec
f"(xn). Ainsi on obtiendra x,, 1 2 partir de x, en regardant I’intersection de la tangente f au point
X, avec I’axe des x. Comme cette tangente est constituée de I’ensemble des points (x,y) tels que
y = f(x2) + f(x,)(x — x) et que le point recherché est du type (x,+1,0). Au voisinage de la racine,
cette méthode converge plus vite que la méthode de la sécante. et x, — x* a ’ordre 2.

La condition |F’(x)| < I dans un voisinage contenant les points (x,) d’itération est en général
satisfaite car :

¥\ [k
ey = L)
(f"(x*))
Posons dans le voisinage contenant les points (x,) d’itération, M=sup | /" (x*)| et m=inf | f’(x*)|.

La formule de Taylor dans ce voisinage contenant les points (x,) d’itération donne I’estimation de
I’erreur pour une itération

=0

M
=] < = 1 =
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Ce qui donne

M 2"—1
I, —x*| < <> xo —x*|*"
m

p) Lorsque la méthode converge, suivant le signe de f”(x) , nous avons :
1. f"(x) >0, si f'(x) > 0 sur [a,b] (respectivement f’(x) < 0 ), alors la suite (x,) est
monotone convergente vers la solution x*, par exces (respectivement par défaut ).
2. f"(x) <0, si f'(x) <0 sur [a,b] (respectivement f'(x) >0 ), alors la suite (x,) est
monotone convergente vers la solution x*, par exces (respectivement par défaut ).

1. Quelques faiblesses de la méthode de Newton lorsqu’on travaille sur de trop grands
voisinages de la racine x* .

Soit f:[-m/2,m/2] — R : x> sinx. Cette fonction possede une racine simple unique :
x*=0.
La méthode de Newton s’écrit :

X0 € [-7m/2,7/2], Xpi1 = X, — tanx,, n>0

Choisissons xg = & ol & est la racine strictement positive de tanx = 2x.

Dans ce cas,
X|=xp—tanxgo =0 —200 = —Q.
et
Xy =x]—tanx; = —@ —tan(—a) = —a+tana = —a +2a = «.

On est revenu a xg. !
Ensuite le processus recommence :

xX3=—-0, XxX4=0, X5=—0,...

La suite (x,)nen alterne donc entre o et —a.

On dit que c’est une orbite périodique de période 2 ou un cycle d’ordre deux. En
conséquence (x,) ne converge pas vers 0. Cela met en évidence qu’on doit partir
suffisament pres de la racine afin d’assurer la convergence de la méthode.

Ici on peut montrer que, si |xg| < @, alors x, — 0 = x*.

2. La méthode de Newton n’est pas nécessairement plus performante que les autres
méthodes si on est trop loin de la racine. Il est donc important de determiner un
intervalle [a,b], contenant la racine x*, le plus petit possible, de maniére & ce que x
soit le plus proche possible de x* . Sinon I’algorithme peut converger vers une autre
racine ou méme diverger.

3.5 METHODE DU POINT FIXE

Si on regarde la méthode de Newton d’un point de vue abstrait, on voit qu’on obtient x, 1 a
partir de x,, en évaluant toujours la méme expression. Plus précisément, on a x,+; = F(x,) avec
F(x)=x—f(x)/f'(x). Six, — x*, on déduit immédiatement de la continuité de F que x* = F (x*).
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On dit alors que x* est un point fixe de F. Or, il se fait que les points fixes de F' correspondent aux
racines simples de f .

Nous disposons maintenant d’un cadre pour rechercher de nouveaux algorithmes.

En effet, a toute fonction F dont les points fixes correspondent aux solutions du probleéme, on
peut associer un schéma récursif x, 11 = F(x,).

Quelles sont donc les propriétés que F doit posséder pour étre intéressante ? C’est-a-dire :

1. On doit avoir (x,) convergente et sa limite x* sera alors un point fixe de F ;
2. Et (x,) doit tendre vers x*aussi vite que possible et I’ordre de convergence doit &tre aussi
élevé que possible.

Théoreme 3.5.1 Soit F : [a,b] — [a,b] une fonction. On suppose qu’il existe une constante
K € [0, 1] telle que

Vx,y € la,b], [F(x) = F()| < Klx—yl. (3.13)

Alors, F posseéde un unique point fixe x* € [a, b] et pour tout xy € [a, b], 1a suite (x,),en O définie
par x,+1 = F(x,) converge vers x* .

p) Une fonction qui satisfait (3.13) pour K € [0, +oo est dite lipchitzienne. Lorsque K < 1, on
dit que F est une contraction.

p) Le plus petit K qui satisfait (3.13) (le K optimal) est appel€ la constante de Lipschitz de la
fonction F et se note Lip(F). Ainsi

P~ FO)|

|()C) - (y)|Lip(F> = Lip[a,b] (F) = SUDx ye[a,blxty |x _y|

p) Les fonctions qui satisfont (3.13) sont continues. L’inverse n’est pas vrai.

p) SiF €C'(Ja,b[;R), on peut montrer grace au théoréme de la moyenne que
Lip(F) = Supx]a,b[|F(x)|'

En conséquence, F’ sera une contraction si et seulement si sup,cjq (| F'(x)| < 1. Si de plus

F est dérivable en a et b, il découle de la compacité de [a,b] que F est une contraction si et
seulement si, pour toutx € [a, b], [F'(x)| < 1.

p) Du point de vue de I’existence, I’intérét de ce théoréme est qu’il est valable en dimension
supérieure a 1. En effet, en dimension 1, la continuité suffit. Notons cependant que, dans ce
cas, la convergence des suites (x,) n’est pas assurée et en fait n’a pas nécessairement lieu.
Leur comportement peut d’ailleurs étre fort complexe .

Le théoréme (3.5.1) donne un critére pour la convergence des suites sur un intervalle [a,b].Et on
peut I’appliquer au voisinage d’un point fixe. On en conclut que pour tout xg € I, la suite (x,),en
définie par x,+; = F(x,) converge bien vers x* .
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Si |[F'(x*)] < 1, les suites qui entrent dans un petit voisinage de x* convergent vers x* . On
dit que x* est un point fixe attractif.

Si |[F’(x*)| > 1, méme si une suite entre dans un petit voisinage de x*, elle est forcée d’en
ressortir. On dit de x* que c’est un point fixe répulsif.

Si |F'(x*)] = 1, on ne peut rien dire Les deux situations ci-dessus peuvent se produire. Ou
aucune d’elles. Cependant on peut penser |[F’(x*)| = 1 comme une transition entre
|[F'(x*)| < 1et|F'(x*)] > 1, c’est & dire entre un point fixe qui était attractif et devient
répulsif. De telles situations sont communes et, typiquement, lorsque |F’(x*)| = 1, une
bifurcation a lieu.

Nous avons examiné la convergence — ou non — des suites vers un point fixe. Nous voudrions
aussi connaitre la vitesse de convergence de x, vers x* . Globalement, le théoreme (3.5.1) ne nous
offre qu’une convergence linéaire. En effet, I’équation (3.13) implique

it =] = [F(5,) = F(x")] < KJx, .

Lorsqu’on est suffisamment proche du point fixe x*, la méthode de Newton est quadratique. En
faisant un développement deTaylor avec reste de F au point x*. On écrit

F(k—l)(x*)
(k—1)!

F'9(E)

0 (x_x*)k

Flx) =F(x" )+ F(x)(x—x)+---+ (x—x*)k*1+

Et nous avons le théoréme suivant :

Théoreme 3.5.2 Sous les hypotheses du théoréme (3.5.1), si de plus on a F € C*(Ja,b[;R) et
F'(x*)=0,...,F&D(x*) = 0, alors (x,) converge vers x* i I’ordre k. Plus précisément, on a
’xn-&-l _X*l S C’xn _X*‘k

ol ¢ > |kF®) (x*)| /k! peut étre choisi arbitrairement proche de |F®) (x*)|/k!.
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3.6 SERIE D’EXERCICES

Exercice 3.1 Montrer en utilisant la propriété de valeur intermédiaire que toute fonction
continue f : [a,b] — [a,b] posseéde au moins un point fixe. n

Exercice 3.2 Utiliser 1’algorithme de dichotomie pour calculer a 0.01 pres la racine de :
f(x)=¢"sinx—1

dans lintervalle [0, 7/2].

Exercice 3.3 En utilisant une méthode de convergence de la forme x, ;| = F(x,), trouver la
racine 2 0.01 pres de :

fx)=xe"—1=0

dans I’intervalle [1/2,1]. n

1. Montrer que f(x) = 0 admet une racine réelle unique x* €]0, 1.
2. Déterminer par la méthode de dichotomie, une approximation de x* a2 10~! prés en
utilisant le test d’arrét |x,+ —x,| < €. Comparer le nombre d’itérations effectif pour avoir

L, e . 1 b—a
cette précision avec le nombre N = (%) =3.

3. Effectuer deux itérations avec la méthode de Newton en partant de xo = 1.

Exercice 3.5 En utilisant la méthode de Newton, chercher la racine a 0.001 pres de 1’équation :
fx)=x*+2+2x—1=0

dans Pintervalle [0, 1]. .

Exercice 3.6 Trouver par la méthode de Newton, la racine positive minimale de 1’équation :
tanx = x

0.0001 pres. U

Exercice 3.7 1. Trouver le nombre de racines réelles distinctes de :
Py(x) =x° =3x8 —x+3

2. Existent-t-ils des racines multiples ?

‘ Exercice 3.4 On considere la fonction f définie par f(x) =x*+x—1,x € R.
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Exercice 3.8 1. Trouver le nombre de racines réelles distinctes de :
Py(x) =x> —5x°4+7x—3

2. Existent-t-ils des racines multiples ?

Exercice 3.9 1. Trouver le nombre de racines réelles distinctes de :
Py(x) =x*—x* =32 +5x -2

2. Existent-t-ils des racines multiples ?

Exercice 3.10 Résoudre graphiquement 1’équation cubique :

X —1.75x+0.75=0

matrice suivante :
1 2 3
2 4 1
31 2

2. Localiser les différentes valeurs propres.
3. Donner, par la méthode de Newton, une estimation de la valeur propre négative a 0.001
pres.

Exercice 3.12 On considere la fonction f(x) = 4+ 8x> — x*.

1. Combien f possede-t-elle de racines ? Si on décide d’utiliser la méthode de bissection,
quelles sont les paires de points initiaux qu’on peut choisir pour obtenir chacune des
racines ?

2. Si on opte pour la méthode de Newton, donner des intervalles autour de chacune des
racines sur lesquels la méthode de Newton converge.

Exercice 3.13 L’équation x> 4+ 4x? — 10 = 0 peut se réécrire sous la forme d’un point fixe des
trois fagons suivantes :

10 —x3
4
10
=i
10
x+4

| Exercice 3.11 1. Trouver par la méthode de Krylov, le polyndéme caractéristique de la
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1. Montrer que I’équation ci-dessus possede une unique racine (qui est positive) et donc que
¢;, i = 1,2,3, possedent un seul point fixe.

2. Calculer les dix premiéres itérées des suites (x,) définies par x,+; = @;(x,) et xo = 1 pour
i=1,2,3. Qu’en déduire ?

3. Tracer les graphes des fonctions ¢;. Comment les comportements observés ci-dessus se
voient-ils sur ces graphiques ? Observer également la vitesse de convergence.

Exercice 3.14 En mécanique céleste, le calcul des positions planétaires donne lieu a I’équation
de Képler :

m = x — Esin(x)

ou nous allons considérer les valeurs m = 0,8 et E = 0,2. Utilisez la méthode du point fixe pour
résoudre cette équation en partant des valeurs initiales xo = 1, 0 et —1 respectivement. =
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3.7.1

3.7.2

3.7.3
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RESOLUTION DES SYSTEMES D’EQUATIONS NON-LINEAIRES

Résolution d’une équation algébrique
Soit
n+1 )
P(x) = a1x" + X a4 +apx+a, = Z a1
i=1

un polyndme de degré inferieur ou égal a n.
On suppose que tous les coefficients a; sont réels.
11 existe différentes méthodes pour chercher les racines de ce polyndme, c’est a dire chercher x

qui vérifie
P(x)=0

Nous allons donner quelques méthodes qui nous permettront de chercher les racines réels
supposées existantes de ce polyndme.

Propriétés sur les racines d’un polynéme

Si X1,X2,X3, .. X, sont les n racines de P,(x) =0, on a les propriétés suivantes qui sont
vérifiées (d’apres le théoreme de d’ Alermbert).

( n . a
Y1 Xi = fﬁ
-1
Z?:l Xi(zs%:i-’_]xi) = Zl§i1<i2§n'xi1xi2 - Z%
Ap+1
):lgi,<i2<_,,,<il,§nxi,x,~2 ..... Xi, (Xi, = (_1)17%
X1X2..... Xn—1Xn = ( l)nazl

En posant Sy = ¥, x¥, on obtient les relations dites de Newton :

a8 +ax = 0
a1S> 4+ arS1 + 2a;j = 0
a1S, taxS,—1+...... +a,S1+nap1 = 0

Théoréme de Sturm

Le théoreme de Sturm permet de calculer le nombre de racines réelles distinctes d’un polyndme
dans un intervalle donné.

Suite de Sturm

On se donne un polynéme P = x" + ap_1 X"V 4+ ...+ a1x+ap. La suite de Sturm (ou chaine de
Sturm & partir du polyndme P) est une suite finie de polyndmes Py, P, ..., P,. Elle est construite par
récurrence :

P() =P 5

Py = P1, ou Pest la dérivée de P, ¢’est-a-dire le polyndome P’ = w4+ +ap;

Pour i > 2, P; est I’opposée du reste de la division de P,_, par P,_;.

La construction s’arréte au dernier polyndme non nul.

Pour obtenir cette suite, on calcule les restes intermédiaires que 1’on obtient en appliquant
I’algorithme d’Euclide a Py et sa dérivée P; :
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(B = PO —P,
P = P,0r—Ps
Pm72 = melmel - Pm
Pm—l = PQO

Si P possede uniquement des racines distinctes, le dernier terme est une constante non nulle. Si
ce terme est nul, P admet des racines multiples, et on peut dans ce cas appliquer le théoréeme de
Sturm en utilisant la suite 7y, 71, ..., T,,—1, 1 que I’on obtient en divisant les Py, P>, ..., P,—1 par P,,.

Et le nombre de racines réelles de P,(x) = 0 supposées distinctes est donné donc par le théoreme
suivant :

Théoreme 3.7.1 — Théoréme de Sturm. Le nombre de racines réelles distinctes dans un
intervalle [a,b] d’un polynéme a coefficients réels, dont a et b ne sont pas des racines, est égal au
nombre de changements de signe de la suite de Sturm aux bornes de cet intervalle.

Plus formellement, si nous notons N(y) le nombre de changements de signe (zéro n’est pas
compté comme un changement de signe) observés dans la suite P(y), P (y), Pa(y),...,Pn(y) alors
le nombre de racines réelles distinctes de I’équation dans I'intervalle [a, b] (ol a et b ne sont pas
des racines de P) est donné par N = N(a) — N(b).

p) Sil’equation B,(x) = 0 admet une racine multiple, soit (j+ 1) le premier indice tel que
Pj11(x) = 0. Les racines de P,(x) = 0 seront alors les racines simples de P;(x) = 0. Le
nombre de racines distinctes est donné par le théoréme de Sturm en arretant la suite (p,(y))
au terme p;(y).

m Exemple 3.1 Supposons que I’on souhaite connaitre le nombre de racines dans un certain
intervalle du polyndme p(x) = x* +x> —x— 1.

On commence par calculer les deux premiers termes.

po(x) =p(x) =x*+x° —x—1

p1(x) = pr(x) = 43 4+ 3x% — 1 {\{\begin{aligned}p_{0} (x)& = p(x) = x*{4} +x*{3} —x —
N\p_{1}(x)& = pr(x) = 4x™{3} +3x"{2} — 1\end{aligned}}}

En divisant pg par p; on obtient le reste —13—6)52 — %x— %, et en le multipliant par —1 on

obtient p?(x) = %xZ + %x+ /%. Ensuite, on divise p; par p, et en multipliant le reste par —1, on
obtient p3(x) = —32x — 64. Puis on divise p, par p3 et en multipliant le reste par —1, on obtient
pa(x) = —5-

Finalement, la suite de Sturm du polynéme P est donc :

po(x) =x*+x° —x—1
pr(x) =4+ 32— 1
pa(x) 13—6)62 +34x+ %
P3(x) = —320— 64 palx) = — 3

Pour trouver le nombre de racines totales, c’est a dire entre —oo et 4o, on évalue pg, p1, p2, P3,
et ps en —oo et on note la séquence de signes correspondante :4+ — + + —. Elle contient trois
changements de signe (+ a —, puis — a +, puis + a —).
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On fait la méme chose en +oo et obtient la séquence de signes + + + — —, qui contient juste
un changement de signe. D’apres le théoréme de Sturm, le nombre total de racines du polyndme
P est 3—1 = 2. Nous pouvons faire une vérification en remarquant que p(x) = x* +x> —x— 1 se
factorise en(x?> — 1)(x? +x+ 1), ol on voit que x> — 1 a deux racines (—1 et 1) alors que x> 4+ x+ 1
n’a pas de racines réelles. "

= Exemple 3.2 Soit P;(x) = x> +2x*> —x—2. Alors .

p1(x) = +22 —x—-2

pa(x) =3x* +4x—1

p3(x) = 7x+ 8 (2 un facteur multiplicatif positif pres)
pa(x) = 81 (a un facteur multiplicatif positif pres)

Qu’on peut mettre sous forme du tableau suivant :

y | P10) | p2() | p3(y) | paly) | N(Y)
3 - |+ | - | + |3
o] - | - | + | + |1
3+ [+ [+ + [0
1y adonc 3 — 1 =2 racines réelles distinctes dans [—3, 0]
et 3 — 0 = 3 racines réelles distinctes dans [—3, 3]
» Exemple 3.3 Soit Ps(x) = x0 4+ 4x° +4x* — x> —4x—4 . Alors .

pr(x) =20 +4x°0 4 4x* —x? —4x— 4.

pa(x) = 6x° +20x* + 16x3 —2x — 4

p3(x) = 4x* +8x° +3x2 + 14x+ 16

pa(x) = x> +6x2 +12x+8

ps(x) = —17x> —58x — 48

pe(x) = —x—2

(Tous ces polyndme sont définis a un facteur multiplicatif positif pres)
Qu’on peut mettre sous forme du tableau suivant :

y | ) | p2(y) | p3(y) | pa(y) | Ps(¥) | Ps(y) | N(y)
3 — + — — + 4
271 0 0 0 0 0 0

—1] 0 — + + — - 2
0| — — + + — — 2
1] 0 + + + — — 1
2 |+ + + + — — 1
3] + + + + - — 1

Il y a donc 3 — 1 = 2 racines réelles négatives distinctes dans [—3,0], et une racine réelle
distinctes dans [0,3]. Comme pg(x) = —x —2 la valeur —2 est une racine double.

3.8 RESOLUTION DE SYSTEMES NON LINEAIRES

Nous allons maintenant résoudre le systeme de m équations a m inconnues xy,xy, ...., X, de la
forme :
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filxi,x2, X)) = 0
FH(x1,x, ... yXm) i 8 .
Sm(xX1, %2, ceccsxm) = 0

Définition 3.8.1 Le systeme (3.14 ) peut toujours se mettre sous la forme :
F(x)=x, xeR",F:R"+—R"
x est dit point fixe de F(x) .

Le théoréme suivant assure 1’existence et ’unicité d’un point fixe. Il nous permettra d’approcher
les solutions de systemes algébriques non linéaires.

Théoreme 3.8.1 — du point fixe. Soit E un espace métrique complet non vide, F : E —— E
une contraction stricte. Alors F admet un point fixe et un seul donné par la méthode des
approximations successives :

Xn+1 = F(xn)

pour xo quelconque.

Démonstration. 1- Existence : Soit la suite (x,) € E définie par x,; = F(x,). Nous allons mon-
trer que la suite (x,) est de Cauchy.
Comme F est une contraction, nous avons :

d(XQ,Xl) Skd(xl,xo)
d(x3,x2) < kd(xp,x1) < kzd(xl,xo)

Ce qui nous donne

d(xn+paxn) < d<xn+p7xn+p—1) + d(xn+p—l 7xn+p—2) +-+ d(xn-H axn)

ki’l
d(Xps pyXn) <K (P 4 KP4 kP ke 1)d (x1,%0) < —d(.x)

1 0 :
Nous en déduisons que d(x,4p,X,) — quand n 24 oo, Donc la suite (x,) est fde Cauchy et
par suite admet une limite x et comme F est continue, F(x,)) . On a donc F(x) = x.
2- Unicité Si x et y sont deux points fixes, on doit avoir

d(x,y) < kd(x,y) < d(x,y)

sid(x,y) #0.
On a donc nécessairement d(x,y) =0 et x = y.
[ ]
Proposition 3.8.2 Soit F : E+—— E. Posons F> = FoF, F3 = FoFoF,, .......... Jp, =FoF,_1; F,est

appelée I'iterée d’ordre p de F. Nous avons alors le résultat suivant : Si I’'une des iterées F), est
strictement contractante, alors F' admet un point fixe unique.
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1. Le procédé x,+1 = F(x,) est un algorithme permettant de trouver le point fixe de F. De
plus la suite (x,) converge rapidement vers x, car
n
d(-xnu-x) = pgnlwd(xmxn-&-p) < md(xhxo)

2. L’itérée F), contraction stricte n’implique pas nécessairement que F* soit continue ou
contractante.

3. Lacondition k < 1 de contraction stricte, est indispensable. Car k < 1 ne suffit pas pour
garantir ni I’existence ni I’unicité du point fixe.

3.8.1 Méthode des approximations successives (type Jacobi ou Gauss-Seidel)
L’ équation
x=F(x); xeR" F:R"+—R"

peut s’écrire sous la forme :
Alx)=b; xeR"™, beR™ A:R"+—R"

ou bien sous la forme
x=B(x)+c¢; ceR"™, B:R"+—R"

ou sous la forme d’un systéme de m équations :
xi=Bi(x)+c; i=1,2,....m
— S’il existe un domaine Q convexe contenant x solution de x = F(x) tel que

. 9B,
VxeQ
x€Q, j;\aXi

|<d<l1;, i=12..m

alors pour tout vecteur initial x(%) pris dans Q, la suite de vecteurs x) définis par le schema
itératif

A Z B0 1 (3.15)

converge vers x d’apres le théoréme du point fixe. Le schema (3.15) s’appelle "Methode de
Jacobi non lineaire”.
— Sous les mémes hypotheses, la suite de vecteurs x(¥) définis par le schema itératif :
xl(kﬂ) = Bi(xgkﬂ), ...,xﬁﬁl),xl(k),....,x,(,]f)) +ci; i=1,2,...,m (3.16)
converge vers x, d’apres le théoreme du point fixe.
Le schema (3.16) s’appelle ”"Methode de Gauss-Seidel non lineaire”.
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Le probleme de I’interpolation peut se poser dans plusieurs situations. Par exemple :
1- Une fonction f n’est pas completement définie. On connait simplement un nombre fini de ses
valeurs sur un intervalle [a,b], (par exemple des données expérimentales) x;,x2, ..., X1
supposés tels que :

a<x1 <0< <x <x1<b
et les valeurs de f en ces points

f(X1) =y17f(x2) =Y2,-.- af(xﬂ) ZYn,f(xn—H) = Yn+1

On peut alors vouloir déterminer une fonction @, définie sur tout I’intervalle [a, b] et consti-
tuant une certaine “approximation de f” (dans un sens a préciser). Il est alors souhaitable
que @(x) soit numériquement facile a évaluer

2- f(x) est connu pour tout x, mais son évaluation numérique est complexe. On peut alors vouloir
déterminer une fois pour toutes un nombre fini de valeurs

f(x1>7f(x2)7---7f(xn)7f('xn+1)
et pour tout
x?éxbea"'?xnaxn-i-l

approcher f(x) en fonction de ces valeurs.
Cadre général de ’interpolation : Chercher une fonction @(appelé ’interpolant), d’un type
préalablement choisi qui interpole f sur [a,b], c’est déterminer cette fonction @ telle que

oxi)=f(x), i=12,...,n+1 4.1



38 Chapitre 4. INTERPOLATION POLYNOMIALE

Cela signifie d’un point de vue géométrique, qu’il faut trouver une courbe d’équation y = ¢(x) et
d’un type donné passant par le systeme de points

M; = (x,-,y,-) i=1,2,....n+1.

Le probleme ainsi posé peut avoir une infinité de solutions ou ne pas avoir du tout de solution.
Cependant, il admet une solution et une seule si 1’on cherche non pas une fonction quelconque ¢(x)
mais un polynome de degré inférieur ou égal a n qui vérifie (4.1) et est tel que :

Pn(xl):yla Pn(x2):y27 ------ aPn(anrl):ynJrl-
Nous obtenons la formule d’interpolation :
y=(x).

Que nous utiliserons donc pour le calcul approché des valeurs de la fonction donnée f(x) pour des
valeurs de x différentes des points d’interpolation x;, i =1,...n+ 1.

p) Six¢ [x1:x,11] on parle d’une extrapolation.

Proposition 4.1.1 Si xy,x2,...,X,41 sont (n+ 1) points distincts de R et si y1,y2,...,yn+1 sont
(n+ 1) réels, alors il existe un et un seul polyndme réel P de degré inférieur ou égal a n tel que

Pn(xl):yh Pn(XZ):)’Zy ------ aPn<xn+1>:)’n+1-

Démonstration. Tout polyndme réel de degré inférieur ou égal a n s’écrit de maniere unique sous
la forme

P, (x) = apx" +a X'+ . +a,

I’ensemble R [X] de ces polyndmes est donc un espace vectoriel réel de dimension (n+ 1). L’appli-
cation

RX] — R"!

P ()C 1 )
P ~ :
P (xn-H )
est linéaire et injective car un polyndme de degré inférieur ou égal a n qui a (n+ 1) zéros distincts
est nul. Il s’ensuit que cette application est aussi surjective, d’ou la conclusion. |

p) Pour trouver les coéfficients du polyndme P, (x) c’est-a -dire déterminer ag, ay, ..., ay, il suffit
de résoudre le systeme linéaire (de Cramer) suivant :

1 x x| ao Vi
I xpp xZ-H Aan Yn+1

La matrice de ce systéme est une matrice de Vandermonde. Cependant, cette méthode de
détermination des coefficients est peu efficace. On préfere des méthodes basées sur des
formules explicites pour le polyndme P, (x) telles que les formules dites de Lagrange et de
Newton établies ci-dessous.
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POLYNOME DE LAGRANGE

Soit {x1,x2,...xp+1}, (n+ 1) valeurs distinctes de [a,b] données. On suppose que que 1’on
connaisse les valeurs correspondantes de y = f(x) c’est-a-dire on a :

Fo) =y1, f2) =y2, e f(Xnt1) = Va1
On veut construire un polyndme L, (x) = Y p;(x) f(x;), de degré inférieur ou égal a n, vérifiant :
L,(xi)=y;, i=12,..n+1.
ot les fonctions p;(x) sont telles que :
e 1 osioj=i
p’(xj)_&j_{ 0 si j#i

Ou 9;; est le symbole de Kronecker. Résolution du probléme : Le polyndme a obtenir s’ annulant
en (1) points X, X2...,X;j—1,Xit1---,Xnt1, il s’ecrit donc :

pi(x) =Ci(x—x1)(x —x2) .. (x —xi—1) (X — Xjt1) oo (X — X)), 4.2)
ou C; est une constante. Posant dans (4.2) x = x; et comme p;(x;) = 1, on a donc :
Ci(xi —x1) (o —x2)o. (o — X 1) (X = Xig1) . (X — X)) = 1

c’est-a-dire :
1

= ) (6 =) (6 =) (6 =) =)

en portant cette valeur dans (4.2) on obtient :

() = (x—x1)(x—x2) . (x—xi 1) (X = Xj41) e (X — X5) _
pl( ) (xi—xl)(xi—xz)...(xi—xl-,l)(xi—xiﬂ)...(xi—xn) =1 (xi—xj)' (43)

Le polyndme L,(x) qui vérifie les conditions L, (x;) = y;, est alors de la forme :
n+1
La(x) =Y pi(x)yi 4.4)
i=1
En effet, d’une part le polyndme L, (x) ainsi construit est un polyn 6me de degré inférieur ou égal a
n. Et d’autre part comme p;(x;) = 1si j=iet0sinon,ona:
n+1

Lo(xj) =Y pi(x;)yi = pj(x;)yi =i j=12,...,n+1
i=1

En portant la valeur de p;(x) dans (4.4) tirée de (4.3) on obtient :

S
+

oo Vo= x) (o= x0) e (= xi ) (x—xip 1) (X — ) B
Ly(x) = 1(Xi—Xl)(Xi—Xz)...(xi—xi_l)(xi_xi_’_])._.(xi_xn)yl— 4.5)

B n+1 [ n+l1 (x_xj)
= I1 Vi
i=1 \ j=1 (xi_xj)
J#L
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Le polynome donné par (4.5) est appelé le polynome d’interpolation de Lagrange. et

n+1 (x —Xj)

pi(x) = (4.6)

j=1 (xi —x;)
A
sont appelés les coeficients de Lagrange.

Proposition 4.2.1 Le polynéme d’interpolation de Lagrange est unique.

Démonstration. Faisons un raisonnement par 1’absurde. Soit L, (x) un polynome de degré inférieur
ou é gal a n, distinct de L, (x) et est tel que :

v

L,(x)=y; i=1,2,...,n+1

Le polyndme

m Exemple 4.1 Construire les coefficients de Lagrange pourn+1=2etn+1=3. "

- Cas n+1 =2 : En appliquant la formule (4.6) on obtient

X—X2 . N X — X1
pl(x)—x1 o Pz(x)—xz_x1
et alors
X—X2 X —X]
L(x) =
() = 222 ) + 2L ()

- Cas n+ 1 =3 : En appliquant la formule (4.6) on obtient

o (r—x)(x—x3) o (r—x) (x—x3) o (r=x) (x—x2)
P ) P T e ) P T ) (e

et alors
Lo(x) = (x—x2) (x —x3) )+ (x—x1) (x—x3) Fl)+ (x—x1) (x—x2) Fxs).

(x1 —x2) (%1 —x3) (x2 —x1) (%2 —x3) (3 —x1) (%3 —x2)

= Exemple 4.2 Construire le polyndme de Lagrange de la fonction donnée par y = f(x) = sin7x

pour les points x; =0, x; = %, X3 = % n
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On calcule d’abord les valeurs correspondantes aux points d’interpolation de la fonction

y=f(x):

T 1 T
yi=0, y=sin—=—-, y3=sin—-=1
6 2 2

On applique ensuite les formules (4.5), on obtient le polyn6é me de Lagrange de degré inférieur ou
égal a 2 suivant :

7
Ly(x) = —3x* + 5

» Exemple 4.3 Soit la fonction y = f(x) donnée par le tableau suivant :

x y
321,0 | 2,50651
322,8 | 2,50893
3242 | 2,51081
325,0 | 2,51188

On demande le calcul de la valeur de f en 323,5. "

On pose x = 323,5; le polyndome de Lagrange sera un polyndome de degr € inférieur ou égal a
n = 3. D’apres les formules (4.5), on a :

(323,5—-322,8)(323,5—324,2)(323,5—325,0)

f(323.3) = (321,0—322,8)(321,0 —324,2)(321,0 — 325,0) -2,50051+

(323,5—-321,0)(323,5 —324,2)(323,5—325,0)

(322,8 —321,0)(322,8 —324,2)(322,8 — 325,0)

(323,5-321,0)(323,5 —322,8)(323,5—325,0)

(324,2—321,0)(324,2 — 322,8)(324,2 — 325,0)

(323,5—321,0)(323,5—322,8)(323,5—324,2)

(325,0—321,0)(325,0 —322,8)(325,0 — 324,2)

= —0,07996+1,18794 +1,83897 — 0,43708 = 2,50987

.2,50893 +

2,51081 +

2,51188

Cas ol les points sont equidistants
Soit {x1,x2....,X,+1}, (n+ 1) points d’interpolation de [, b], on suppose que :

Xy=x1+h, x3=xo+h=x1+2h, .xj=xj1+h=x1+(j—1)h, .. X1 =%x,+h=x1+nh

Ouh= b%“ représente le pas de la subdivision. Les points d’interpolation x; sont alors dits équidis-
tants. Dans ce cas, les coefficients de Lagrange peuvent étre simplifiés, en posant :

X=x1+th
on aura :

h=0 =1, ..t,=n.
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D’ou

n+1

(x1+th—x1—(j—1)h)

n+1
)3

=

—_

i#i

n+l | nt1 (t—j+1)
L\ U765
J#i

Yi

j=1 ((x1+(i—1)h)—x1+(j_ l)h) Vi

4.7

Les coefficients de [, () sont donc indépendants du pas & et des points x; ; ils peuvent étre représentés

dans

une table.

m Exemple 4.4 Soit la fonction y = cosx donnée par le tableau suivant :

X

5,0

5.1

5.2

5.3

5.4

5,5

5,6

5,7

0,283662

0,377977

0,468516

0,554374

0,634692

0,708669

0,775565

0,834712

t

1

2

3

4

5

6

7

8

Calculer cos 5, 34.

P

0osons

x=0,1¢+5

Les valeurs de la nouvelle variable ¢ associées aux points d’interpolation seront alors :

t=0,1,2,3,4,5,6,7

Il faut donc trouver la valeur de y pour x = 5,34, c’est-a-dire pour ¢t = 3,4, les points étant
équidistants, on a donc :

1,(3,4)

S5 (3,47 —j+1)
= (=]
Sl @-))
i#i
— 0,592864

Donc cos 5,34 = 0,592864.

ESTIMATION DE L’ERREUR DANS L'INTERPOLATION DE LAGRANGE

Soit L, (x) le polyndme de Lagrange qui interpole la fonction y = f(x) aux points {xj,x3....,X,+1}
c’est-a -dire qui vérifie :

Ln(xl):yla Ln(x2)2y27

,Ln(xn+1) = Yn+1-

La question que I’on se pose maintenant est : quelle est I’approximation du polyndme construit par
rapport a la fonction f(x)? ou en d’autres termes quelle est la grandeur du reste :

Ry (x) = f(x) = La(x)

Pour évaluer cette erreur commise dans 1’interpolation par le polynd me de Lagrange, nous suppo-
sons que la fonction f est continue, dé rivable et a dérivées continues jusqu’a ’ordre (n+ 1) dans
le domaine [a, b] contenant x et les points d’interpolation x;. Soit

8(x) = f(x) = Ln(x) — k(x —x1)(
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Ou k est une constante. La fonction g posseéde (n+ 1) racines aux points

X1,X2,eeeXpt1

Choisissons k de sorte que g(x) ait une (n+2)*" racine en un point quelconque fixé £ de [a, b],
autre que les points d’interpolation. 11 suffit pour cela de poser

(4.8)

car ¥ n’est pas un point d’interpolation. Pour cette valeur de k, la fonction g(x) admet (n+ 2)
racines sur [a, b] et elle s’annule aux extrémités de chacun des intervalles suivants :

[x17x2]7 [XZ,X3], [xivﬂa [X~,Xi+1], "'[xnaanrl]a

En appliquant le théoreme de Rolle a chacun de ces intervalles, on voit que la dérivée g’(x) admet
au moins (n+ 1) racines sur [a, b]. De méme, la dérivée seconde g”(x) s annule au moins n fois sur
[a,D] . En opérant de méme pour les dérivées successives de la fonction g, on aboutit & la conclusion
que dans [a,b], 1a dérivée g (x) possede au moins une racine. Notons par & cette racine : on a
donc g+ (&) = 0. Comme

g0 (x) = £ (3) — k(n+ 1)1
Pour x = & on obtient :
0= f"(E) ~k(n+1)!

Donc

_ )

(n+1)! “49)

En identifiant les équations (4.8) et (4.9) on obtient :

fO-LG) e
(F—x1)(F—x2)eec(F—x,)  (n+1)!

C’est-a-dire

)

(F=x1)(X—x2) e (X —2x41) (4.10)

Comme X est compleétement arbitraire, I’équation (4.10) s’écrit :

A3

Rn(x) :f()C)—Ln(X) = (l’l—i-l)'

(x—x1)(x—=x2) e (X — Xpt1) (4.11)

Ou ¢ € [a,b] dépend de x.
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p) L'équation (4.11) est vraie pour tout point de [a, b], y compris les points d’interpolation. En
posant

M+, = max ‘f(”H)(x)‘
x€[a,b]

Nous obtenons 1’estimation de 1’erreur absolue dans 1’interpolation par le polynéme de
Lagrange sous la forme :

Mn+1
(n+1)!

IRa(x)] = [£(x) = La()] < = 20 ) (0 22) (= 11)]

m Exemple 4.5 Avec quelle précision peut-on calculer /115 a I’aide d’une interpolation par le
polynéme de Lagrange de la fonction y = /x si I’on prend les points d’interpolation

x1 =100, x, =121, x3=144.

Comme on a

11 s’ensuit

3.0-5

" 3 -3
M3 = max |y |:§(100) P =2107 pour 100<x< 144

Donc

3 1
IRy(x)| < §10_5§ |(115—100)(115 — 121)(115 — 144)| =

_ 1y ~ 3
= 1610 15.6.29~1,6.10
4.4 POLYNOME DE NEWTON

4.4.1 Différences finies
Définition 4.4.1 Soit y = f(x) une fonction donnée. On pose Ax = x; | — x; = h une valeur

fixée de I’accroissement de x. On appelle différence d’ordre un de la fonction y 1’expression :
Ay = Af(x) = f(x+Ax) — f(x)
On définit de facon analogue les différences d’ordres supé rieurs
Ay =A(A" 1Y) (n=2,3,....)
nExemple 4.6 A%y =A[f(x+Ax) — f(x)] = [f(x+2Ax) — f(x+Ax)] = [f(x+ Ax) — f(x)] = f(x+

2Ax) = 2f (x+Ax) + f(x). .

» Exemple 4.7 Construire les différences de f(x) = x>, en prenant le pas Ax = 1. Ona Af(x) = (x+
1P = =324 3x+ 1, A2f(x) = [B(x+1)* +3(x+ 1)+ 1] = B +3x+1) = 6x+6, A’ f(x) =
[6(x+1)+6] — (6x+6) =6, A" f(x) =0, pour n>3. .

Proposition 4.4.1 Si f(x) = B,(x) = apx" +a1x"~' 4 ... 4+ a, est un polyndme de degré n, alors
A" f(x) = A"P,(x) = nlaph™ = C ou Ax = h et C est une constante.
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Démonstration. En effet, on a :
A(X) = APy(x) = Py(x+h) — By(x) =
= ap[(x+h)"—x"|+a [(x+h)"" =]+ ...
et an—1 [(x+h)—h]

En utilisant la formule du bindme de Newton, on voit que Af(x) = AP,(x) est un polyndome de
degré (n—1) :

Af(x) = APy(x) = box" ' +b1x" 2 4 4 by

by = nhay

Suivant le méme raisonnement la différence seconde A% f(x) = A?P,(x) est un polynome de degré
(n—2):

Azf(x) = AZP,,(x) =coxX" e xX" 4t
et
co = (n—1)hby = n(n—1)hay
En raisonnant ainsi on établit de proche en proche que
A" f(x) = A"P,(x) =n!h"ay
D’ou I’on conclut

A"f(x)=A"P,(x) =0 pour m>n

p) Le symbole A (delta) peut €tre considéré comme un opérateur qui associe a la fonction
y = f(x) la fonction Ay = f(x+ Ax) — f(x) (Ax étant une constante).

p) Lopérateur A a les propriétés suivantes :
. Alu+v)=Au+Av;
2. A(Ku) = KAu (K est une constante);
3. A™(A"u) = A"y (m et n entiers non négatifs);
4. On pose par définition A%u = u.

4.4.2 Différences divisées

Définition 4.4.2 Soit {x;,x3....,x,41}, (n+ 1) points d’interpolation de [a,b], et :
f(X]) =1, f(xZ) =2, "'7f(xn+1) = Yn+1-
on pose :

Ax,-:x,-+1—x,-7é0 (121,2,)
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On appelle différences divisées d’ordre 1, les relations données par :

_ Vi1 i

f[xiyxi+l]—m, (i:1,2,....)
= Exemple 4.8 f[x|,x;| = ﬁ:)yci, fx2,x3] = )yc—i;yé, etc... .

D’une fagon analogue on définit les différences divisées d’ordre 2

FlxisXi 1, Xisa] = f [Xiy1,Xiq2] _f[XhXi—}—l], (i=1,2,..)
Xi42 — Xj

« Exemple 4.9 [ [xi,x;,x;] = [l lunl, .

D’une fagon générale, les différences divisées d’ordre n s’obtiennent a partir des différences
divisées d’ordre (n— 1) a I’aide de la relation de récurrence suivante :

f[xi,xi+1,---xi+n] — f[-xi+17-..xi+n] _f[xivxi-l-l’l—]], (n —_ 1’27,12 1’2,)
Xitn —Xi

p) Les différences divisées sont symétriques de leurs arguments, ¢’est-a-dire que les différences
divisées ne changent pas avec la permutation des éléments. Plus précisément, pour toute
permutation ¢ de {1,2.....k} ona

f[xc(l)va(Z)v“'xO'(k)] :f[X1,X2,...Xk]

= Exemple 4.10 f[X1,X2] =20 NP _ f[X2,X1] ]

X2—X] X1—X2

Théoreme 4.4.2 Soit p, le polyndme d’interpolation de f aux points {xj,x;....,X,+1}, alors
pour tout k de {1,2....,n} ona:

X2, ...X — X1.X
f[x17x2,-..xk] — f[ 2 k+1] f[ 1, k]7
Xk+1 — X1

Démonstration. L’idée est de construire une fonction polyndme qui interpole f sur {x,x2....,Xk+1} ;
puis on identifie les deux expressions disponibles de son coefficient dominant. Soit p défini par
X — X1 Xi+1 —X
P(x) Xk+1 — X1 o)+ Xk41 — X1 Pi(x)

Ou gy (respectivement py) désigne le polyndme d’interpolation de f sur {x3,x3....,x¢1 1 } (respecti-
vement {x;,x;....,Xx }). Par définition, p est un polynéme de degré inférieur ou égal a k. Montrons
que p interpole f sur {xj,x;....,x¢ }. On evalue d’abord p(x;) : la contribution du premier terme
de la somme est nulle; il vient p(x;) = pi(x1) soit p(x;) = f(x;) par d éfinition de pi. On évalue
alors p(x;) par le méme type de raisonnement, on montre que p(xx) = f(xx). Puis on conside re x;
pour tout j dans {2,3....,k}. On sait que pi(x;) = gi(xj) = f(x;) grice aux définitions de py et de
gx- Un calcul simple montre que : p(x;) = f(x;); en effet

[(cj =0) £ () + Qe = x5) £ ()] (4.12)

Soit
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p est le polyndme d’interpolation de f sur {x;,x3....,x¢11 }. Soit & le coefficient dominant de p;
d’apres ce qui préc eéde, a = f[xi,...,xx41]. Sur ’expression (4.12), on voit que le coefficient
dominant de p est donné par

1
o0 = —— [coef dominant (g ) — coef dominant (py)]
Xk+1 — X1

comme (gx) et (px) sont des polyndmes d’interpolation sur {xp,x3....,x¢41 } et {x1,x2....,x¢ } res-
pectivement, 1’égalité cherché e en découle. |

p) Lesdifférences divis€es forment généralement un tableau du type suivant :

x| f(x) Différences divisées
Ordre 1 Ordre 2 Ordre 3 Ordre 4
x| f[xi]
f[xl ’xﬂ
x| flxa] I bxr,x2,x3]
£ x2,x3] S X1, x2, X3, x4]
x3 | f[x3] fx2,x3,x4] flx1,x2,%3,x4,%5]
flx3,x4] fx2,x3,x4,x5]
x4 | f[x4] S [x3, X4, x5]
I [xa,xs]
xs | f[xs]

m Exemple 4.11 Donner les différences divisées de la fonction donnée par le tableau suivant :

X 0 0,2 0,3 0,4 0,7 0,9
y | 132,651 | 148,877 | 157,464 | 166,375 | 195,112 | 216,000

Les résultats sont portés sur le tableau suivant :

X f(x) Différences divisées
Ordre 1 | Ordre 2 | Ordre 3 | Ordre 4
0 | 132,651
81,13
0,2 | 148,877 15,8
85,87 1
0,3 | 157,464 16,2 0
89,11 1
0,4 | 166,375 16,7 0
95,79 1
0,7 | 195,112 17,3
104,44
0,9 | 216,000

4.4.3 Polyndbme d’interpolation de Newton :

On a par définition

=y f(x) = flx)

f[X,X]] - -
X1 —X X—X1

)
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donc

fO) = () + (e =) f [, x]
et

flxxi] = fxr,x0]

X—X)

flxxi,x] =
donc

FO) = ) + (=) f e 0] + (v = x1) (v = x2) f [, 01, 2]

en réitérant le procédé, on obtient :

fx) = flxr)+ @x—x1) fxr,x]+(x—x1) (x—x2) f[x1,x20,x3] +--- + (4.13)
+(x—xp)(x—xp)eeeee (x—xn) fx1,22, oy Xnt 1]
+(x—xp)(x—xp)eeeee (x —xn) (X —Xp11) [ 2, %1, %2, v vy Xt 1|

Rp) Sif estun polyndme de degré inférieur ou égalanona:

flxxi,x2,x041] =0

p) Le polynome défini par
Pu(x) = f(x1)+ (x—x1) flxrx] + (x—x1) (x—x2) f [x1,x0,x3] + -+
+(x—x1)(x—xp)---- (x—xp) fx1,%2,5 ooy Xnt1]

est le polyndme d’interpolation de degré inférieur ou égal a n de f pour les points {x,X3....,X,+1}
appelé polynéme d’interpolation de Newton. C’est-a-dire qu’il vérifie :

Pu(x) = f(x) i=1,2,..n+]1.

4.4.4 Erreur d’interpolation
En comparant f(x) et B,(x), nous obtenons la formule générale de I’erreur :

e(x) = f(x) = Pu(x) = (x —x1) (x —x2) -+ (X = Xn11) f [, %1, X2, 0, X 1]

que I’on peut ecrire sous la forme :

n+1
e(x) = (H(X—xi)> f X1, x2, 0 X011

i=1

4.4.5 Autre écriture du polynéme d’interpolation de Newton
Cas des points équidistants
En posant le pas du tableau 7 = Ax (Ax; = x4 —x;, = 1,2,...n+ 1) ety; = f(x1),02 =
f(x2),. sy = f(xn),Yn+1 = f(xn41); alors nous obtenons :
k(k—1)..(k—n+1)

k(k—1)
(2! A’y 4+ o A"y + R, (x)

f(x) =y1 +kAy; +

X—X
k="—""1 et Ay =y2—y, Ay = Ay, — Ay,
et
W k(k—1)...(k—n)
N (n+1)!

_kk=1)...(k=n) 1y

f(n+1)(§x) ~ CE yi; &€ [x,xi]
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m Exemple 4.12 Sachant que sin26° = 0,43837; sin27° = 0,45399 et sin28° = 0,46947, calculer
sin26°15’. .

Le tableau des valeurs se présente comme suit :

i | x yi Ay A%y
1|26 0,43837
0,01562
2127 | 0,45399 —0,00014
0,01548
3] 28| 0,46947
comme h =60 etk = W/ = i donc
. o1&/ 1 i(% - 1)
sin26°15" = 0,43837 + 2.0,01562 + T(—O,OOOM) =0,44229.
L’erreur
H-1d-2) =
R <44 4 T Z y~0,2510°°

car comme y = sinx alors ‘ y(”)‘ <l1.

p) Sil'on fixe n et que I’on pose

= max |X —X
he{l n}| k+1 k|

alors pour tout x € [x1,x;], on a

[(x—2x1) - (x1 = X0y 1)| < h(R)(2R) - (nh) < K™ n!.

b—a

Si f est de classe C"™! sur [a,b] etsionax; =aeth < 2=¢

, alors

SUDxe(a,b] ‘f(nJrl)(x)
sup [ f(x) = Fu(x)] <

hn+1 .
xefxr 1] n+tl

Comme le second membre tend vers zéro avec h, on peut donc rendre

sup [ f(x) = Fa(%)]

x€[xq,x2]

aussi petit que I’on veut (avec /4 suffisamment petit). Ceci montre que I’interpolation polyno-
miale peut étre utilisée pour approcher les valeurs de f(x).

p) Laremarque précédente n’est en général pas vraie, méme si f est trés réguliere sur [a,b].
Dans le cas o u x;+1 —x; ne dépend pas de k, c’est 1a ce qu’on appelle le phénomene de
Runge. Par exmple si

1

T0=11752

etsi [a,b] = [—1, 1], on peut montrer que le polyn 6me P,(x) interpolant f(x) aux points
2k
x=—14+—, (k=1,...,n+1),
n

ne tend pas vers f lorsque n — oo,
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4.5 SERIE D’EXERCICES

Exercice 4.1 On considere la fonction f(x) donnée par le tableau suivant :

X 1 4 6
f(x) | 1.5709 | 1.5727 | 1.5751

Trouver une approximation de f(3.5) en utilisant le polyndéme d’interpolation de Lagrange
du second degré . n

I Exercice 4.2 Ecrire les différences divisées de f(x) = x? et de g(x) = x°. ]

Exercice 4.3 1. Construire le polyndme d’interpolation de Newton de la fonction y = f(x)
donnée par le tableau suivant :

X 0 2.5069 5.0154 7.52270
f(x) | 0.3989423 | 0.3988169 | 0.3984408 | 0.3978138

Trouver a I’aide de ce polyndéme f(3.7608).

Exercice 4.4 Soit le tableau des valeurs y = logx, trouver log 1005.

X 1000 1010 1020 1030 1040 1050
y | 3.0000000 | 3.0043214 | 3.0086002 | 3.0128372 | 3.0170333 | 3.0211893

Exercice 4.5 Trouver sin 14° a partir du tableau des valeurs données ci-dessous de la fonction
y = sinx, le pas étant h = 5°.

y | 0.2588 | 0.3420 | 0.4226 | 0.5000 | 0.5736 | 0.6428 | 0.7071 | 0.7660 | 0.8192

Exercice 4.6 1. En interpolant par un polyndome de degré 3 et en utilisant la formule
appropriée calculer pour x = 1.05, a I’aide de la table donnée ci-dessous, les valeurs de la
fonction y = sinux.

X 1.0 1.1 1.2 1.3
y | 0.841471 | 0.891207 | 0.932039 | 0.963558

2. Donner une majoration de I’erreur.

‘ X 15° 20° 25° 30° 35° 40° 45° 50° 55°



5.1
5.1.1

INTEGRATION NUMERIQUE

Méthode Générale

Lorsque I’intégrale définie d’une fonction continue sur un intervalle [a,b] ne peut pas étre
évaluée analytiquement ou lorsque I’intégrale n’est pas donnée sous forme analytique mais numéri-
quement en un certain nombre de valeurs discretes, 1’intégration numérique peut étre utilisée.

Il existe plusieurs méthodes permettant d’évaluer les intégrales de fonctions bornées sur un
intervalle [a,b]. La présence de singularité dans les fonctions (ou dans certaines fonctions) rend les
calculs parfois difficiles.

Le probleme de I’intégration numérique d’une fonction consiste a chercher la valeur de I’inté-
grale définie a partir de plusieurs valeurs de la fonction sous le signe somme. L’intégrale a évaluer
étant :

I= /bf(x)dx. (5.1)

L’intégration numérique consiste a remplacer I’intégrale (5.1) par une somme discrete sur un
nombre fini de points :

N
Iv=Y Aif(x)
i=1

ou A; et x; sont des variables a préciser.
Pour que I’évaluation numérique soit correcte, il est nécessaire d’imposer que toute méthode
d’intégration vérifie :
lim Iy =1 (5.2)
N—boo

Au dela de la vérification de ce critére, la qualité d’une méthode sera évaluée par la maniere dont la
convergence vers le résultat exact s’effectue.
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Nous supposerons dorénavant que les fonctions sont de classe C'(continues et 2 dérivées
continues) sur [a, b], mais aussi pour toute fonction f :

f(x) <K VxE€la,b],

ou K est une constante finie.

Ce qui veut dire que la dérivée de f n’est pas singuliere.sur [a,b].

On se propose alors de chercher une approximation de /. On remplace f sur [a,b] par une
fonction d’interpolation ¢ (un polyndme par exemple) pour considérer :

/;f(x)dx = /ab(p(x)dx

Approximation d’une intégrale

Soit @ une fonction positive définie sur [c,d], on veut approcher

b
1:L<m@ﬂmw

on suppose que f est connue en (n+ 1) points x1,x7, ....,X,+1. On écrit
n+1

I=Y o;f(x)+R
i=1

ou ¢; seront choisi de telle sorte que R soit nul lorsque f est d’un type déterminé.
Lorsque f est quelconque, on suppose que

n+1

A= ; o f (xi)

est une valeur approchée de I et R est suffisamment petit.
Soient vi,va,...,vut1 (n+ 1) fonctions linéairement indépendantes continues sur [a,b]. On
note .%, le sous espace engendré par ces fonctions. Pour que R soit nul, si f € .%, on obtient :

n+1
I, = /a) X)vi(x dx—Zalvkx, k=1,...n+1.

On suppose que les fonctions ! V1,V2,...,Vpt1 sont telles que le systeme admette une soultion

unique.
Soit A,, 1a fonction d’interpolation de f dans .%,, vérifiant :

n+1

=Y a(x)
k=1
et
An(xi) = f(x;) pour i=1,...n+1.

nous avons

b n+1
Lw@M@M:;%M@)

1. vérifient les conditions de Haar.
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si

nous obtenons :
d n+1 d
/ 0 f()dx= Y 0f(x)+ / o (x)e(x)dx
Cc i=1 Cc

Si la fonction d’interpolation A, (x) est le polyndme d’interpolation de f, ¢’est-a-dire que :

{1 (x),v2(x), ey v (0)} = {1,x,...,x"}

On choisira {0, &, ..., 04,11 } de telle sorte que R soit nul quand f est un polyndéme quelconque de
degré inférieur ou égal a n.

5.1.3 Utilisation de I'interpolation polynomiale
Soit

n+1

An(x) = Py(x) = ; Li(x) f(x:)

avec
n+1
X—X;
Li(x) = /
w=11
J#i
d’ou

p) Sous certaines conditions sur @, {c;} et {x;} P est une approximation de /.

p) Les o; sont indépendants de f, ils peuvent €tre calculés une bonne fois pour toute.

5.1.4 Etude de I'erreur d’intégration

Si f est (n+ 1) fois continument dérivable sur [a,b], on sait qu’il existe &, € [a, D] tel que :

_ e dE)
e(x) = /() = Aa(0) = L) 757
n+1
L(x) = H(x —Xi)
en intégrant on obtient :
e [ FAGRI(=Y)
R=I-P— / O(IL()
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si @(x)L(x) est de signe constant dans [c,d] (en particulier si [c,d] ne contient aucun des points
d’interpolation, avec @ de signe constant sur [c,d]) le théoréme de la moyenne donne :

()

(n+1)! /cd“’(x)L(x)d% n € ed]

si on connait une borne supérieure de £+

M1 = sup ’f(n+l)(x)’
x€(a,b)
on a

Mn+l
(n+1)!

/< M [ ogorlax

Convergence des méthodes d’intégration

Soit f une fonction continue sur [a,b] et @ une fonction (poids) définie sur [a, b] telle que

b
/a o(x)|dx < M

on approche

1= / () f(x)dx
par
n+1

A= ; o f (x;)

ol o et x; sont a déterminer.
Problem 5.1 Savoir si en augmentant le nombre de points x;, on obtiendrait une valeur de A de
plus en plus proche de /. Plus précisemment a-t-on :

n+1

b
lim Y aif(x) = [ 000 f()dx?
i=1 a

La réponse n’est positive que sous certaines conditions sur {a;} et {x;}.

Théoreme 5.1.1 Lorsque f est une fonction continue sur [a,b] nous avons

n+1

lim Y o (x;) = / ’ o) f(x)dx (5.3)
n—veo £ a

si les conditions suivantes sont vérifiées :
1. I’équation (5.3) est vrai pour un polynéme P quelconque
2. Y4 || est borné pour tout 7.

Démonstration. Soit P un polyndme quelconque. Posons

n+1

b
£r(0) = [} 00 0e— Y ouf )
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et
b n+1
@m:/amwmm—zmmm
a i=1
on a donc
b d n+1 n+1
£ = [ 0WP@dr+ [ 0W(() - @)~ 1 arPle) + 1 ail) P

n+1

£ = e5(x) + [ 0(3)(00 ~ PE)x Y. a((x) — P(x)

i=1

soit £ > 0 un nombre déstiné a tendre vers 0. D’apres le théoréme de Weirstrass > nous pouvons
prendre un polyndme P tel que

max |(x) — P(x)| < &
x€la,b]

nous avons alors
b n+1
&0 < ler(v)l + [ lo@dr—e ) o
a i=1
c’est-a-dire
n+1

ler(x)| < lep(x)| +&(M — ; o)

=
si lim,,—se. |€p(x)| = O pour tout polyndme P et si Y o] < N pour tout n on a

lim [e7(x)] < e(M-+N)

n—soo
|
Formules de Newton Cotes
On suppose que f est connue en (n+ 1) points xj,x,....,X,+1 équidistants, et tels que :
X1 = a, xy=x1+Ah,
xi = xi1+h=a+(i—1)h
Xpt1 = Xp+h=a+nh
on prend ®(x) = 1, Vx € [a,b].
On pose
Xn+1+k n+tl
/ fl)dx =Y oif(x;)+R (5.4)
X1k i=1

2. Sifest continue sur [a,b], il existe un polyndme de degré inférieur ou égal a n qui approche f.
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— Si k=0, on dit que la formule (5.4) est de type fermé.
— Si k=1, on dit que la formule (5.4) est de type ouvert.
Les coefficients ¢; sont donnés par

Xn+1+k
o= / L;i(x)dx
x

comme les x; sont équidistants on peut poser x =a-+thetona:

Xn+1+k
o = / l,’(l)dl
s

avec
—j+1
li(t) = H
o1 i
i#i
R
n+1
O = Oy 100 = 0403 = Gy 1o et Y ay=b—a+2kn (5.5)

i=1

p) Les méthodes de Newton Cotes sont convergentes pour les polyndmes mais ne le sont pas
pour une fonction continue quelconque.

En effet si d’apres 1’équation (5.5) Z” | 0; est bien bornée, il n’en est pas de méme de
Y4 | car les ; ne sont pas toujours de méme.

En intégrant les formules d’interpolation on a :

5.1.7 Formule de type fermé : des trapézes et de Simpson
L2 f(x)dx = (f(x) + f(2) = B (&), & € [x1,x2] (formule des trapezes)
2. f;f f(x)dx = %( fx1)+4f(x2)+ f(x3)) — %f”((:) & € [x1,x3] (formule de Simpson)
3. [ f()dx = 3 (f(x1) +3f () +3f(x3) + £ (xa) — L f(E), & € [x1,x4] (formule de

Newton)

5.1.8 Formule de type ouvert :

L3 fx )dx—2hf(x2) hif”(é), & € [x1,x3] (formule de Ponceler)
2. [X f()dx =3 (F(x2) + () + 2 f(E), & € [yl
3. [ fx)dx = i B (2f (x2) — flx3) +2f (xa)) + SE FD(E), & € [xy,x5]
4[5 f(x)dx =30 (11f(x2) + £(x3) + f(xa) + 1Lf (xs)) + 93 p4(E), € € [x1,x]

p) Les formules d’intégration données entre x; €t x, x3 ....peuvent tre modifiées pour d’autres
points d’interpolation.Exemple : [7 f(x)dx = B(f(x)+ fx3)) — i’—;f”(é), & € [x,x3]

S5 fx)dx=2hf (x3) + B f1(E), € € Do)

5.1.9 Intégration par la méthode de Gauss
Polynédme de Legendre
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Définition 5.1.1 On appelle polyndmes de Legendre, les polyndmes qui s’écrivent sous la
forme :

1 o
2l 9xn

Py(x) [(*=1"], (n=0,1,....)

Propriétés : Les polyndmes de Legendre vérifient les propriétés suivantes :

. P(1)=1 et P(—1)=(=1)" (n=0,1,2,....).

2. fil P, (x)Or(x)dx =0, (k < n),ou Q(x) est un polyndme de degré k < n.

3. Le polynéme de Legendre P,(x) posséde n racines réelles distinctes dans [—1,1].

= Exemple 5.1

Po(x) = 1

P(x) = x

P(x) = %(3x2—1)

) = 5(5° -3
Pi(x) = %(35x4—30x2+3)

Formule de quadrature de Gauss

Soit y = f(¢) une fonction définie sur [—1,1].
Problem 5.2 Comment choisir t1,1,,...,t, et A1,As,...A, pour que la formule de quadrature

1 n
/1f(t)df =Y Aif(t) (5.6)
- i=1

soit exacte pour tout polyndme f(¢) de degré N le plus grand.

Solution : Comme on a 2n constantes #; et A; (i = 1,2,...,n) alors que le polyndme de degré
2n — 1 est défini par 2n coefficients, ce degré maximal dans le cas général est N = 2n — 1.

Posant fil thdt =" Ak (k=0,1,....2n— 1) et f(t) = ¥"," Cit* alors

1 2n—1 1 ' 2n—1 n . n
/ fde="Y Ck/ trdr="Y G Y Airf =) Aif (1)
-1 k=0 -1 =0 =1 i=1
comme
/1 g 1—(—1)k+1 _ k%] si k est pair
-1 k+1 0 si k est impair

pour résoudre le probleme il suffit de déterminer #; et A; a partir du systéme non linéaire de 2n
équations

i1 Ai - 2
lr-l:lAitl‘ = 0
(5.7)
LA = gk

n 2n—1 _
i1 Ail; = 0
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Pour résoudre le systéme (5.7), on considere
f6)y=1"Pu(t) (k=0,1,..n—1)

ol P,(t) est le polyndme de Legendre.

Les degrés de ce polyndme ne dépassant pas 2n — 1, ces polyndmes doivent vérifier :

[ i =Y aise)
- i=1

et
1 n
/ P, (t)dt = Y AfPy(t;) (k=0,1,..n—1)
-1 i=1
comme
1
/ P(x)Qx(x)dx =0, pour (k<n)
-1
on
1
/ t*P,(x)dx =0, pour (k <n)
-1
et donc

1

n
Ait*P () =0 (k=0,1,..n—1)
=1

(5.9)

si ’on pose P,(t;) =0 pour (i =1,2,...,n) les égalités (5.8) sont vérifiées pour tout A;.Si on
connait ¢;, on trouve a partir du systeme linéaire des n premieres équations du systéme, les constantes

A;pour (i=1,2,...,n).

La formule (5.8) ot les #; sont les racines du polyndme de Legendre P, () et ol les A; pour
(i=1,2,...,n) sont définis a partir du systéme, s’appelle formule de quadrature de Gauss.

= Exemple 5.2 Trouver la formule de quadrature de Gauss, dans le cas de trois ordonnées (n = 3).

Solution : Comme le polynome de Legendre de degré 3 est le polyndme :

Py(r) = 4 (50~ 3)

en I’annulant on obtient ses racines qui sont données par :

3
no= _\[52_0’7745

th = 0

3
o= \/220,7745

pour la détermination des coefficients A; pour (i = 1,2,3), on obtient le systeme :

Z?:l A =
Yo A
Yo Al =

|
Ll © N
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c’est-a-dire

A1+Ar+Aj = 2
~J3 i = o
Mot - 3

dont la solution est : A| = A3z = g, Ay = g.D’OfJ :

>+8f<o>+5f<ﬁ>]

| W

3
[ st0a= Y aisa) = & |ssi-
-1 i=1

5.1.10 Calcul de [” f(x)dx

Pour calculer || ab f(x)dx, on fait le changement de variable suivant :

b+a+b—at
X =
2 2

on obtient :

b b— 1 b b—
/a]f(x)dxz 2“/71f( era+ Zat)dt

en appliquant la formule de quadrature de Gauss on a :

b _ n
[ ="y At
a i=1

ou

2 + 2
et ol #; sont les racines du polyndme de Legendre P,(t), c’est-a-dire P,(#;) = 0.

5.1.11 Erreur de l'intégration par la méthode de Gauss

Le reste de la formule de Lagrange a n points est donné par

(b—a)” ' (n)* fO(E)
2n1)3(2n+1)

R, =

d’ou I’on tire

R, = 1<b_a>5f<4)(é)

135\ 2
1 b—a\’
_ (6)
ks 15750< 2 )f (8)

m Exemple 5.3 Calculer par la méthode de quadrature de Gauss a trois ordonnées, I’intégrale
suivante :

1
/ V14 2xdx
0
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Solution : Comme a =0 et b = 1, d’apres le changement de variable :

b+a b-—a .
Xi = 2 +Tti (12172)3)
on obtient :
1 1 1 1 3
= z*zfl—ﬁz'(‘\[s)—(”“z
1 1 1 1
Xy = §+§t2—§+§0_0,500
1 1 1 1 3
= —+-Hn==—+-—.(4/=)~ 7
X3 5t 2—1-2(\/?) 0,88
donc les coefficients C; sont :
b—a 15
= Al ==-.—~0,277
G > A1=33 ;
b—a 18
= Ay = —.— ~0,444
G > A2=33 )
b—a 15
C; = Az = —.—~0,277
3 2 BT 29

donc
1 1 3
/ f(x)dx:/ VI42xdx =Y Cif(x)=1,398
0 0 i=1

Perreur commise dans le calcul de cette intégrale s’évalue de la maniere suivante :

Ri= 15755 (37) 7@ ong e o]

comme f(®)(x) = —945(1 +2x)_T” alors max,c(o ] ‘ f© (x)} = 945 donc

945 (1
2

< 7-0,5.1073
3= 15750 )7 =0,5.10
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5.2 SERIE D’EXERCICES

Exercice 5.1 1. Soit f une fonction possédant 4 dérivées continues dans I’intervalle [0, 5],
5
donner une évaluation de [ f(x)dx sachant que x; = 1;x, =2 et x3 = 4.
0
2. Soit g une fonction possédant 2 dérivées continues dans I’intervalle [0,2], donner une

2
évaluation de [(x— 1)g(x)dx sachant que x; = 0; x, =2.
0

Exercice 5.2 1. Dans I'intervalle [a,b] on prend x| = a, x, =a+h=b, f € C*[a,b], éva-
b
luer la formule des trapezes [ f(x)dx.

a
2. Onprend x; =a,x; =a+h,x3 =a+2h,...x,11 = a+nh=>b, retrouver la formule des
trapézes généralisée.
3. Déduire la valeur approximative de I’intégrale

1
/ dx
14+x
0
pour n = 6.

4. Calculer la valeur exacte de cette intégrale et déterminer les erreurs absolues et relatives.

Exercice 5.3 On suppose que f est une fonction 3 fois continument dérivable dans [—h, h] et

f ) (x) continue dans cet intervalle, f est donnée aux points : x; = —h, x, =0, x3 = h.
1. Etablir la formule suivante :
’ 223 — 32 + 513 B = 312x— 213
t)dt = —h)———f(0
[ro e f(—h) = (0 +
—h

22 +3hx* — I
12h2
On donnera une expression de €(x).
2. On suppose que x € [—h,x] :
a) Montrer que €(x) peut s’écrire sous la forme :

f(h)+&(x)

e() = o (2 — )2 O(C),

avec § € [—h,h].
b) Utiliser le résultat précédent pour donner une valeur approchée de :

dt
1+1¢
1

eS|

Quelle est la précision obtenue ?
Comparer ce résultat a celui que donnerait la formule des trapezes utilisant les points
xlz—%et)@:o. n
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Exercice 5.4 Déduire la formule de Gauss de la fonction f sur I’intervalle [—1, 1] pour le cas
de trois ordonnées, on prendra pour la fonction poids @(x) = 1.
1. En utilisant la formule de Gauss a trois ordonnées, calculer 1’intégrale :

b
/f(x)dx

1
2. En déduire [+/1+ 2x dx.
0

5.3 DERIVATION NUMERIQUE

5.3.1

Généralités :

Pour résoudre un certain nombre de problemes pratiques (étudier la vitesse d’un changement
a 'intérieur d’un systéme par exemple), il est nécessaire parfois de calculer les dérivées d’une
fonction y = f(x) supposée dérivable mais connue de fagon discréte sur un intervalle [a,b], ou que
I’expression analytique compliquée de cette fonction rende difficile sa dérivation.

Comment fournir une valeur approchée de la dérivée, d’ordre un ou supérieur, de f(x) en un
point de [a, D] .

Le principe est d’approcher la fonction a dériver par un polynéme d’interpolation P,(x) dont on
calcule la dérivée ensuite, c’est-a-dire en posant :

Les dérivées d’ordre supérieur de f(x) s’obtiennent de la méme fagon.
Si I’on connait I’erreur d’interpolation :

Soit f une fonction numérique y = f(x) dérivable (respectivement p fois dérivable), donnée aux
points équidistants {x1,x2,....,x,+1} C [a,b] par

yi = f(xi)
Pour chercher sur [a,b] la dérivée y' = f’(x), (respectivement la dérivée d’ordre p c’est-a-dire

yP) = fp) (x))

Nous allons chercher la valeur de la dérivée sous la forme :

n+1

W) = P (x) = ; 04 (x)f (xi) +r(x)

les oy (x) seront choisis de telle sorte que la fonction reste r(x) soit nulle si f est d’un type déterminé
(un polymdme).
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Si f est quelconque et r(x) suffisamment petit nous considérons que :

n+1

D(x) =Y o(x)f(xi)

i=1

est une approximation de f(?)(x).

Soient vi,vy,...,vy+1 (n+ 1) fonctions linéairement indépendantes p fois continument déri-
vables sur [a,b]. On note .%, le sous espace engendré par ces fonctions. Pour que r(x) soit nul, il
faut que les fonctions v(x) vérifient

n+1

v (x) = Y a(xvi(x); k=1,...n+1.
i=1

On suppose que les fonctions? vy, va,...,v,, sont telles que le systéme admette une soultion
unique.
Soit P, la fonction d’interpolation de f dans .%, vérifiant :

n+1
P,(x) = Z arvi(x)
k=1
et

P.(x;) = f(x;) pour i=1,...n+1.

nous avons
n+1

PP (x) = ; 0 (x) Py (x;)

si

nous obtenons :
n+1

AP =Y 03(x) fulx) + P (x)

i=1

p) Silafonction d’interpolation P, (x) est le polynome d’interpolation de f, c’est-a-dire que :

{V]()C),Vz(x),-..,anr]()C)} - {laxa"'vxn}

On choisira {o (x), 0 (x), ..., ¢t,+1(x) } de telle sorte que r(x) soit nul quand f est un poly-
ndme quelconque de degré inférieur ou égal a n.

3. vérifient les conditions de Haar.
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5.3.2 Utilisation de l'interpolation polynomiale

Nous pouvons remplacer la fonction f par son polyndme d’interpolation de Newton (par

exemple)
k(k—1 k(k—1)(k—2
y = flx)=yi+kdy+ (2, )A2y1+(3),()A3y1+~-
K —k B —3k2+2k
= yitkAyi+— A%y + . Ay +
Ou
k:x_hXI et h=xj11—x (iZl,Z,...)
Comme
o= D _dvak _1dy
dx dkdx hdk
On obtient
1 2k—1 3k —6k+2
Y=+ Ay1+TA2y1+TA3y1+

D’une fagon analogue, comme

diy) d(y)dk
1 . . ak
YO =0T = i

on a

R ) On procede de la méme maniere pour chercher les dérivées d’un ordre quelconque.

p ) Pour chercher les dérivées y'(x),y” (x) en un point fixé x, il faut prendre comme x; la valeur
tabulée de 1’argument la plus proche de ce point x.

p) Lorsqu’on cherche la valeur de la dérivée ou des dérivées de y aux points d’interpolation x;,
on peut considérer toute valeur tabulée comme étant une valeur initiale ; on a alors

1 Ay Ay Aty Ay
/
= — A — — JEE—_—
Yia) =4 [ Vi— -+ 2 s
et
1 Ay 11 5
Z _ AZ _ =71 7A4 —ZAS
¥ (x1) 2 { Vim e A Ayt



5.3 DERIVATION NUMERIQUE 65

5.3.3 Erreur de dérivation
casdee =f—P,
Soit P,(x) le polyndme d’interpolation de f. Nous avons

n+1 n+1

Py(x) = ; ai(x) = ; Li(x) f(xi)

On sait que pour tout x € [a,b], il existe &, € [a,b] tel que

1 n+1
e(x) = f(x) = Pualx) = <H(x—xi)> AR

(n+1)!\
Par ailleurs €(x) = L(x)g(x) avec L(x) = nﬁl (x—x;) etg(x) = (n+11)v FUHD(EL), en dérivant nous
i=1 :
obtenons
€'(x) = f'(x) = Pu(x) = L'(x)g(x) + L(x)g'(x)- (5.9)

Le point x pour lequel nous cherchons une approximation peut étre :
- soit I'un des points d’interpolation x;.
- soit un point de [a, b] différent de x; pour tout .
L’erreur commise ne sera pas la méme dans les deux cas.

a) six =x; dans ce cas L(x;) =0et

n+1
jI:I] (x N xj) n+1 n+1
/ . = .
L'(s) = Jim ——— = lim [ (r—x)) = [ [ (i =)
! 1 iG1 1
Jj#i J#i
d’ou
1 n+1 (n41)
8/ X)) = ———-— X;i—X; n )
0 =G | 6= | 7706

i#i
b) si x # x; pour tout i, dans ce cas nous devons connaitre une estimation de g/(x). Si f est (n+2)
fois continument dérivable, pour tout x € [a, D], il existe un élément 7, tel que

) = ooy 0
dans ce cason a :
/ 1 / n+ 1 n—+
() = ooy V@) + oy W ()

Si on connait des bornes de f"+1) et f("+2) ¢’est-a-dire si on note

M, = max )f(”)(x)‘

x€la,b]

nous avons alors

M+1 n+1
€' ()] < (x; —xj)
1 (n+1)|JI:Il 1 J
J#I
et
M, M, .
W@ﬂ_ijmﬂﬁﬂ+mibwuﬂ|mmxé@ﬂm#mn:lem
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Si P,,(x) est un polyndme de Newton contenant les différences Ay, Azy 1,-..,A™y1 et si I’erreur
correspondante est donnée par :

(X—xl)(x(;)jrz)l')'!' (X_XM)f(m-H)(g) _ 1 Kk _(112;1:1()16!_”1)][(’"“)(&)

En(x) =

m+2)

ot & € [x,x,]. En supposant que f € C ( on obtient :

Cden(x)dk R

d
dk dx (m+1)!

Tk k(k—1)-- (k—m)]+k(k— 1)"'(k—m)if(’"“)(§)

dk
(5.10)

r(x) FDE)

en supposant = (m+1) (&) bornée et tenant compte du fait que L lk(k—1)-- (k—m)],_g = (—1)"m!,
on en tire avec x = x| et par suite avec k = 0,
hm

(m+1)
min G (5.11)

r(x) = (=1)"

= Exemple 5.4 Calculer y/(50) pour la fonction y = f(x) donnée par le tableau suivant :

x| 50 55 60 65
y | 1,6990 | 1,7404 | 1,7782 | 1,8129

Solution : Formons le tableau des différences finies comme suit :

X y A%y Ay Aty
50 | 1,6990

0,0414
55| 1,7404 —0,0036

0,0378 0,0005
60 | 1,7782 —0,0031

0,0347
65 | 1,8129

cas de ) = f(r) _plP)
En généralisant 1’équation (5.9) on obtient :

P
8(!’) (X) — Z B{;L(P—j) (x)g(j) (x) (5.12)
=0

en supposant que f soit (n+ 1+ p) continument dérivable, cette equation (5.12) s’écrit

eP) (x) = zp: B{;L(pfj) (x)w

j=0 (n414 )1’ §j € la;b]
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en réecrivant autrement 1’équation (5.10) on obtient :

0P

Tf[x7x17"'7xn+]] :f Xy Xy oooXy X1y ee ey Xt 1
xP ~——

ona:

p+1 fois

p

P ()= YV Ciplp=9)

€ L 3 Xy oo Xy X1y ey Xpy
(x) jE:O 5 (X)f [ XX, X, X1 ooy Xpp

j+1 fois

lorsque les points sont équidisants c’est-a-dire si : x; =x;—; +h=x;+ (i—1)h, i > 1 et si nous
posons : x = x| +th, nous avons :

n+1 ;
Li(x) =5(t) =] (t iijl)
i
et
n+l
Pax) = pal0) = 1 (1) )
d’ou
n+l
Px) = 20 = X 10 x)
et
n+l
B @) =pl 1) = L 4" 0 f ()

p) Les coefficients /;(z), [ (z), 1 (¢) ne dépendant ni de % ni de x;, peuvent étre tabulés.

1

m Exemple 5.5 Trouver I’extremum de la fonction donnée par le tableau suivant :

X 1,80 1,82 1,84 1,86 1,88 1,90
y | 0,5815170 | 0,5817731 | 0,5818649 | 0,5817926 | 0,5815566 | 0,5811571
Solution : Le tableau des différences est donnée par le tableau suivant :
X y Ay A%y Ay
1,80 | 0,5815170
0,002561
1,82 | 0,5817731 —0,001643
0,000918 0,000002
1,84 | 0,5818649 —0,001641
—0,000723 0,000004
1,86 | 0,5817926 —0,001637
—0,002360 0,000002
1,88 | 0,5815566 —0,001635
—0,003995
1,90 | 0,5811571
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I’extremum est atteint pour f/(x) = 0 ¢’est-a-dire :

0 0,000918 — 0,000723
o 2

3k% — 1 0,000002 + 0,000004
2

+k(—0,001641) +
ou
3 2
0=k —1641k+97

ou aussi

97 1,
k= 1641 + 1094k

ce qui donne k = 0,05911 d’oli x = x| +kh = 1,84 +0,05911.0,02 = 1,8411822.

Algorithmes de dérivation

Les formules de dérivation numériques déduites au paragraphe précédent pour la fonction
y = f(x) au point x = x; ont I’inconvenient de n’utiliser que des valeurs de la fonction pour x > x;.

Les formules de dérivation qui tiennent compte des valeurs de y = f(x) aussi bien pour x > x;
que pour x < x; sont relativement plus exactes. Ces formules s’appellent formules de dérivation
par différences centrales.

Soient ...,x_3,X_2,X_1,X0,X[,X2,X3,...un systtme de points équidistants et numérotés symétri-
quement par rapport a xo, & pas x;+1 —x; = h et y; = f(x;) les valeurs correspondantes de y = f(x).
Si on pose

alors si le le polyndme d’interpolation est le polynome de Stirling, on aura :

K2 (k*—1)
4!

R 1) g
E

K (k* — 1) (k* —22)
6!

k2
y o= SO =yotkAy_;+ A% 1+ Ay a+  (5.13)
k2 (k2 — 1) (k* — 22
LR 1) )

5!

A5y7% + Aby 34

Ay_1+Ayy A3 _ ASy_3+Ay_,
—s Ay =

Ay 1 +A%y 1 A5 _
3= SRR Ny s = SR e

ou Ay; = yip1 —yi; Ay_1 =
En tenant compte de :

dk 1

dx  h

on obtient de la formule (5.13) :

—1 2k —k

1 3k?
r_ / _ 2 4
yo= fa) = (Ay +kAYy Yoyt A2t

3k° — 10k3 + 4k

5k* — 15k +4
AS TAOy g
T 0 Yoyt 360 Y3t
et
1 6k* — 1
"o 11 — (A2 3 4
y o= f(x)—hz(A)L1+kAy,%+ D Ay 2+
2k3 — 3k 15k* — 30k> + 4
Ay s +——— A8y 34...)

12 T2 360
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en particulier si k=0, on a:

() = 1 (A~ gAy + Wy g ) 6149
et

" 1 2 1 4 1 6

¥'(x0) = hj(A y-1= 5 AY2+ oA y_3+--) (5.15)

» Exemple 5.6 Calculer la dérivée y'(1) et la dérivée seconde y”(1) de la fonction donnée par le
tableau suivant :

x| 0,9 0,98 1,00 1,02 1,04
y | 0,7825361 | 0,7739332 | 0,7651977 | 0,7563321 | 0,7473390

Solution : En composant les différences de la fonction y = f(x) on obtient :

X y Ay A%y Ay Aty
0,96 | 0,7825361
—0,086029
0,98 | 0,7739332 —0,001326
—0,87355 0,000025
1,00 | 0,7651977 —0,001301 0,000001
—0,88656 0,000026
1,02 | 0,7563321 —0,001275
—0,89931
1,04 | 0,7473390

et en appliquant (5.14) on a :

1 87355488656 ., 125426 . 1 _
(1) = — 1077 — -, 1077+ —.1.1077) =
y (1) 0.02" 2 6 2 30 )

= —50(88005,5+4,240).10~7 = —0,4400485.

et

1
—(=1301.1077 = —.1.107 ) =
0,022< 12 )

= —2500.1301.10~7 = —0,325250.

p) Quand les points d’interpolation sont équidistants, les différences divis€es sont remplacées
par différences finies.

- On appelle différences finies d’ordre 1 progressives, notées Vj, f, 1a fonction définie par :

Vi) = 1 (Fr+h) — £(2)

-On appelle différences finies d’ordre 1 régressives, notées V,, f, la fonction définie par :
- 1
Vif(x) =5 (flx) = fla—h)

-On appelle différences finies d’ordre 1 centrales, notées Oy f, la fonction définie par :

h h

81 () = 1 (Frt 5)~ fx—2)
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- On définit les différences finies d’ordre k progressives, notées VI;, f, la fonction définie par :
Vif(x) = Va(Vy f ()

-On appelle différences finies d’ordre 1 régressives, notées V,j f, la fonction définie par :
Vif(x) = ViV f(x))

-On appelle différences finies d’ordre 1 centrales, notées 5}: f la fonction définie par :

8K f(x) = 8u(8K 1 f(x))

p) On appelle différences non divisées le produit
k _ <gkpk
Vi =V,h
pour les différences non divisées progressives,
vk _ x7kpk
Vi =V,h
pour les différences non divisées régressives, et
k kpk
6 == 6hh

pour les différences non divisées centrales.

5.3.5 Formules centrales de dérivation

2
F/00) = 5 (F0) = fx0)) e SOE), E € lr i

4
F/(x0) = 13 (F(2) = 87(1) +87() — fl) + 2 FOE), €€ vz

2
1" (x0) = %(f(xl) —2f(x0) + f(x-1)) +%f(4)(§)a & € [x_1,x]

4
F"(30) = g (-2 (x-2)+ 32 (x 1) ~60f(x0) + 32 (1)~ 2f(x2)) + 5 O €), & € [x 2,3

5.3.6 Formules non centrales de dérivation
, 1 R )
faer) =5 (=3 f () +4f(x0) = f(xr)) — 3/ (&), &€ lfx_1,x1]
, 1 h? 3)
fiox) = 5 (flar) =4f (x0) +3 (xt)) + 5 f (&), & €lx_1,x]
4
flxoy) = r;}l(—25f(Xz)+48f(x71) —36f(x0)+16£(x1) —3£(x2)) +%f<5)<é>, £ €x2,x)
4
F/01) = £ (e 2) 4 6F(x1) 18 (x0) + 10/ (1) 43 (x2)) — %f(s)(é), £ € [xa.m)]

4

f(x) = 1;7(31’()6—2) —16f(x_1)+36f(x0) —48f(x1)+25f(x2)) — hgf(s)(é), § € [x—2,x)]
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5.4 SERIE D’EXERCICES

Exercice 5.5 Soit f une fonction possédant (n 4 2) dérivées continues dans I'intervalle [a, ],
I’erreur d’interpolation polynomiale en (n+ 1) points est donnée par :

x=x1) (x=x2).o. (x=X 1) FOT D (&,
() = /(x) — pa(x) = Ol el (S

1. Calculer g)(x);

2. Donner une évaluation de €} (x) en un point d’interpolation x;

3. Pour n=1,x; = a,x, = a+h, calculer p/(a) et &/ (a);

4. Pour n =2,x; = a,x; = a+h,x3 = a+2h, calculer p)(a) et &(a).

Exercice 5.6 Calculer y'(0,97) de la fonction y = f(x) donnée par le tableau suivant :

X 0,96

0,98

1,00

1,02

1,04

0,7825361

0,7739332

0,7651977

0,7563321

0,7473390

50

55

60

65

1,6990

1,7404

1,7782

1,8129

Exercice 5.8 1. Soit f(x) = €, on donne le tableau suivant :

x| 0,4 0,6 0,7 1,0
2,013753

y | 1,491825 | 1,822119 2,718282

2. Calculer f7(0,8) et donner une majoration de I’erreur.

| Exercice 5.7 Calculer y'(50) et y”(50) de la fonction y = log(x) donnée par le tableau suivant :
‘ 3. Calculer f”(0,8) et donner une majoration de I’erreur.
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6.1 METHODES DIRECTES

6.1.1 Rappel

Rang d’une matrice
Définition 6.1.1 Soit A € M, ,(R) une matrice de m lignes et de n colonnes. Le rang de A est

égal au nombre maximum de colonnes de A linéairement indépendant et on le note :
rang A

Le rang de A est donc aussi égal a la dimension de I’image de toute application linéaire représenté
par A.

Proposition 6.1.1 - rang A = rang A" - si A € M, ,(R) alors rang A < inf(m,n) - si A € M,(R)
alors A inversible < rang A = n.

Définition 6.1.2 Soit A € M,, ,(R), on appelle matrice extraite de A une matrice obtenue par
sélection de lignes et de colonnes. Par exemple si / (respectivement J) est un sous ensemble de
{1,2,...m} (respectivement {1,2,...n}) on définit une matrice extraite B de A par :

B= (aij)iel, jel

Théoreme 6.1.2 Soit A € M, ,(R) une matrice de rang r alors :
— le rang de toute matrice extraite de A est inférieur ou égal a r,
— toute matrice carrée inversible extraite de A est d’ordre inf érieur ou égal a r,
— il existe une matrice carrée extraite de A d’ordre r qui est inversible.

6.1.2 Systémes linéaires
I Définition 6.1.3 On appelle systeme de m équations a n inconnues xi,xp,...,x, la famille
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d’équations :

anxi+apxy+ ... +apmx, = b
ar xy +axyxy+..... “+ dopXn = b 6.1)
A1 X1+ amaxo + ... + aynxn = by

que I’on peut mettre sous la forme matricielle suivante :
Ax=D>

ot A € My, »(R) est une matrice donnée par ses éléments (a;;), 1 <i<m,1 <j<n ,beR"
de composantes (b, by, ....,b,) et x le vecteur inconnu de composantes (x1,x2, ....,Xy).

R) Sib =0, ondit que le systeme (6.1) est homogene. Dans le cas oi m < n, on dit que le
systeme est sous determiné et dans le cas oll n > m on parle d’un systeme sur determiné.

Théoreme 6.1.3 Une condition suffisante pour que le systeme (6.1) admette au moins une
solution est que rang A = m.

Corollaire 6.1.4 Soit A € M,,(R) une matrice carrée, une condition nécessaire et suffisante pour
que le systtme Ax = b admette une solution unique est que A soit inversible. Autrement dit
detA £ 0 (ou rangA = n). Le systéme (6.1) est alors dit systeme de Cramer.

6.1.3 Résolution d’un systéme triangulaire supérieur
Définition 6.1.4 Soit A € M,,(R) une matrice carrée, A est dite triangulaire supérieure si :

aij:0, Vi>j

Dans ce cas le systeme Ax = b est dit triangulaire supérieur.

Rp) Onne traitera pas le cas des systemes triangulaires inférieurs car la technique de résolution
est identique.

Le systeme d’équations Ax = b triangulaire supérieur a la forme suivante :

anxy +appxy+..... + dinXn = by
anxy +..... +amx, = by
ppXn = by,

Théoreme 6.1.5 Soit le systéme triangulaire supérieur Ax = b ou A € M,,(R) est une matrice
carrée et b € R”, si:

akk7é0, Vk € [l,n]
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alors le systeme admet une solution unique et cette solution x* est telle que :

by —=Y"_ . apxt
X== Lkt W) k={nn—1,..,1} 6.2)
Akk

Nous allons étudier les méthodes de résolution du systeme de n équations linéaires a n inconnues
Ax = b, par les mé thodes directes. Nous entendons par méthodes directes des méthodes qui meénent
a la solution en un nombre fini d’opérations élémentaires. Ces méthodes sont utilisées seulement si
le nombre d’équations du systéme n’est pas trop élevé (généralement n < 100 ). La méthode de
Cramer en est une, mais elle est numériquement inacceptable. Car sa mise en oeuvre demande le
calcul de n+ 1 dé terminants et n divisions. Pour calculer chaque déterminant, nous devons effectuer
n!n multiplications et n! — 1 additions soit un total de (n+ 1)?n! — 1 opé rations élémentaires Par
exemple, pour n = 5 on obtient 4319 opérations él¢ mentaires. Pour n = 10 on obtient a peu pres
4.108 opérations él émentaires Or, dans la pratique, nous aurons 2 résoudre des systémes d’ordres
n =100, n = 1000 voire méme plus. Il est donc impossible de r ésoudre de tels systemes par la
méthode de Cramer. Dans ce chapitre, nous présentons essentiellement la méthode d’¢é liminations
successives de Gauss et son interprétation matricielle, laquelle débouche sur la méthode de Cholesky
pour un systeme a matrice définie positive. Si la matrice A n’est plus triangulaire, nous sommes

amenés a chercher une matrice M inversible telle que la matrice produit MA soit triangulaire. On
résoudra alors le systeme :

MAx = Mb

par 1’algorithme (6.2). Nous nous limitons bien entendu a des systeémes Ax = b avec detA # 0.

METODE DE GAUSS

Soit A € M,(R) une matrice carrée donnée et b € R”". On cherche x* solution du systéme
linéaire :
Ax=D>

La méthode de Gauss consiste a construire un systeéme é quivalent plus facile a résoudre (2 matrice
triangulaire supé rieure par exemple). Deux systémes linéaires définis par deux matrices A € M, (R)
et U € M,(R) sont dits équivalents si leurs solutions sont identiques.

Rp) - Les transformations élémentaires suivantes appliquées a un systeme lin€aire engendre un
systeme linéaire équivalent : - Une équation peut étre remplacée par cette méme € quation a
laquelle on ajoute ou on retranche un certain nombre de fois une autre ligne. - La multiplication
d’une équation par une constante non nulle. - La permutation de deux lignes ou de deux
colonnes.

La représentation d’un systeme linéaire peut se faire a travers une matrice de dimension n.(n+ 1)
appelé matrice augmentée. La matrice est noté A = [A|b] et a pour forme gé nérale :

aiy ap -+ ai | b
s ay ax - ay | b
A= ‘

apl 4dp2 -+ dApp | by

La résolution du systéme linéaire ayant pour matrice augmenté e A peut se faire en appliquant des
transformations él¢€ mentaires permettant d’obtenir un systeme équivalent. L’ objectif de I’algorithme

de Gauss est la construction d’un systeme triangulaire supérieur équivalent, en annulant au fur et a
mesure les termes en dessous de la diagonale.
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Définition 6.2.1 On appelle pivot de la transformation, I’élément a; de la matrice utilisée pour
annuler les termes aj, j > k. La ligne k est alors appel€e ligne pivot.

Théoreme 6.2.1 Soit un systeme linéaire défini par une matrice A d’ordre n et b € R”". Si A est
non singuliére alors il existe une matrice U d’ordre n triangulaire supérieure et y € R" tels que
Ux =y soit équivalent a Ax = b. La résolution du systeme Ax = b se fait ensuite par résolution
du systeme triangulaire supérieur.

Démonstration. Construisons la matrice augmentée A(!) = [A(l) ]b(l)]

() (1)

Bl
A0 — | % 92 o | by
T
d ]

I’exposant indiquant le nombre de fois qu’une valeur a été stocké e a la location i, j donnée. La
premiere étape de I’algorithme de Gauss est d’annuler I’ensemble des coefficients de la premi ere
colonne en dessous de la diagonale. Cela s’obtient si a;; # 0 en réalisant la transformation suivante
sur la ligne i > 1:

ag) = agjl-) —gilaglj), jE[l,n+1]

m

ol g = Z’(‘l) , on obtient le systeme équivalent a I’étape 2 suivant donné par sa matrice augment ée :
11

(1 1) (1) (1)

s
A0 — 0 ay - ay | b
N

2 2 2

0 aflz) - aSm) | bn )

les étapes suivantes consistent a refaire le méme procédé pour les colonnes suivantes. Ainsi I’étape k
consiste a éliminer I’inconnu x; dans les équations k+ 1, ...,n. Ce qui donne les formules suivantes

définies pour les lignes i = k+ 1,...,n en supposant que le k"¢ pivot a,(cl,? #£0:

(k+1) _ () (k)

@ =a;; —guay;, JEkn+l] (6.3)

(k)
avec gjx = % A la derniere étape c’est-a-dire a k = n, on obtient le syst éme équivalent suivant :
ek

RN 0

al] a(]zz) oo .o agg) zz)
0 ay - e o ‘ by
A(") — . N |
00 oy ety b
0o - ... 0 ayr? ‘ bn")

la matrice U est donc définie comme étant la matrice A® et y le vecteur o). |
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p) -Laligne i de la matrice A® pest plus modifiée par 1’algorithme des lors que i < k. - A
I’étape k, on pratique I’élimination sur une matrice de taille n — k4 1 lignes et n —k + 2
colonnes.

p) Silors de I’élimination I’élément a,(f a I’é tape k est nul alors la ligne k ne peut pas étre

utilisée comme ligne pivot. Dans ce cas, on cherche une ligne j > k telle ay,i) # 0. Si une
telle ligne existe, alors on permute la ligne j et la ligne k sinon le systeme n’admet pas de
solution.

p) Pour minimiser les erreurs d’arrondi, on choisit la valeur du pivot la plus grande en valeur
absolue. Pour ce faire deux stratégie sont possibles :

1. La méthode dite & pivot partiel : Au k™ pas de I’élimination, on choisit comme ligne
de pivot celle qui, parmi les n — k+ 1 restantes, a I’élément de module maximum en
colonne et on permute dans A*) 1a k%™ ligne naturelle et celle qui réalise ce maximum.

2. La méthode dite a pivot total : Au k’" pas de I’élimination, on choisit comme pivot
I’élément de plus grand module dans la matrice d’ordre n — k + 1 restante. On permute
donc dans A®) 1a k¢ colonne naturelle et celle du pivot, ce qui modifiera I’ordre des
composantes du résultat. A la fin du processus, il ne faudra pas oublier de remettre dans
I’ordre initial les composantes de la solution x.

6.2.1 Interprétation matricielle de la méthode de Gauss

Supposons que 1’on puisse effectuer 1’élimination sans permutation des lignes et des colonnes.
Considérons alors les matrices

1 0 e e 0
0
G» = 1 . k=1,2,..,n—1
0 —8rkrik 1 0
0 —8nk 0 1
avec
(k)
ik .
8ik = (> Ppour i=k+1,...,n.
Dk

le systeme (6.3) peut se mettre sous la forme

Ak _ gk 40

ce qui donne

avece
A — [A<n>|b(n>}
Posons
U = AW
L = (G<"—1>.G<"—2).G("—3> ..... G(l))_]
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U (pour Upper) est une matrice triangulaire supérieure et L (pour Lower) est une matrice triangulaire
inférieure a diagonale unité . Donc nous avons écrit A sous la forme : A = LU ou

1 1 1
1 0 - v -0 ail) aégi (2) aéﬁ%
gn 1 T 0 ay ay - o a5
(1) (1)
. . . : . . annflnfl an’iln
P TP | 0 i e .. 0 aglf:l)

nous sommes donc amenés a résoudre successivement les deux syst eémes triangulaires :

Ly b )
{Ux ~ ou y=»>

6.3 METHODES LU

La premiere phase de la méthode de Gauss consistait a transformer le systéme Ax = b en un
systeme triangulaire Ux = y avec U une matrice triangulaire supérieure. Supposons qu’aucune
permutation n’ait été effectuée, on peut alors montrer que U et y ont été obtenus a partir de A et b
en les multipliant par une méme matrice R triangulaire et inversible, c’est-a-dire

U=RA et y=Rb

onadonc A =R 'U.Etsionpose L=R 'et U=R, on peut donc dé composer A en un produit
de matrice triangulaire inférieure L et une matrice triangulaire supérieure U. La méthode de
Gauss appartient donc a la classe des méthodes dites méthodes LU . Elles consistent a obtenir une
décomposition de la matrice A du type LU et a résoudre le systéme triangulaire Ly = b puis ensuite
le systeme triangulaire Ux =y (L et U étant supposé es inversibles).

Ly = b
Ax:b<:>LUx:b<:>{ Y
Ux =y
6.3.1 Décomposition LU
Définition 6.3.1 Une matrice A non singuliere, admet une factorisation triangulaire si il existe
une matrice L triangulaire inférieure et une matrice U triangulaire supérieure telles que :

A=LU

Théoreme 6.3.1 Soit le systéme linéaire Ax = b, si au cours de 1’élimination de Gauss de la
matrice A, aucun pivot n’est nul alors il existe une matrice L triangulaire inférieure et une matrice
U triangulaire supé rieure telles que :

A=LU

si de plus on impose /i = 1 alors la factorisation est unique.
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La matrice U s’obtient en appliquant la méthode de Gauss tandis que la matrice L s’écrit de la
maniere suivante :

1 0 0 0

by 1 0 0

L= 131 132 0 0
: 1 0

lnl ln2 o lnn—l 1

(k)
oupouri>lonaly= % Ainsi la matrice L est composée des facteurs multiplicatifs permettant
i
d’annuler les éléments sous le pivot. Comme il existe des problémes simples pour lesquelles
un des pivots est nul, le théoréme suivant permet d’étendre la factorisation LU a un cadre plus
général.

Théoreme 6.3.2 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice A inversible puisse
se factoriser sous la forme A = LU est que det(Ag) # 0, Vk=1,2,..n— 1. OU Ay = (aij)i=12, k-
i=1.2 k

J=12,.

Démonstration. 1) Si A= LU, A, = LUy et siA est inversible, detU = [T, u; = [T, a #0.
Donc det(A;) = det(L;). det(Uy) = det(Uy) = [T5, al(;) # 0. 2) Supposons que det(Ax) #0 Vk =
1,2,...,n—1. Cela est vrai en particulier pour k = 1, donc agll) = det(A;) et la premiere étape de

I’élimination de Gauss est possible. Par récurrence, si on a obtenu A®) pour k < n— 1

AR — g1 G- GE-3) 5 40

alors d«;t(A,((k)) = det(G,(ckfl))...det(G,((l))det(A(l)) = det(AN) #£0 A,((k) étant triangulaire on a
Hfle at(.l.’) =0 donc a,(!,? £ 0, donc la kK’ étape de 1’élimination est possible. On obtiendra finalement
A=LU. |

Théoreme 6.3.3 — méthode a pivot partiel. Soit A une matrice carrée d’ordre n inversible,
alors il existe une matrice de permutation P telle que les pivots de PA soient non nuls. Ainsi il
existe deux matrices L et U telles que PA = LU.

R) lesysteme linéaire Ax = b est équivalent au systeme PAx = Pb et la résolution du systeme se
fait selon les étapes suivantes :

1. Construire U, L et P,

1. Calculer Pb,
2. Résoudre Ly = Pb (systeme triangulaire inférieur),
3. Résoudre Ux =y (systeme triangulaire supérieur).

6.4 METHODE DE CHOLESKY

Certains systemes présentent des propriétés particulié res. Les matrices associées a ces systémes
peuvent étre sym e&triques, a bande, etc...La méthode de cholesky a pour but la r ésolution de
systémes linéaires pour lesquels la matrice associ ée est symétrique définie positive.
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Définition 6.4.1 — Matrice symétrique. Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que A est
symé trique si on a

A=A
Définition 6.4.2 — Matrice définie positive. Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que
A est définie positive si elle vérifie la condition suivante :

VxeR" et x#0, (Ax,x) >0

ot (.,.) désigne le produit scalaire dans R". C’est-a-dire :

n

<x7y> = inyie vxvy eR"
i=1

On définit la norme induite par :

1
[Ix[| = (x,x)2
Proposition 6.4.1 Si A est une matrice symétrique définie positive alors :
1. a; >0,
2. aij < a;ajj Vl'#j,
3. max; |ajk’ < max; |ajq| .

Théoreme 6.4.2 Sila matrice A est une matrice carrée définie positive alors elle est inversible.

Corollaire 6.4.3 Si la matrice A est une matrice carrée définie positive alors le systeme linéaire
Ax = b ou x,b € R" admet une solution et une seule.

Théoreme 6.4.4 Soit M une matrice carrée telle et non singuliére alors la matrice A = MM" est
symétrique définie positive.

m Exemple 6.1 Soit
1 00
M=1|1 10
1 11
alors
1 11
A=MM =11 2 2
1 2 3
est définie positive. "

Factorisation de Cholesky

Théoreme 6.4.5 Soit A une matrice carrée d’ordre n symétrique définie positive, A peut alors se
décomposer et de maniere unique en

A=LL
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ou L est une matrice triangulaire inférieure avec des €é1¢ ments diagonaux positifs.

Ainsi ce théoréme permet de déduire que la méthode de construction des matrices définies positives
engendre en fait ’ensemble des matrices symétriques définies positives. Si A est une matrice
symétrique définie positive alors le systé me Ax = b peut étre décomposé en LL'x = b et ce systéme
peut se résoudre en résolvant les systemes triangulaires :

Ly = b
L'x =y
Algorithme de décomposition de Cholesky
Soit A une matrice symétrique définie positive alors on a A = LL'. Pour résoudre le systeéme
Ax=0b (6.4)

le théoréme précédent nous permet d’écrire (6.4 ) sous la forme LL'x = b avec L une matrice
triangulaire inférieure inversible. On est donc amené a résoudre

Ly = b

L'x =y
Le probleme consiste donc a construire explicitement la matrice L = (/;;) triangulaire inférieure
telle que

A:LLI ou A= (a,-j)

ce qui équivaut a

J
ajj= Zlikljky Jj<i.

k=1
Soit :
apl an Aain i1 0 0 O I L - Ln
azr axn am | by by -+ 0 0 Ly - Iy
anl an2 ann ll’ll ln2 e lnn 0 0 cee lnn

en remarquant que a;; est le produit de la ligne i de L et la colonne j de L' alors on a :

Lilik = lLinliy +lnho + - 4+ linlin = lin 1y

n
ajl =

k=1

en particulier pour i =1, on a l;; = y/aj; (1 est bien positif). la connaissance de /1| permet de
construire la premiere colonne de la matrice L car :

ail

I =2
il lll

En raisonnant de la méme maniere pour la deuxiéme colonne de L ,on a :

n
ap = Y il = linl1 +1plo
—1

k=
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en prenant i = 2 alors az; = l%l + l%z. D’ou I’on tire

by =\/an —13,

ensuite on a :

oIyl
lp = 222t 122" 2 i_34,..n

On peut généraliser la procédure au calcul de la colonne j en supposant que les (j — 1) colonnes
ont déja été calculé e. Ainsi :

n
al-j = Zlijllj:lijljl+lijlj2+"'+likljk+"'+linljj
k=1

et seul /;; et [;; ne sont pas connus. Si on pose i = j, on obtient :

et par conséquent

» |
aj =Yl . j = 2.n

lij = i>j

Ljj

p) Ladécomposition de A symétrique définie positive, sous la forme A = LL' est unique a une
matrice diagonale unité pres. C’est-a-dire si A = LL' = MM", alors M = DL avec D matrice
diagonale telle que d;; = +1.

p) Laméthode de Cholesky permet de calculer detA par

n
detA =[]
i=1
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6.5 SERIE D’EXERCICES

Exercice 6.1 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

—3X1 — X2 = 5
—2x14+x+x3 = 0
2x1 —xp+4x3 = 15

1. En appliquant les formules de Cramer.
2. En triangularisant la matrice du systeme associée par la méthode de Gauss.

Exercice 6.2 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

2x1+x —5x3+x4 = 8
X1 —3xp —6x4 = 9
2x7 — X3+ 2x4 = -5
X1 +4x)—Tx3+6x4s = 0
En appliquant le principe de triangularisation de Gauss. n

Exercice 6.3 Soit le systeme d’équations linéaires suivant :

X1+ 2x3 2
Sxp +4x3 =0
2x1+4xy)+14x3 = 5

1. Montrer que la matrice associée a ce systeme est définie positive.
2. Résoudre ce systeme en utilisant la méthode de Choleski.

Exercice 6.4 Soit les systemes d’équations linéaires suivants :

Xi+x+2x3 = 1 X1+4x+x3+3x4 = 2
—x2+3x3—x4 = 0

5x14+5x; = 3 et
xi+xtxz = -2 3x1+x2+2x4 = 1
1 2 3 = X1—2x+5x3+xy = -2

Effectuer la résolution en mettant, si cela est possible, la matrice associée a chacun de ces
deux systemes, sous forme d’un produit de deux matrices triangulaires de structures différentes.

6.6 METHODES INDIRECTES

Introduction

Les méthodes directes de résolution de systemes linéaires fournissent une solution x au probleme
Ax = b en un nombre fini d’op érations. Si I’ordre n de la matrice A est élevé, le nombre d’opérations
est aussi élevé et de plus, le résultat obtenu n’est pas rigoureusement exact. Par ailleurs, il existe
des cas ou les structures du systeme liné aire ne sont pas tirés a profit par les méthodes directes.
C’est par exemple le cas des systemes ol la matrice A est trés creuse. C’est la raison pour laquelle,
dans ce cas , on préfere utiliser des méthodes itératives. L’ objectif est de construire une suite de
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vecteurs {x(k) } —12. , qui tend vers un vecteur ¥, solution exacte du probleme Ax = b. Souvent,

on part d’une approximation {x(o)} de X obtenue en géné ral par une méthode directe.

Les méthodes itératives

L’ objectif est de résoudre un systeme du type Ax = b. Pour cela, nous allons décomposer la
matrice A en

A=M—-N
de sorte que M soit inversible. Ainsi, le systeme devient :
Mx=Nx+b

et nous chercherons par récurrence une suite de vecteurs x() obtenu 2 partir d’un vecteur x() et de
la relation

Mx%) = Nx®) L p
c’est-a-dire
x* D = p TN ® L 1p

Cette relation est une relation de récurrence du premier ordre. Nous pouvons en déduire une relation

reliant erreur e®) = x(®) — g3 e*—1) = x(k=1) _ 5.
M(x® —5) = N D —5)

puisque Mx = Nx+ b et donc e®) = M~ 'Ne*=1 pour k = 1,2, ... Si on pose B =M~'N, nous

avons alors

o) _ Bo0)

La convergence de la suite x*) vers la solution X est donné par le proposition suivant :

Proposition 6.6.1 Le choix de la décomposition de A devra obeir aux regles suivantes :

Proposition 6.6.2 1. Le rayon spectral p(M~'N) doit étre strictement infé rieur a 1.
2. La résiolution de Mx®) = Nx(*k=1) 4 p doit étre simple et n écessiter le moins d’opéra-
tions possibles
3. Pour obtenir la meilleure convergence, p(M~'N) doit étre le plus petit possible.

On voit que la convergence dépend de la décomposition.

6.6.2 Différentes décomposition de A

On écrit la matrice A sous la forme
A=D+E+F
avec D la matrice diagonale suivante :

ag; 0 -+ 0
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E la matrice triangulaire inférieure suivante

E— any 0 0
an -+ Quu—1 O

et F la matrice triangulaire supérieure

0 ap - an
F = 0
0 an—1n

Nous obtiendrons donc la décomposition A = M — N a partir de diffé rents types de regroupement

de ces matrices D, E et F.

Méthode de Jacobi

On pose
M=D et N=—(E+F)
ainsi, B=M"'N =D~ (—E — F), ce qui implique :

) =p Y —E-F)x® + Db

si on exprime cette relation en fonction des éléments de la matrice A nous avons :

n
k+1 a; b;
x,( )———E —Jx5)+—
—1 Qii Aijj

j=1

J#i

i=1,2,...,n

Méthode de Gauss-Seidel
Cette méthode utilise

M=D+E et N=-F
D’ou
B=—(D+E)'F,
etalorsona:
XD = —(D4+E)'FxW + (D+E) b

le calcul de I'inverse de (D + E) peut étre évité. Si on écrit (D + E) x*+1) =

Zaux (1) Z a,]x
Jj=i+l1

d’ou

k+1 k-H

—FxK+ b, on obtient
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Méthode de relaxation

On donne un parametre @ € ]0,2[, appelé facteur de relaxation, et on pose
D l-w
M=—+4+FE e¢ N=|——|D—-F
(l) (O]

et par conséquent

(D +E> L) <(1—“’> D_F> A0 4 b
(0] (0]

i—1 n
= (- @)+ 2 (—Zaijxﬁk“)— )3 aijxﬁ")+bi> i= 1,20,

d’ou

@i \ =1 j=itl

Comme on peut le constater, la méthode de Gauss-Seidel correspond a la méthode de relaxation
pour @ = 1.

CONVERGENCE DES METHODES ITERATIVES

La convergence des méthodes itératives dépend fortement du rayon spectral de A, Nous étudions
d’abord les propriétés de certaines matrices et la localisation de leurs valeurs propres.

Définition 6.7.1 Soit A € .#,, ,(R) une matrice. On définit la norme matricielle induite a partir
de la norme vectorielle sur R" par

A
||A|]:rnax” x|
A0 ||x]|

Proposition 6.7.1 Soit A et B deux matrices telles que leur multiplication soit compatible alors on
a:

IAB]| < [|A]l[|B]|

pour toute norme induite.

Théoreme 6.7.2 — Gerschgorin-Hadamard. Les valeurs propres de la matrice A appartiennent
a la reunion des n disques Dy pour k = 1,2,...,n du plan complexe (A € U}_, Dy ol Dy, appelé
disque de Gerschgorin, est dé fini par :

|z —aw| < Y Jax;|

j=1
J#i

Cas général
On considere une méthode itérative définie comme :

*©  donné
x(k+1) — Cx(k) _|_D
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Théoreme 6.7.3 Soit A une matrice carré d’ordre 7, pour que limy_,.,A* = 0, il faut et il suffit
que p(A) < 1.

Théoreme 6.7.4 Si il existe une norme induite telle que ||C|| < 1 alors la méthode itérative
décrite ci-dessus est convergente quelque soit x(9) et elle converge vers la solution de :

(Id—C)XZD

Théoreme 6.7.5 Une condition nécessaire et suffisante de convergence de la méthode ci-dessus
est que :

p(C) <1

p) lacondition de convergence donnée par le rayon spectral n’est pas dé pendante de la norme
induite, cependant elle peut étre utile car le calcul du rayon spectral peut étre difficile.

Cas des matrices a diagonale dominante
Définition 6.7.2 Une matrice est dite a diagonale dominante si :

n
Vil <i<n, |ag|>Y |aijl
=1

J#

Théoreme 6.7.6 Si A est une matrice a diagonale strictement dominante, alors A est inversible
et en outre, les méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent.

Démonstration. si A est une matrice a diagonale strictement dominante, on montre que A est
inversible en démontrant que 0 n’est pas une valeur propre (c’est-a-dire KerA = 0). Posons B =
M~!N estsoit A et v tels que Bv = Av avec v # 0. Puisque 1’on s’interesse 2 p (B) < 1, on s’interesse
en fait a la plus grande valeur propre de plus grand module de B. Ainsi, on peut supposer que A # 0.
L’équation Bv = Av devient :

(M—iN)v:O

- Pour Jacobi; I’équation devient :

1 1

soit C=D+ 5yE+ 4 F.si|A| > 1, on aurait :

n n n
leil = laal > Y. Jaig| = 3 |77 = X fei]
=1 J=1 j=1
J#

J_
J# J#i

dij
A

donc C serait a diagonale strictement dominante et par conséquent inversible. C inversible implique
que Cv =0 donc v=0.Orv#0, d’o U la contradiction et donc on a bien |A| < 1. - Pour Gauss-
Seidel ; I’équation devient :

<D+E+;1LF>v:O
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en posant encore C =D+ E + %F . et en supposant |A| > 1, on aurait :

a;
‘C”’ = lj

‘CU|

]
]#l j#x

et on obtient le méme type de contradiction. |

Cas des matrices symétriques définies positives

Théoreme 6.7.7 Si A est une matrice symétrique définie positive, alors les mé thodes de
Gauss-Seidel et de relaxation pour (@ € ]0,2[) convergent.

La convergence de la méthode est d’autant plus rapide que p(M~'N) est petit. Or cette matrice
B = M~'N dépend de ». Une é tude théorique des valeurs propres de B montre que I’allure de
la courbe p(B) en fonction de B est décroissante entre 0 et @, et croissante entre @, et 2. Par
ailleurs, on a toujours 1 < ®,,; < 2. On a donc intérét a choisir @ le plus proche possible de ®, .

La méthode de correction
Soit le vecteur reste en x défini comme :

r(x) =b—Ax

et {r(k>} le reste en {x(k) } On appelle également I’erreur en k le vecteur

ce qui signifie que e(?) est la solution du systtme Ax = —r(¥) et théoriquement, on a & = x(0) — ¢(0)
Pratiquement, en appliquant au systeme Ax = —r(9 la méthode directe qui nous a fourni x© on
n’obtient pas directement ¢(?), mais une approximation y(©) de ¢(?). Si on pose x(!) = x(0) —y(0)
x1) est une nouvelle approximation de %, en itérant les calculs précédents, on obtient :

Ae) = A —g) =AMy —p = -V
la résolution du systtme Ax = —r(!) donnera une approximation y(!) de e(!), et une nouvelle

approximation x() de ¥ :

@ () (1) L 0) _(0) _ (1)

-y -y =y
Ces calculs peuvent étre itérer autant de fois que nécessaire, pour s’arréter lorsque le reste est
suffisament petit. A la k" itération, les relations suivantes sont vérifiées pour y*~1) approximation

de ek -

k—1

K — (k=1) _y(kfl) — 0 _ Zy(i)
i=0
avec y(i) une approximation de e(i), solution de Ax = —r() et i = 0,1,2,....,k— 1. Si nous nous

arrétons lorsque k = N, il est nécessaire de ré soudre N + 1 systemes linéaires : d’abord Ax = b,
pour obtenir %) puis Ax = —rl) et j= 0,1,2,...,N — 1 afin d’obtenir y(i). Une fois la matrice A
décomposée (en LU ou Cholesky), il s’agit donc de résoudre les systemes LUx = —r{) ot —r() a
été calculé par la relation r) =p— Ax1.
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Exercice 6.5 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

10x; —2xp—2x3 = 6
—x1+10x, —2x3 = 7
—x1—x+10x3 = 8

Par 1a méthode des approximations successives. Arréter les calculs des que :

X

(k+1) _x(k)’ <1072

Exercice 6.6 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

10x; —2xp—2x3 = 6
—x14+10xp —2x3 = 7
—x1—x+10x3 = 8

Par la méthode de Seidel. Arréter les calculs des que :

X

(k+1) _x(k)’ <1072

Exercice 6.7 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

10x1 —2xp, —2x3 = 6
—x1+10x, —2x3 = 7
—x1—x+10x3 = 8

Par 1a méthode de relaxation. Faire les calculs avec deux décimales.

Exercice 6.8 Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :

10x; +x +x3 = 12
2x1+10xp +x3 = 13
2x1+2x+10x3 = 14

Par 1a méthode de relaxation. Faire les calculs avec quatre décimales.
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7.1 INTRODUCTION

Les équations différentielles ordinaires ou E.D.O. sont utilisées pour modéliser un grand nombre
de phénomenes mécaniques, physiques, chimiques, biologiques etc...
Soit f une fonction continue

f: Ja,b] x RX - R™ (7.1
(t,y) = f(t,y) (7.2)

telle que :

F=(fisfrsmmmmnn )

et

fit [a,b] xR* =R
(t,y) = fi(t,y)

Définition 7.1.1 1- E.D.O. du premier ordre : On appelle équation différentielle ordinaire du
premier d’ordre une équation de la forme :

yI(e) =fty(1) 1€ lab] (7.3)

2- E.D.O. d’ordre p : On appelle équation différentielle d’ordre p une équation de la forme :

Y2 (1) = £(t,y(t),y1(t),y2 (1), ...... P D@ reab] (7.4)

f est une fonction continue donnée

£ la.b] x (R — R¥
(x,y) = f(x,y)

1. Une fonction y de classe C! vérifiant I’équation (7.3) est dite solution de I’équation
diftérentielle du premier ordre.

2. Une fonction y de classe C? vérifiant 1’équation (7.4) est dite solution de 1’équation
diftérentielle d’ordre p.

Proposition 7.1.1 Toute équation différentielle d’ordre n sous forme canonique peut s’écrire
comme un systeme de n équations différentielles du premier ordre.

p) Léquation (7.3) est donc équivalente au syst€me suivant :

{ yh(t) = filt,yr,oooonnn. Yn)
.................. (7.5)

Cela se fait en posant
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21 = y
2 = (7.6)
Zp = yr!
Ol Z1,22,+vn-- ,Zp sont des fonctions de classe C Iet I’équation différentielle d’ordre p (7.4)
est est équivalente au systeme :
h = y
! = /
s g (.7)
2 = f(t,z1,...... ,zp)

qui s’écrit aussi sous la forme
(1) = g(t,2(t))
Avec
g la,b] x (R")" — (R")"
(t,y) = f(2,)

Ce qui veut dire que I’étude d’une équation différentielle d’ordre p dans R* est ramenée a
une équation différentielle d’ordre 1 dans R*”.

Toute équation différentielle d’ordre p sous forme canonique peut s’écrire comme un systeme
de p équations différentielles du premier ordre.

7.2 PROBLEME DE CAUCHY

Définition 7.2.1 On appelle probleme de Cauchy, le probleme qui consiste en la recherche d’un
fonction y de classe C' vérifiant

y(t) = f(e,y(1))
{ y(a)= »(0), yo donnédans  R* (7.8)
Soit f une fonction continue
[ [a,b] xR* - RX
(t,y) = f(t,y)

Théoreme 7.2.1 Soit le probleme de Cauchy (7.8). Si f vérifie en plus de la continuité, la
condition de Lipchitz, c’est-a-dire

1f(t,y) = f(&,y)|| < klly—y*[;k>0. Vr € la,b];Vy,y" € R" (7.9)

alors le probléme de Cauchy (7.8) admet une et une solution de classe C'.

De trés nombreux résultats mathématiques existent sur les problemes de Cauchy.

Dans ce qui suit nous allons nous intéresser a certaines méthodes numériques de résolution de
ce type de probleme.

L’ensemble des méthodes numériques que nous allons étudier auront pour but la résolution
d’un probléme de Cauchy quelconque. Elles pourront donc étre utilisées pour la résolution d’une
tres grande variété d’E.D.O.

Deux questions se posent, dans la résolution de ce type de probleme (Cauchy).

1. Trouver une approximation numérique de la solution.

2. Majorer I’erreur commise a partir de cette approximation.



7.3

74

7.5

94 Chapitre 7. RESOLUTION NUMERIQUE des E.D.O. d’ORDRE UN
METHODE de TAYLOR d’ORDRE 2

Pour résoudre numériquement le probléme de Cauchy (7.8), On ecrit :

—da —a2
(t“ )y/(a)—i— (t 7 ) yi(a)+...

y(t) = yo+

Avec yo donnée

yi(@) = f(a,yo) =yl

o 0
yi(a) = fla,yo) =ylo+ S*J;(Clayo) +y/08§(a7y0)

Les formules de dérivation se compliquent tres vite, et il est trés souvent impossible d’avoir une
idée sur le rayon de convergence de cette série (de Taylor).
Cette méthode est en général utilisée localement au voisinage du point 7y = a.

METHODES NUMERIQUES PAR PAS

Dans ce genre de méthodes, on va subdiviser I’intervalle [a,b] par des points #;,1,,...... N
équidistants : t,,y1 =1, +h. avec h = % le pas de la subdivision.

On calcule N nombres yi,ys,...... N ayant une valeur proche de celle de la solution y aux
pointst, =a,+h;n=0,...... ,N.

Ensuite, on fait une interpolation pour relier ces points et définir une fonction yj, sur [a, b].
L’erreur de discretisation dépendante de 4 est estimée par la formule ;

€n =Yn _)’(tn)

On distingue deux types d’algorithmes par :
1. Les algorithmes a pas séparés ou méthodes a un pas qui permettent de calculer y;;| a partir

de Vi.
2. Les algorithmes a pas liés ou méthodes a pas multiples qui permettent de calculer y;;; a
partir des y;,y;_1, ... précédents.

METHODE d’EULER-CAUCHY

Cette méthode étant la plus simple des méthodes numériques par pas.
En partant du développement de Taylor on a :

Y(tay1) = Y(ta) +hyl(ta) +R
D’ou:

y(thrl) _y(tn)

R
= It —
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Si % est suffisamment petit, on peut considérer que

y(thrl) _y(tn)
h

est une bonne approximation de y/(z,) d’ou I’algorithme de Euler-Cauchy.

Vntl = yot+hf(ty,yn); n=0,1...N
{ ¥(0) =¥(a) 719

On peut interpréter cet algorithme comme :

connaissant y,, on calcule y,+; comme étant I’ordonnée du point d’intersection de la droite
t = ty,4+1 avec la droite passant par le point (7,,y,) ayant pour pente f(,,y,) ¢’est-a -dire la pente
de la tangente en (7,,y,) a la courbe solution.

Théoreme 7.5.1 Si la fonction f vérifie les hypothéses suivantes :
1- f est continue
2- f est lipchitzienne de rapport K > 0.
La methode de Euler-Cauchy (7.10) converge.
De plus on a une estimation de I’erreur sous la forme :

eK(t,, —fy) __ 1

M(h,y!
K (7y)

len| = |yn —¥(ta)| <
et

max |e,| — Oquandh — 0
n=1,...N

Estimation de I'erreur dans la méthode d’Euler-Cauchy

On va chercher une majoration de I’erreur qui ne dépendra que des données.
Soit la proposition :

Proposition 7.5.2 Soit

c= sup |f(z,0)].
t€la,b)
Alors K(b—a)
et\vTa) 1
[1yall < yoleX®™® +c=——— =D
K
et
[yall <D

Théoreme 7.5.3 On pose
My = sup |f(z,y)|

t€la,b]
et
Mp(8,f)= sup |f(t,y)—f(r.y)l
t,t'€la,b]
avec
Iyl <D
et

t,t' € [a,b]
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Alors
eK(tn_IO) — 1
leq| < (Mp(h, f)+hKMy)

La majoration de I’erreur donnée par ce théoreme en fonction seulement des données est difficile a
calculer numériquement.

On peut simplifier cette estimation en ajoutant une hypothese supplémentaire.

Théoreme 7.5.4 Soit Q le domaine défini par :
Q={(t,y) €R"|t € [a,b],]y| < D}
avec K(b—a)
_ et\PTY — 11
D = |yo|eX?= 4 ¢ =
On suppose :
1. f continue de [a,b] xR — R
2. f lipchitzienne en y
3. fdeclasse C' sur Q
et on pose :
1
N(t) = = max |y”(¢)|.
(1)= 5 max b ()
Alors
eK(t,Lfa) -1
len| < hN(t,)
pourn=0,1,....... ,N

7.6 METHODE DE RUNGE-KUTTA

Les algorithmes de Runge-Kutta (RK) consistent a calculer a chaque pas des valeurs intermé-
diaires.
La méthode (RK) classique est donnée par le schéma suivant :

( Y1 = Yu + hF (ta, Y3 )
Yo=T1
avec  F(t,y;h) = (ki +2ky + 2k3 + ks) 7.11)
ou ki = f(r,y) ky=f(t+5y+4k)
ky=f(t+2y+h%); ky = f(t+h,y+ hks)

Les méthodes (RK) sont convergentes.

Elles ne nécessitent pas le calcul des dérivées successives de f.

Elles donnent de tres bons résultats notamment pour la résolution des problemes de
Cauchy.

L=
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7.7 SERIE D’EXERCICES

Exercice 7.1 On considere 1’équation différentielle

{y/ = 2
y(0) =5

1. Vérifier que la solution exacte est y(r) = 5¢?.
2. Soit h = %, pour i = 0,...,n, montrer que les approximations fournies par le schéma

d’Euler peuvent s’écrire y; = 5(1 +2h)'.
3. Représenter graphiquement I’ erreur

e(h) = max [y(#) — yil-

0<i<n

en fonction de A, en calculant ¢(0.005),¢(0.01),e(0.05),e(0.1),e(0.5).
4. Que pensez-vous de la relation e(h) ~ Kh, avec K une constante ?

Exercice 7.2 On considere le probleme d’equation differentielle

{ y = —lly
y(0) =2

Pour résoudre cette équation numériquement sur ’intervalle [0, 1], on se donne, pour chaque
entier n, un pas h = % et des noeuds x; = ih,i =1,...,n.
1. En répétant le raisonnement de 1’exercice précédent, on pourrait montrer que, 1’application
de la méthode d’Euler conduit aux approximations :

yi =2(1—11h)".

2. Représenter les approximations obtenues pour pour 2 = 0.2,0.1,0.09,0.1.
Indication : 1a solution de ce probléeme est de la forme y = Ae®, ol A et a sont faciles a
calculer.

Exercice 7.3 On considere le probleme d’équations différentielles
y=2t-3y, y(0)=1.

1. Montrer que la solution exacte est donnée par :

2. Vérifier que les approximations obtenues en prenant z = 0.25 et la méthode de Taylor
d’ordre 2 ou la méthode d’Euler modifiée, sont égales.

3. Ecrire la formule aux différentes y;1; = y; + ho(z;,y;), obtenues par chacune des deux
approches. Expliquer pourquoi, dans ce cas particulier, les deux formules coincident.
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Exercice 7.4 L égalité suivante découle directement du theoreme fondamental du calcul

Ya+h) =3+ | e,

En appliquant la formule de Simpson a I’integrale, on obtient alors I’approximation

) y(0) + 2070+ 491+ 5) +30(t + ).

Supposons que y soit solution de y/ = f(z,y), I’approximation précédente s’écrit

1) (1) + G50 + AT+ )+ F+hy(e-+ ).

a) En remplagant y(f + %) et y(t + /) par les approximations données par la formule d’Euler
modifiée, déduire de I’équation précédente un schéma numérique a un pas du type

h h h h
Yit1 =Yi+ g(f(li,yi) +2§f(ti+ 7Y +k1)+ gf(ti +h,yi+k2)))

pour lequel on déterminera les coefficients &y, k; en fonction de 4 , y; et f(#;,y;).
b) On considere le cas particulier

flt,y)=—y+t+1

, pour lequel la solution exacte est
y(t)=t+e.

En vous inspirant des exemples donnés et en choisissant o = 0,x,, = 1,y9 = 1, calculer
e(h) = max|y; —y(t;)||i =1, ...npourn = 2,4,8,16

. Reporter cette fonction sur un graphe log —log et en déduire 1’ordre de la méthode. =

Exercice 7.5 On considere le probleme

y o= =2

1) =2¢°
Comparer les approximations de la solution obtenues par la méthode d’Euler avec 2 = 0.0016
par la méthode du point milieu avec 4 = 0.04 et par la méthode de Runge-Kutta 4 avec h = 0.2.

La comparaison se fera sur la base de la précision et du cout de calcul, i.e. le nombre de fois
qu’il faut évaluer f(z,y).



8.1 INTRODUCTION

De nombreuses méthodes numériques supposent la connaissance des valeurs propres, des
vecteurs propres et du rayon spectral d’une matrice. En outre de nombreux problemes se rameénent
a la recherche des valeurs propres d’une matrice. Le plus souvent, on fait appel a deux types
de méthodes numériques pour calculer les valeurs propres et les vecteurs propres (appelés aussi
éléments propres) d’une matrice. Les méthodes directes sont celles qui permettent d’obtenir les
éléments propres a partir de la connaissance explicite du polyndme caractéristique ; les autres sont
essentiellement des méthodes itératives. Ces dénominations présentent une certaine ambiguité. En
effet, le plus souvent, la détermination du polyndme caractéristique est obtenue par un procédé
itératif et la recherche des racines de ce polyndme est presque toujours itérative.

Soit A € ., (C). Nous allons chercher ses valeurs propres A; dont la multiplicité sera notée m;.

8.2 RAPPELS

Les premiers vecteurs et valeurs propres viennent des équations différentielles des matrices
6 x 6 dans le but de calculer les perturbations séculaires des orbites des 6 planetes connues a
I’époque,

Aujourd’hui, le calcul des valeurs et vecteurs propres est indispensable dans toutes les branches
de la science, en particulier pour la solution des systémes des équations diffé rentielles linéaires, en
théorie de stabilité etc...

Définition 8.2.1 Le champ de vecteurs d’une équation différentielle y = Ay, présente deux
directions remarquables : ce sont les directions ou le vecteur Av prend la méme direction que le
vecteur v, c’est-a-dire., oll

Av=Av ou (A—Al)v=0 (8.1)

Si cette équation est vérifiée, A € C s’appelle valeur propre de la matrice A et v € C"(v # 0)
est le vecteur propre correspondant.
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p) L’équation (3.1) possede une solution v non nulle si et seulement si
Py(A) =det((A—AI)=0

Le polynéme P4 (A) est le polyndme caractéristique de la matrice A . Les valeurs propres de
A sont alors les z éros du polyndme caractéristique.

8.3 LA CONDITION DU CALCUL DES VALEURS PROPRES

A cause des erreurs d’arrondi, les éléments d’une matrice A , pour laquelle on cherche les
valeurs propres, ne sont pas exacts. Ils sont plutdt égaux a

dij:aij(1+8ij) avec ’8,'1" <eps

(eps étant la précision de I’ordinateur, est supposée étre tres petite). Il est alors trés important
d’étudier I’influence de ces perturbations sur les valeurs propres et sur les vecteurs propres de la
matrice. Pour montrer ceci, considérons la famille de matrices

Ag)=A+eC o |eg|<eps et |cij| <|ail

(souvent, la derniére hypothése va étre remplacée par ||C|| < ||A]] ).

Théoreme 8.3.1 — Gershgorin. Soit A une matrice n X n (avec des éléments dans R ou dans C

).

a) Si A est une valeur propre de A, alors il existe un indice i tel que

n
A —ai| < Z |aij|
j=1
J#
c’est-a-dire. que toutes les valeurs propres de A se trouvent dans 1’union des disques
Di=<A; |A—ai| <Y3 |aij]
i
b) Si une composante connexe de |J!_; D; consiste de k disques, elle contient exactement k
valeurs propres de A.

Démonstration. Soit v # 0 un vecteur propre et choisissons I’indice i tel que |v;| > ‘v j| pour tout j
. La ligne i de I’équation Av = Av donne

n
Z Cl,’jVj = (), —ai,')vi.
j=1
Vial

En divisant par v; et en utilisant I’inégalité du triangle, on obtient U

n Vi n
A —a;| = Zaijfj < Z ‘Clij‘

=1 Vil =1

i i

L’ affirmation (b) est vraie si A est une matrice diagonale. Le cas gén éral est obtenu par un argument
de continuité en faisant tendre les éléments en dehors de la diagonale vers zéro. |
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Théoreme 8.3.2 Soit A une matrice diagonalisable, c’est-a-dire, il existe P avec PAP =
diag(A1,M2,...,A,) et soit A(€) = A+ €C. Alors, pour chaque valeur propre A(€) de A(g), il
existe un A; avec

(&) = il < &k (P). [,

Démonstration. Nous transformons la matriceA(€) = A + €C par la mé me matrice, qui transforme
A sous forme diagonale :

P 'A(e)P = diag(A, Az, ..., Ay) +€P7ICP

Si I’on dénote par ¢;; les éléments de P~!CP , le th éoréme de Gershgorin implique 1’existence
d’un indice i tel que [A(€) — (A +€e;)| < €Y, ’ei j|. L’inégalité triangulaire donne alors
J#i

A(e) ~ 2 < emax(¥ ey ]) < . [P CPl| <. [P|_ [l P
J
ce qui démontre I’affirmation du théoréme, car k..(P) = ||P~!||__ . [|C]|., (condition de T). [ |

p) La condition du calcul des valeurs propres depend de la condition de la matrice de trans-
formation P. Si la matrice A est symétrique ( P est orthogonale), le probleme est bien
conditionné.Toutefois, observons qu’on obtient seulement une estimation pour I’erreur abso-
lue et non pour I’erreur relative.

Théoreme 8.3.3 — différentiabilité des valeurs propres. Soit A; une racine simple de Py (1) =
0 Alors, pour |€| suffisamment petit, la matrice A(€) = A + €C possede une valeur propre unique
A1(€) proche de A, . La fonction A, (&) est différentiable (méme analytique) et on a

%
ulel
k

upvy

A(e)=A +¢ +0(€?) (8.2)

ou v; est le vecteur propre a droite (Av; = Avy) et u; est le vecteur propre a gauche (ujA = Auj
). On peut supposer que ||vi|| = ||lu1|| =1

Démonstration. Soit p(A,€) = Psyec(A) = det(A + €C — AI). Comme

pr0)=0 e P00

le théoréme des fonctions implicites garantit I’existence d’une fonction différentiable A (€) (méme
analytique), tel que 4;(0) = A; et p(A;(€),€) =0 . 1l existe donc un vecteur v; (&) tel que

(A(€) — A1 (e))v1 (€) = 0. (8.3)

La matrice dans (8.3) étant de rang n — 1, on peut fixer une composante a 1 et appliquer la regle de
Cramer. Ceci montre que les autres composantes sont des fonctions rationnelles des éléments de
la matrice A + €C — A, (€)1 et donc diff érentiables. Apres la normalisation a v (1)7vi(1) =1, la
fonction v; (1) reste diffé rentiable. Pour calculer A, (0) , nous pouvons dériver 1" équation (8.3) par
rapport a € et poser ensuite € = 0 . Ceci donne

(A= AT)v, (0) + (C— A, (0)])v; =0 (8.4)

En multipliant cette relation par u}, on obtient u*(C — A, (0)I)v; = 0 , ce qui permet de calculer
2,(0) et démontre la formule (8.2). [
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Conséquences. La formule (8.2) du théoreme pré cédent montre que plus le vecteur propre de
droite est parallele au vecteur propre de gauche, mieux la valeur propre correspondante est bien
conditionnée (par exemple, pour les matrices symétriques les deux vecteurs sont identiques) ; plus
ils se rapprochent de 1’orthogonalité, plus la valeur propre est mal conditionnée. Si la matrice n’est
pas symétrique (ou normale), le calcul de A; (valeur propre simple) peut étre mal conditionné.
Considé rons par exemple la matrice

A_loco\_l 1 1
o 2) M7 0) T AT \—a

Dans cette situation, la formule (8.2) nous donne A;(€) — A; = €.(c1; — atcay) + O(€?) et le calcul
deA; = 1 est mal conditionné si o est grand. Exemple 1.4 Considérons la matrice (boite de Jordan)

A= n (8.5)
M
Le polynome caractéristique de A + €C satisfait
det(A+eC—Al) = (A —A)" = (—=1)".€.cn1 + O(€*) + O(e.| A1 — A]).

Si cp1 #0, les termes O(&2) et O(e.|A; — A|) sont négligeables par rapport i € . Les valeurs propres
de A + €C sont alors approximativement données par les racines de

(11 —l)n—(—l)n.&cn] =0 (86)

c’est-a-dire A = Ay + (s.cnl)l/ " (observer que (s.cnl)l/ " donne n valeurs complexes distinctes -
multiples des racines de I’unité). Expérience numérique. Prenons la matrice (8.5) avec 4; = 1
etn=>5.Les éléments de la matrice C sont des nombres aléatoires dans I’intervalle [—1,1] . Le
dessin 7 ci-contre montre les 5 valeurs propres de A + £C pour € = 1074,107>,..., 10710, L’erreur
est =~ 10~ pour € = 1073 et ~ 1072 pour £ = 107!, ce qui correspond a la formule (8.6) pour
n = 5. Conséquence. Si la dimension n d’une boite de Jordan est plus grande que 1, le calcul de la
valeur propre de cette matrice est tr ¢s mal conditionné.

Condition du calcul des vecteurs propres

Considérons la situation ol toutes les valeurs propres de A sont distinctes. La démonstration du
théoreme sur la diffé rentiabilité des valeurs propres montre (voir formule (8.3)) que les vecteurs
propres normalisés v;(€) de A+ €C sont des fonctions différentiables de € . Pour € tudier la condition
du calcul des vecteurs propres, nous exprimons v (0) dans la base des vecteurs propres (de droite) ’

Vll (0) = i o;v;. (8.7)
i=1

La formule (8.4) donne alors

n
Y (A= A)av;+ (C—A{(0)1) v =0. (8.8)
j=2
En multipliant (8.8) par le vecteur propre de gauche uj (observer que ujv; = 0 pour i # j), on
obtient @; (pour i > 2) de la relation (A; — A;) ou;v; +uCv; = 0. La normalisation ||v;(€) H% =1
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donne (en la dérivant) v“fv’1 (0) =0 et on en déduit que a; = —Z’}:2 o;viv;. Si I’on insére les
formules pour ; dans (8.7), on obtient pour v;(€) = vi + &V} (0) + O(&?) la relation

n *Cv1

—V]—l-SZ

(vi —viviv) 4+ O(£?). (8.9)

Ai)uv;

De cette formule, on voit que la condition du calcul du vecteur propre v; dépend de la grandeur
u;v; (comme c’est le cas pour la valeur propre ; voir la formule (8.2)) et aussi de la distance entre
A1 & et les autres valeurs propres de A . Un algorithme dangereux La premiére méthode (déja
utilisée par Lagrange) pour calculer les valeurs propres d’une matrice A est la suivante : calculer
d’abord les coefficients du polynome caractéristique Py(A) et déterminer ’ ensuite les zéros de ce
polynome. Si la dimension de A est trés petite (disons n < 3) ou si I’on fait le calcul en arithmétique
exacte, cet algorithme peut €tre treés utile. Par contre, si 1’on fait le calcul en virgule flottante, cet
algorithme peut donner des mauvaises surprises. Considérons, par exemple, le probleme de calculer
les valeurs propres de la matrice diagonale

A =diag(1,2,3,...,n)
dont le polyndme caractéristique est
PA)=1-2)2-1)B=A1)-(n—=A)=(-1)"A"+a, A" '+ +a1A+ay (8.10)

Les coefficients calculés satisfont @ = a; (1 + ¢&;) avec |g;| < eps. Cette perturbation dans les co-
efficients provoque une grande erreur dans les zé ros de (8.10). Les résultats numériques pour
n=29,11,13,15 (avec eps ~ 6.10~8, simple précision) sont dessinés dans la figure V.2. Conclusion.
Eviter le calcul des coefficients du polynome caractéristique. Un tel algorithme est numériquement
instable.

LA METHODE DE LA PUISSANCE

Un algorithme simple pour calculer les valeurs propres d’une matrice A est basé sur I’itération

Yir1 = Ayk (8.11)

ol yo est un vecteur arbitraire. Dans le théoréme suivant, on démontre que y, = AXyy (méthode de
la puissance) tend vers un vecteur propre de A et que le quotient de Rayleigh y{ Ay /y;yx est une
approximation d’une valeur propre de A .

Théoreme 8.4.1 Soit A une matrice diagonalisable de valeurs propres A1, A, ..., A, et de vecteurs
propres vi, vy, ..., v, (normalisés par ||vi||, = 1). Si [A1]| > |A2] > ... > |A4,], les vecteurs y; de
I’itération (8.11) vérifient

e = Af(avi +0(1A/ M) (8.12)

(le nombre a; est défini par yo = Y ; a;v;). Le quotient de Rayleigh satisfait (si a; # 0)

£
Yk 3+ 0|2/ M) (8.13)
YiYk

Si A est une matrice normale (c’est-a-dire. que les vecteurs propres sont orthogonaux), I’erreur
dans (8.13) est O(|A2/A1|%)
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Démonstration. Exprimons le vecteur de départ yo dans la base des vecteurs propres, c’est-a-dire
Yo = Y, a;v;. Par ré currence, on voit que

n k
Vi :Akyo = Zai),ikv, = 2’1 aivy + Za, (l ) (814)

i=1 A

ce qui démontre la formule (8.12). De cette relation, on déduit que

YVeAVk = Yivir1 = Z!all A% A +Zaajl’%"“ ! (8.15)
i#]
Yivk = Z!al! !M”‘JrZaa,A’%"v* (8.16)
i#]

Sia; # 0, la formule (8.13) est une conséquence de

yltAyk _ ‘al‘z' ‘Al,Zk'Al'(l +0(M'2/A'1‘k) (8.17)
VeV a2 2 (14 0122/ )

Pour une matrice normale, le deuxieéme terme dans les formules (8.15 ) et (8.16) est absent et
Iexpression O(|Ay /A1 |* peut étre remplacée par O(|A;/A;|** dans (8.17) et dans (8.13). [ |

m Exemple 8.1 Considérons la matrice

A=

S =N

1
2
1

NN = O

dont la valeur propre la plus grande est A; = 2(1 +cos(7/4)) ~ 3,41421356. Quelques itérations
de la méthode de la puissance nous donnent

yo=(L1,)" y1=(3,4,3)" y,=(10,14,10)"
et une premiére approximation de A, est obtenue par

nan e 1—146 ~3,41176

iy vy 3
n

Remarques. Les éléments du vecteur y; croissent exponentiellement avec k . Il est alors recom-
mandé de normaliser y; aprés chaque itération, ¢’est-a-dire. de remplacer y; par yi/ ||y«||- Sinon, on
risque un "overflow". Si [A,/A] est proche de 1, la convergence est trés lente. Pour accélérer la
convergence, on utilise la modification suivante :

LA METHODE DE LA PUISSANCE INVERSE DE WIELANDT

Supposons qu’on connaisse une approximation u de la valeur propre cherchée A, (il n’est pas
- né cessaire de supposer que A; soit la plus grande valeur propre de A ). L’idée est d’appliquer
I’itération (8.11) a la matrice (A — ul)~' ( Les valeurs propres de cette matrice sont (A; —u)~". Si
U est proche de A ,on a -

1 1
|A1— \ |7L |

pour i>2
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et la convergence va étre trés rapide. Litération devient alors yi, 1 = (A — ul) "'y, ou

(A—ul)yri1 =y (8.18)

Apres avoir calculé la décomposition LU de la matrice A — i , une itération de (8.18) ne cofite
pas plus cher qu’une de ( 8.11). Pour la matrice A de I’exemple précédent, choisissons u = 3,41 et
yo = (1;1,4;1)T Deux itérations de (8.18) nous donnent

236,134453781513 56041,9461902408
y1 = [ 333,949579831933 |, y» = | 79255,2785820210
236,134453781513 56041,9461902408

et on obtient

L yiA—ph) 'y yiye

~ ~ 237,328870774159
A —3,41 Y1 iV

De cette relation, on calcule A; et on obtient I’approximation 3,41421356237333 . Les 13 premiers
chiffres sont corrects. La méthode de la puissance (et celle de Wielandt) est importante pour la
compréhension d’autres algorithmes. Si I’on veut calculer toutes les valeurs propres d’une matrice,
on utilise des méthodes encore plus sophistiquées. En pratique, on procede de la maniére suivante :
— on distingue les cas : A symétrique ou A quelconque.
— on cherche P telle que P~'AP devienne une matrice de Hessenberg (ou une matrice tridiago-
nale, si A est symétrique).
— on applique I’algorithme QR a la matrice H.
— si H est une matrice tridiagonale et symétrique, on peut é galement appliquer la méthode de
bissection.

CALCUL DIRECT DE det(A — AJ)

On se donne (n+ 1) valeurs distinctes A1, 4, ...., 4,11 quelconques; on calcule pour chacune
d’elles la valeur

yi = det(A — A1) i=1,2,...,n+1.

On obtient ainsi un ensemble de valeurs {(A;,yi)},_;, .- On détermine alors, le polynome
d’interpolation passant par ces points. Il sera identique, a un facteur multiplicatif pres, au polynome
caractéristique de A. On peut alors chercher ses racines par I’une des méthodes connues ; ce qui
aboutira & une approximation des valeurs propres de A.

METHODE DE KRYLOV

La méthode consiste a calculer les coefficients du polyndme caractéristique dont on approche
les racines a I’aide des méthodes connues. Les vecteurs propres associés sont alors déterminés par
les formules appropriées. Plus précisément, soit :

PA) = (~1)'(A"— Y A
k=1

le polyndme caractéristique de A. D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton (A annule son polyndme
caractéristique), on a donc P(A) = 0; donc :

n
A=Y qA"H
k=1
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Prenons un vecteur quelconque xy non nul, on a :

n
A'xg = Z arA" *xo
k=1

Notons a le vecteur de composante (a;);i=1,2,...,n

x1 = Axp
Xo = A2xo
_ Anf 1
Xn—1 = X0

et B la matrice dont les n colonnes sont les vecteurs

xn*l’xnfz’ "'7x17x0
L’équation (8.19) peut s’écrire :

A"xo = Ba

(8.19)

(8.20)

Pour xy donné, on cherche a solution de (8.20). On obtiendra ainsi, si le systeme est inversible,
les coefficients du polyndme caractéristique et on pourra utiliser une des méthodes de résolution
des équations non linéaires pour calculer ses racines qui sont les valeurs propres de A. Cette
méthode permet en outre de déterminer les vecteurs propres associés aux valeurs propres calculées.
Pour simplifier, nous supposerons que les valeurs propres A, 4z, ...., 4, sont distinctes. Si nous
appelons v, vy, ....,v, les vecteurs propres associés respectivement a A1, A5, ...., A, nous pouvons
décomposer le vecteur x, choisi arbitrairement dans la recherche des coefficients (a;), suivant la

base des {v;},_,, ,.Onaalors
X0 = 01V +0Vvy+....+ 0, Vv,
comme

AV,‘ = A,,'Vi
szi = 7L~2v,-

on aura

X1 = AV + 0 dave + ... 4 0 ALV,

X1 = Otlllnilvl—I—Otzﬂ,znil\/z—l—....—i-anl,?*lvn

Considérons une combinason linéaire des vecteurs xg, X1, ...,X,_2,X,_1. On a

Xn—1 = Piaxn—a+-+Pin—1x0 =

01 @i (A)vi + 0@ (A2)va + - - - + 0, i (Ay) v
ot (L) = A" HBaATE 4 4 B

on peut choisir par exemple la formule (8.21) s’écrit alors

Xn—1+ Bitxn—2 + ... + Bin—1X0 = ;@i (A;)v;.

(8.21)
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Dongc, si o; # 0 la combinaison linéaire obtenue permet de déterminer le vecteur propre v;. Avec le
choix (2?), les coefficients 3;; s’obtiennent facilement par identification. Plus précisement nous
avons

Bo = 1
Bij = AiPij-1—aj

R) Siles vecteurs xo,x1,...,Xp—2,X%,—1 sont linéairement ind épendant, la matrice B est inversible
et on obtient bien les coefficients caractéristiques dont on peut calculer les valeurs propres.
Mais il arrive que ces vecteurs ne soient pas linéairement indé pendants. Par exemple x;
s’exprime comme combinaison linéaire des précédents et de méme des suivants. On peut
alors appliquer la méthode précédente avec les vecteurs xp, Xy, ...,Xx_1 ; c€ qui donnera un
polyndme dont les racines seront racines du polynéme caractéristique et donc valeurs propres
de A. On évite en général cette complication en changeant de vecteur initial.

8.7 METHODE DE LEVERRIER

Les coefficients du polyndome caractéristique sont déterminés par la formule (8.23) suivante. On
utilise ensuite les méthodes de résolution des équations non linéaires pour calculer les racines de ce
polyndme ; ce qui détermine les valeurs propres. Posons

P(x)=aiX"+ax" '+ ... +a,; avec a; #0.

Les relations de Newton entre les racines x;,x», ..., X, et les coefficients de ce polyndme sont donnés

par
a> + a8 = 0
2a3+axS1+a15; = 0
ki +aSi 4t as = 0 5.22)
Mg b a1+ baiS, = 0

avec Sy =Y, xf.‘. Donc, en considérant le polyndme caractéristique de A, dont les racines sont les
valeurs propres A; de A, on a

S = T(4h)
ay = (—1)"

ce qui nous permet de calculer les coefficients a; pour k =2, ...,n+ 1. Plus précisément on a :

1
ay = —k_—lak_lSl+...+asz_2—i—a1Sk_1 (8.23)

p) Laméthode de Leverrier présente un grave inconvénient : elle impose le calcul des puissances
souvent élevées de la matrice initiale. Par contre son algorithme est simple et il n’y a pas lieu
d’envisager des cas particuliers
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TRANSFORMATION SOUS FORME TRIDIAGONALE (ou de HESSENBERG)

Avec la transformation v = Pu (ou est P une matrice inversible) le probleme

Av = Av
devient
P 'APu=Au

Donc, les valeurs propres de A et de P~'AP sont les mémes et les vecteurs propres v; de A
se transforment par v; = Pu; . Le but de ce paragraphe est de trouver une matrice P telle que
P~'AP devienne "plus simple". La situation idéale serait trouvée si P~' AP devenait diagonale ou
triangulaire - mais une telle transformation nécessiterait déja la connaissance des valeurs propres.
Alors, on cherche P tel que P~ AP soit sous forme de Hessenberg

ko ok . :

P 'AP=H= e (8.24)
*
ko ok

c’est-a-dire, h;; = 0 pour i > j+ 1. Pour arriver a ce but, nous considérons deux algorithmes.

a) A I'aide des transformations élémentaires

Comme pour I’élimination de Gauss, nous utilisons les transformations pour faire apparaitre les
z€ros - colonne par colonne - dans (8.24 ). Dans un premier pas, nous choisissons k > 2 tel que
lag | > ‘a il | pour j > 2 et nous permutons les lignes 2 et k, ¢’est-a-dire, nous formons PA o 1 P est
une matrice de permutation convenable. Pour ne pas changer les valeurs propres, il faut également
permuter les colonnes 2 et k (ceci correspond au calcul de A’ = PAP~! car P> =1 (etdonc P = P!
). Sidh; =0, onaaussia}, =0 pouri> 3 et le premier pas est terminé. Sinon, nous déterminons

1 ay dyn cody,
/ / /
0 1 dy; Gy 0 dyy
L=|0 -l 1 telleque L,A'=| 0 * -
0 —Lp -+ 0 1 0 * .. %
Pour ceci, on définit [, = a,i . Une multiplication a droite avec
21
1
0 1

~1
L' = 0 n 1
0 Lp -~ 0 1
ne change pas la premiére colonne de L,A’. On répete la méme procédure avec la sous-matrice de

L,A'L;" de dimension n — 1, et ainsi de suite. A cause des multiplications a droite avec L; ', cet
algorithme cofite deux fois plus cher que 1’élimination de Gauss. Pour la matrice

3 2
A=1|2 1
1 3

—_ W =
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on prend
1 0 0
L,=10 1 0
0 —-1/2 1
et on obtient
3 2 1 3 52 1
LA=12 1 3 |, puis LAL;'=1|2 5/2 3 |=H
0 5/2 —-1)2 0 9/4 —1)2

Cet exemple montre un désavantage de cet algorithme : si 1’on part avec une matrice symétrique A,
la matrice de Hessenberg H, obtenue par cet algorithme, n’est plus symétrique en général.

b) A I'aide des transformations orthogonales

Il est souvent préférable de travailler avec des réflexions de Householder. Commencons par
une réflexion pour les coordonnées 2, ...,n laissant fixe la premiére coordonnée :Q, = I — 2ﬁ2ﬁg
(Hliz”z =1)tel que Q_2A1 = Opeq ol A] = (azl, ...,an1>. En posant up = (O,L_tz)T ety = I—2u2u2T,
la matrice 0»A contient des zéros dans la premiere colonne a partir du troisieme élément. La
multiplication a droite avec Q5 = Qg = (O, ne change pas cette colonne :

air dpp a3 aip dpp a3 ayp k%
A QzAgz

ay; dazy azs — (0%) * * Op *x

as|] dz asj 0 * * 0 % x*

Dans le pas suivant, on applique la méme procédure a la sous-matrice de dimension n — 1, etc.
Finalement, on arrive a la forme de Hessenberg (8.24) avec la tranformation Pl=0,1...0, qui
est une matrice orthogonale (c’est-a-dire, P~! = PT ). Nous avons un double avantage avec cet
algorithme :

— il ne faut pas faire une recherche de pivot;

— si A est symétrique, alors P~'AP est aussi symétrique, et donc tridiagonale.

Méthode de bissection pour des matrices tridiagonales

Considérons une matrice symétrique tridiagonale

dl ()
e dy e3
A= e3
€n
en dy

On observe tout d’abord que si un élément ¢; est nul, la matrice A est déja décomposée en deux
sous-matrices du m &me type, qui ensemble fournissent les valeurs propres de A . On peut donc
supposer, sans restreindre la généralité, que

ci#0 pour i=2,...n. (8.25)

Pour cette matrice, il est possible de calculer la valeur Py(A) du polyndme caractéristique sans
connaitre ses coefficients. En effet, si 1’on pose

di e

dy e
A =(d1), Ay = (e; di) , Az=|er dy e3],
e3 dj
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et si I’on définit

pi(A) = det(A; — AI),

on obtient
po(A) = 1 (8.26)
pl(k) = d]-l

pi(k) = (d,‘—l)pi_l()t)—eizpi_z(l), i:2,...,n.

La formule de récurrence dans (8.26) est obtenue en dé veloppant le déterminant de la matrice
A; — Al par rapport a la derniére ligne (ou colonne). En principe, on peut maintenant calculer les
valeurs propres de A (c’est- a-dire. les zéros de p,(A) de la maniére suivante : chercher un intervalle
ol p,(A) change de signe et localiser une racine de p,(A) = 0 par bissection. Les évaluations de
pn(A) sont faites a I’aide de la formule (8.26). Mais il existe une astuce interessante qui permet
d’améliorer cet algorithme.

Théoreme 8.8.1 Sil’équation (8.25) est vérifié, les polyn dmes p;(A4 ) définis par (8.26) satisfont
a) p,(A)pn-1(4) <0sipy(2)=0(A €R)

b) pl',l(k)plur](l) <0si pi(l) = 0 pour un {i €1,2,...n— 1}
¢) po(A) ne change pas de signe sur R.

~

Démonstration. L affirmation (c) est triviale. Si p;(1) =0 pourun {i € 1,2,...,n— 1} , la formule
de récurrence (8.26) donne I'inégalité p;_1(A)piy+1(A) < 0. Pour démontrer (b), il suffit d’exclure

le cas p;_1(A)pir1(A) =0. Si deux valeurs consécutives de la suite { p,(i)} sont nulles, la formule

A

de récurrence montre que p;(A) = 0 pour tout i, ce qui contredit po(A) = 1. Nous démontrons par
récurrence que toutes les racines de p;(A) sont réelles, simples et séparées par celles de p;_1(4).
Il n’y a rien a démontrer pour i = 1 . Supposons la propriété vraie pour i et montrons qu’elle est
encore vraie pour i + 1. Comme les z éros 4} < A, < ... < A; sont séparés par ceux de p;_j (1) et
comme p;_1(—oo) = +oo, nous avons sign p;_i(A;) = (=1)*!. Alors, on d éduit de (b) que sign
pir1(Aj) = (=1)’. Ceci et Ie fait que pi11(A) = (—=1)"T' A7+ 4+ . montrent que p;;(A) posséde
un zéro ré el dans chacun des intervalles ouverts (—oo, A1), (41,42), ..., (A;,o0) L affirmation (a)
est maintenant une conséquence de (b) et du fait que toutes les racines de p;_;(4) sont réelles
simples ; |

Définition 8.8.1 — suite de Sturm. Une suite {po, p1, ..., p»} de polyndmes a coefficients réels
s’appelle une suite de Sturm, si elle vérifie les conditions (a), (b), (¢) du Théoréme (8.8.1)

Considérons une suite de Sturm {pg, p1,..., pn} - Si I’on définit

®(A) = nombre de changements de signes de {po(A),p1(A),...,pu(A)}
alors le polyndme p, (1) posseéde exactement

o(b) — o(a)
zéros dans Iintervalle [a,b] (si p;(A) = 0, on définit signp;(A) = sign p;_1(1)).

Démonstration. Par continuité, I’entier @(A) peut changer sa valeur seulement si une valeur des
fonctions p;(A) devient nulle. La fonction py(A) ne change pas de signe. Supposons alors que
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pi(A) =0 pour un i € {1,2,...,n— 1}. La condition (b) et la continuité de p;(1) montrent que
seulement les deux situations suivantes sont possibles (€ petit) :

l—eg A A+e [ A-¢ A A+e
piii(A) | + 4+ + N
pA) | £ 0 =+ pA) | £ o0 =
pini(A) | = = = pint(A) |+ +  +

Chagque fois, on a @(A + &) = (1) = ®(A — €) et la valeur de ®(A) ne change pas si A
traverse un zéro de p;(A) pour i € {1,2,...,n— 1} Il reste a étudier la fonction ®(A) dans un
voisinage d’un zéro A de p,(1) . La propriété (a) implique que pour les signes de p i(A) on a
seulement les deux possibilités suivantes :

A+e [ A-¢ A A+e

+ pnt(A) | — = =
- pn(k) - 0 +

Pn—1(A)
pn(2)

o 4| >

_|_
+

c’est-a-dire, (A + &) = w(A — &) + 1. Ceci démontre que la fonction @(A) est constante par
morceaux et augmente de 1 sa valeur si A traverse un zéro de p,(A).

Méthode de bissection.

Si I’on applique ce théoréme a la suite (8.26), la diff érence @(b) — w(a) est égale au nombre
de valeurs propres de (8.25) dans I’intervalle [a,b] . On obtient toutes les valeurs propres de A de la
maniere suivante :

— on cherche un intervalle [a,b] qui contienne toutes les valeurs propres de A (par exemple, en
appliquant le théoréme de Gershgorin). On a donc que w(a) =0 et w(b) = n.
— on pose ¢ = @ et on calcule ®(c). Les différences o(c) — w(a) et @(b) — w(c) indiquent
combien de valeurs propres de A sont dans [a,c) et combien sont dans [c, D)
— on continue a diviser les intervalles qui contiennent au moins une valeur propre de A.
On peut facilement modifier cet algorithme pour calculer la valeur propre la plus petite ou la 3¢
plus grande valeur propre, etc. Pour éviter un "overflow" dans le calcul de p,(A) (sin et A sont
grands), il vaut mieux travailler avec
pi(A) .
fl(l)_p,-fl(l) i=1,2,...n

et utiliser le fait que

®(A) = nombre d’éléments négatifs parmi {fi (1), f2(A),..., fu(A)}

(attention : si p;_j(A) est zéro, on pose fj(A) = —oo; cette valeur compte pour un élément négatif).
Pour une programmation de 1’algorithme, on utilise la récurrence
AA) = -4

oy g felfiiA) si fia(A)#0
fid) = di—2 { s @ e

La formule pour le cas f;_1(4) # 0 est une conséquence de (8.26). Si fi—;(A) = 0 (c’est-a-dire
pi—1(A) = 0), on remplace cette valeur par |e;|.eps. Ceci correspond a ajouter la perturbation
;| .eps ad;—y
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L'ITERATION ORTHOGONALE

Dans ce paragraphe, nous allons généraliser la méthode de la puissance afin de pouvoir calculer
les deux (trois,... ) valeurs propres dominantes en méme temps. Cette généralisation motivera I’ité
ration QR qui constitue 1’algorithme le plus important pour le calcul des valeurs propres d’une
matrice.

Généralisation de la méthode de la puissance (pour calculer les deux valeurs
propres dominantes).

Considérons une matrice A dont les valeurs propres satisfont
A1 > [Aa] > o> A (8.27)

La méthode de la puissance est basée sur I’itération y;,; = Ay, et nous permet d’obtenir une
approximation de A; a I’aide du quotient de Rayleigh. Pour calculer (en méme temps) la deuxieéme
valeur propre A», nous prenons deux vecteurs yo et zo satisfaisant yjzo = 0 et nous considérons
I’itération

Yer1 = Ay (8.28)
1 = Aze— By
ol i1 est déterminé par la condition y; , ;zx+1 = 0. Par induction, on voit que
w = Ay
a = A% — %
ou Y est tel que

vizk=0 (8.29)

Ceci signifie que le calcul de {z; } correspond a la m éthode de la puissance appliquée a zo, combinée
avec une orthogonalisation (projection de A¥zy sur le complément orthogonal de y;). En exprimant
les vecteurs initiaux dans la base de vecteurs propres vi,v,...,v, de la matrice A (on suppose

[vill, = D,
n n
Yo=Y ayv;, 0=y b, (8.30)
i=1 i=1
les vecteurs yy, z; deviennent
n n
=Y airfvi, 20 =Y (bi—wai) Afvi,
i=1 i=1

Comme nous 1’avons constaté précédement, pour k — oo, le terme alllkvl est dominant dans yy, (si
a1 # 0) et on obtient une approximation du premier vecteur propre v; . Que peut-on dire pour la
suite {zx } ? La condition (8.29) d’orthogonalité implique que

a; (bj — }/kaj) Zikkfv;‘v]' =0 (831)

D=
-

1

Il
-
I

Cette relation définit y,. Comme le terme avec i = j = 1 est dominant, on voit que Y & by/a; Par
la suite, nous allons supposer que a; # 0 et a;b, — ayb; # 0. En divisant (8.31) par /11" on obtient

a (by — yan) AL (14 0(|A2 /M1 [)) = —a1 (b2 — wa2) Af (viva + O(1 A2/ M [) + O(|1 23/ 22 1)).
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Maintenant, on peut insérer cette formule dans (8.30) et on en d éduit
2% = 31 (b2 — %eaz) (va = vivavy + O(| A2/ M [*) + O(|23/ 221)) (8.32)

Visiblement, le vecteur z; s’approche (pour k — o ) d’un multiple de v, —v{vz.v, qui est la
projection orthogonale de v, & I’hyperplan v{-. Concernant les valeurs propres, on a le résultat
suivant.

Théoreme 8.9.1 Considérons les vecteurs yy, z; donnés par (8.28) et notons

U = 0/ Iyell2 > 26/ N1z ll2) (8.33)

(observer que U, Uy = 1). Si (8.27) est vérifi€ , on a que

UrAU, — (M pour  k—» oo (8.34)
0 X

Démonstration. L’élément (1,1) de la matrice U;AUj est le quotient de Rayleigh (8.13) qui converge
vers A; . En utilisant (8.32), on voit que I’élément (2,2) satisfait

GAu (v —vivavn)* (Ava — Aviravt) (1 —inml?)

Ziz (2 =vivav)) (2 —vivav) | |v*1‘vz|2 =k
De facon similaire, on obtient pour 1’élément (2,1)
7 Ayk (v2 = vivav1) vy _0
lzillz Iyelly— [[v2 = viva ||, vl
Finalement, I’élément (1,2) de U;AUj, satisfait
ViAzg N vi(Aava — Ajviva.vy) _ (A2 —A1)viva '
adlolledlz -~ il flez=vivenll, s
Cette expression est en général non nulle. |

R ) Avec lanotation (8.33), I'itération (8.28) peut €tre €crite sous la forme
AU = Up 1Ry 1 (8.35)

ol Ry est une matrice 2 X 2 qui est triangulaire supé rieure.

Méthode de la puissance (pour le calcul de toutes les valeurs propres)

ou simplement itération orthogonale. La généralisation de 1’algorithme précédent au cas ol
I’on veut calculer toutes les & valeurs propres d’une matrice est évidente : on choisit une matrice
orthogonale Uy, c’est-a-dire, on choisit n vecteurs orthogonaux (les colonnes de Uy ) qui jouent le
rdle de vy, zo, etc. Puis, on effectue 1’itération

for k=1,2,..
Z_{k}=AU_{k+1} (decomposition QR)
U_{k}R_{k}=Z_{k}

end
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Si (8.27) est vérifié et si la matrice Uy est bien choisie (a; # 0,a1by — axby # 0, , etc), une géné
ralisation du théoréme précédent donne la convergence

Ty = Uy AU (8.36)

vers une matrice triangulaire dont les éléments de la diagonale sont les valeurs propres de A . On
a donc transformé A en forme triangulaire a I’aide d’une matrice orthogonale (décomposition de
Schur). 11 y a une possibilité intéressante pour calculer 7; de (8.36) directement a partir de 7j_;.
D’une part, on déduit de (8.35) que

Tio1 = U; AU, = (U;_ Uy) Ry (8.37)
D’autre part, on a
Ty = U{ AUy = U{AU;_ Uy = Ry (U;_Uy) -

On calcule la décomposition QR de la matrice 7;_; et on é change les deux matrices de cette
décomposition pour obtenir Ty

L’ algorithme QR

La méthode QR, due a J.C.F. Francis et a V.N. Kublanovskaya, est la méthode la plus cou-
ramment utilisée pour le calcul de I’ensemble des valeurs propres . La version simple du célebre
algorithme QR n’est rien d’autre que la méthode du paragraphe précédent. En effet, si I’on pose
O = Uy Uy et si I’on commence I’itération avec Uy = I , les formules (8.36) et (8.37) nous
permettent d’ écrire 1’algorithme précédent comme suit : (décomposition QR)

T_{0}=A

for k=1,2,..
Q_{k}R_{k}=T_{k-1}
T_{k}=R_{k}Q_{k}

end

Les T; qui sont les mémes que dans le paragraphe précédent, convergent (en général) vers une
matrice triangulaire. Ceci nous permet d’obtenir toutes les valeurs propres de la matrice A car les
T, ont les mémes valeurs propres que A (voir (8.36)). Cet algorithme important a été développé
indépendamment par J.G.F. Francis et par V.N. Kublanovskaya. Un algorithme similaire, qui utilise
la décomposition LR a la place de la dé composition QR, a été introduit par H. Rutishauser.

m Exemple 8.2 Appliquons la méthode QR a la matrice

10 2 3 5
3 6 8 4
A= 0 5 43
0 0 4 3

On peut montrer que, pour une matrice de Hessenberg A , toutes les matrices 7; sont aussi sous

forme de Hessenberg. Pour ’étudier la convergence vers une matrice triangulaire, il suffit alors de

(k)

considérer les éléments 7, .(i = 1,2,...,n — 1) de la sous-diagonale. On constate que

it
(k+1)

licii i

Z(T ~ 7 (8.38)
it1i

A =~ 14,3,A, =~ 7,86,A3 ~ 2,70, A4 ~ —1,86). Comme, les éléments tl.(f)l ; convergent, pour k —

oo, liné airement vers O (voir la figure V.4, ou les valeurs sont dessinées en fonction du nombre k de
I’itération). n
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R

(a) Comme le calcul de la décomposition QR d’une matrice pleine est tres coliteux (0(n3)
opérations), on applique 1’algorithme QR uniquement aux matrices de Hessenberg.
Dans cette situation une itération nécessite seulement O(n*) opérations.

(b) La convergence est tres lente en général (seulement [inéaire). Pour rendre efficace cet
algorithme, il faut absolument trouver un moyen pour accélérer la convergence.

(c) Considérons la situation ou A est une matrice ré elle qui possede des valeurs propres com-
plexes (I’hypothese (8.27) est violée). L’algorithme QR produit une suite de matrices 7j
qui sont toutes réelles. Dans cette situation, les 7 ne convergent pas vers une matrice
triangulaire, mais deviennent triangulaires par blocs (sans démonstration). Comme la
dimension des blocs dans la diagonale vaut en général 1 ou 2, on obtient également des
approximations des valeurs propres.

8.9.4 Accélération de la convergence

D’apres I’observation (8.38), nous savons que

1= O/ A1)
La convergence vers zéro de cet élément ne va étre rapide que si |A,| < |A,—1|. Une idée géniale est
d’appliquer I’algorithme QR a la matrice A — pI ou p =~ A, Comme les valeurs propres de A — pI
sont A; — p, on a la propriété |4, — p| < |A; — p| pouri=1,....n— 1 et ’élément tr(flz_l va converger
rapidement vers zéro. Rien ne nous empéche d’amé liorer I’approximation p aprés/ chaque itération.
L’algorithme QR avec "shift" devient alors :

T_{0}=A
for

k=1,2,..
determiner le parametre p_{k-1}$
Q_{k}R_{k}=T_{k-1}-p_{k-1}I  (decomposition QR)
T_{k}=R_{k}Q_{k}+p_{k-1}

end

Les matrices T} de cette itération satisfont

Qi Ti—10k = O (OkRi + pk—11) Ok = Rk Qk + pr—1 I = Ti (8.39)

Ceci implique que, indépendamment de la suite p; , les matrices 7} ont toutes les mémes valeurs
propres que Ty = A. Pour décrire complétement I’algorithme QR avec shift, il faut encore discuter
le choix du parametre py et il faut donner un critére pour arréter 1’itération.

Choix du "shift"-parameétre.
On a plusieurs possibilités :

k . v . .
— Dk = ,(,,), : ce choix marche tres bien si les valeurs propres de la matrice sont réelles.

— on considere la matrice

RO (5
nt?kl)ﬂ_ 1 ntzkl n (840)

N

Si les valeurs propres de (8.40) sont réelles, on choisit pour py celle qui est la plus proche
de t,S",Z Si elles sont de la forme « 4 i3 avec B # 0 (donc complexes), on prend d’abord
pr = o+ if et pour I'itération suivante p;, | = @ —if3
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8.9.5 Ciritére pour arréter 'itération.
(k)

L’idée est d’itérer jusqu’a ce que t,(lljzfl out,”, ., soit suffisamment petit. Plus précisément,

on arr €te I’itération quand
tl(’l;)_l < eps.(‘tl(f)l:l_l ’ + ‘tz(,l? ’) pour l=n ou l=n—1 (8.41)
— Si (8.41) est vérifié pour [ = n on accepte t,(,k,)l comme approximation de A, et on continue

)

b ) 1<ij<n—1

— Si (8.41) est vérifié pour / =n— 1, on accepte les deux valeurs propres de (8.40) comme
(k))

t

b)) 1<i,j<n—2

I’ité ration avec la matrice (t

approximations de A, et A,_; et on continue 1’itération avec la matrice (

m Exemple 8.3 Nous avons appliqué I’algorithme QR a la matrice (8.40) avec le shift p; = z,S’i%

. La convergence de ti(i)u vers z éro est illustrée dans la figure V.5. Une comparaison avec la
figure V.4 nous montre que la convergence est beaucoup plus rapide (convergence quadratique).

Apres 5 itérations, on a ‘tﬁkg‘ < 1015, Encore 4 itérations pour la matrice de dimension 3 donnent
‘tgkz)‘ < 10715 1 ne reste plus que 3 itérations a faire pour la matrice de dimension 2 pour avoir

‘tékl) ‘ < 10715, En tout, 12 itérations ont donné toutes les valeurs propres avec une précision de 15
chiffres. -

8.9.6 Le "double shift" de Francis

Dans la situation ot A est une matrice réelle ayant des valeurs propres complexes, il est recom-
mandé de choisir un shift-parametre p; qui soit complexe. Une application directe de 1’algorithme
préc édent nécessite un calcul avec des matrices complexes. L’ observation suivante permet d’éviter
ceci.

Proposition 8.9.2 Soit T; une matrice réelle, py = a +if et prr1 = @ —if3. Alors, on peut choisir
les décompositions dans I’algorithme QR de maniere a ce que T;, soit réelle.

p) Ladécomposition QR d’une matrice est unique sauf qu’on peut remplacer QR par (QD) - (D_IR)
ot D = diag(dy,...,d,) avec |d;| = 1.

Démonstration. La formule (8.39) montre que

Tiv2 = (Qrr10k42) " Ti (Qk+10k+2) (8.42)
[ |

11 suffit alors de démontrer que le produit Q1 Q2 est ré el. Une manipulation a 1’aide de formules
pour T} donne

Oir1Qk2Ri2Riv 1 = Okt (Tiwt — prstDRivt = Okt (R 1 Qi1 + pryt] — pr)Ri = (8.43)
(Qks1Re1)” + (P — Prcet) Qe 1Rt = (Ti— pid)> + (pic — pis1) (T — pid) =
= T — (p+pie1) T+ prpi I =M
On a donc trouvé une décomposition QR de la matrice M qui, en cons équence des hypotheses du
lemme, est une matrice réelle. Si, dans 1’algorithme QR, la décomposition est choisie de maniere

a ce que les éléments diagonaux de Ry et R, soient r éels, alors, a cause de I'unicité de la
décomposition QR, les matrices Q1 Qk12 €t Ry12Ri41 sont réelles. Une possibilité de calculer
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Ti+» a partir de T est de calculer de (8.43), de faire une décomposition QR (réelle) de M et de
calculer Tj,, a I’aide de (8.42). Cet algorithme n’est pas pratique car le calcul de Tk2 nécessite
O(n?) op érations, méme si Ty, est sous forme de Hessenberg. Il y a une astuce intéressante pour
obtenir T a partir de T; en O(n?) opérations. Elle est basée sur la propriét é suivante.

Théoreme 8.9.3 Soit une matrice donnée et supposons que
OTQ=S (8.44)

ou Q est orthogonale et S est sous forme de Hessenberg satisfaisant s;;_1 # 0 pouri =2,...,n
Alors, Q et S sont déterminé es de maniere "unique" par la premiére colonne de Q.

AN

Rp) On a "unicité" dans le sens suivant : si O*TQ est de type Hessenberg avec une matrice
orthogonale Q satisfaisant Qey, alors Q = QD ot D = diag(d,, ...,d,) avec |d;| = 1.

Démonstration. Notons les colonnes de Q par g;. Alors, la relation (8.44) implique

i1
Tqi=Y sjiqj,  4;Tqi=sji (8.45)
=1

Si g est fixé, la valeur s;; est donnée par la deuxi¢ me formule de (8.45). Avec cette valeur, on
obtient de la premi¢ re formule de (8.45) que ¢, est un multiple de Tq; — s11¢q; . Ceci détermine
g» a une unité pre s. Maintenant, les valeurs s>y, 512,522 sont déterminées et g3 est un multiple de
Tq> — 52191 — 52292 etc. n

Si les hypotheses du lemme précédent sont vérifiées, on peut calculer la matrice réelle T;,, en
O(n?) opérations de la maniére suivante :

— calculer Mgy, la premiere colonne de M (formule ( 8.43));

— déterminer une matrice de Householder H, telle que H; (Mg;) = ae;

— transformer H T H, sous forme de Hessenberg & I’aide de matrices de Householder Ha, ..., H, |

(voir le paragraphe V.3); c’est-a-dire., calculer H THouH=HH,...H,_,.

Comme H;e; = e pour i =2,...,n— 1, la premi¢re colonne de H est un multiple de celle de M
(observer HIT = H)). Par la formule (8.43), la premiere colonne de Q1 Q+> est aussi un multiple
de Me,. Par conséquent, pour un bon choix des dé compositions Qi1 Ry et QrioRi12 on a
H = Q11042 la matrice obtenue par cet algorithme est égale a Ti;, (voir (8.42)).

8.9.7 Etude de la convergence
Supposons d’étre déja proche de la limite et considérons, par exemple, la matrice

2 a
TO_A_(S 1)

ou € est un nombre petit. Avec le choix pg = 1 pour le shift-parameétre, on obtient

_1 _£& / 2 a
1 a - 1+e¢
To—polz <8 O) e (Vl;{;‘z 11+£2> — ( 0 _\/1—252 ) = Q]Rl
1+€2 1+€2 V1+e?

et

* *
To—p01:R1Q1 = ae?
T Ite? *
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— si A est symétrique (c’est-a-dire,a =€ )ona t,(llrzfl = 0(&?), donc convergence cubique.

— si A n’est pas symétrique (p.ex. on a donc convergence quadratique.
Ces propriétés restent vraies pour des matrices générales (sans démonstration).

8.10 EXERCICES

Exercice 8.1 Calculer les valeurs propres de la matrice tridiagonale (dimension n,b.c > 0)

a
b

S 0
S Qo
o

0 9 T o P 9 0 D0
Indication. Les composants du vecteur propre (vi,va,...,v,)" satisfont une équation aux diffé
rences finies avec.vg = v, = 0 Vérifier que v; = Const.(a] — ay) ol

A—a b (04] G
o —0p = ; 04-0p = —, — =1

c (0]

Résultat : Aj = a—2+/bc.cos (ﬂ) , j=12,..n. U

n+1

Exercice 8.2 Considérer la matrice

1 € 0
Ale)=| -1 0 1
1 —-1+¢& -—¢

cette matrice possede une valeur propre de la forme
A(e) =i+ed+O0(e?)

Calculer d et dessiner la tangente a la courbe A (€) au point A(0)
(a) Calculer par la méthode de la puissance, la plus grande valeur propre de la matrice

9 1 0
A=|1 100 1
0 1 98

(b) Pour accélerer considérablement la vitesse de convergence, appliquer la méthode de la
puissance a la matrice A — pl avec un choix intelligent de p.
(¢) Avec quel choix de p obtient-on la valeur propre la plus petite ?
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Exercice 8.3 Considérons la matrice tridiagonale

by
ay by o

A= a

Montrer que, si a;c; > 0 pour i = 1,...,n — 1, toutes les valeurs propres de A sont réelles.
Indication. Trouver D = diag(d,, ...,d,) telle que DAD™! soit symétrique. n

Exercice 8.4 Soit A une matrice symétrique et B quelconque. Montrer que pour chaque valeur
propre Ag de B il existe une valeur propre A4 de A telle que

|24 — Ag| < ||A—B,.

Indication. Montrer I’existence d’un vecteur v tel que v = (A — A) ' (A — B) v. En déduire que
1<|[a-20)" (a-B)| <[|(a—20)""|| 1A -B)I. "

il existe une valeur propre A de A telle que

A —aii| < /Z ‘aij‘z
J#i

Indication. Appliquer I’exercice 5 avec une B convenable. n

Exercice 8.6 Soit A une matrice réelle avec pour valeur propre o + i3 . Montrer que 1’itération

al—A =PI\ (w1 _ (e
BI ol —A Vi+1 - Vi
oll & ~ o et B ~ B) permet de calculer la valeur propre &+ i et le vecteur propre correspondant.

Indication. Considérer les parties réelles et complexes de I’itération de Wielandt. On obtient
alors

T T T T
uy Auy + vy Avg u Avy + vy Aug
T T @, T T
W U + v Vi W U +V; Vi

Exercice 8.7 Considérons la matrice de Hilbert,

1/2 1/3 1/4
A=[1/3 1/4 1/5
1/4 1/5 1/6

(a) Transformer A en une matrice tridiagonale ayant les mémes valeurs propres.
(b) En utilisant une suite de Sturm, montrer que toutes les valeurs propres sont positives et

‘ Exercice 8.5 (Schur, 1909). Soit A une matrice symétrique. Montrer que pour chaque indice i
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qu’une valeur propre est plus petite que 0.001
(c) Calculer approximativement la condition de A pour la norme Euclidienne.

Exercice 8.8 La formule de récurrence
(k4 1) Py (x) = (2k+ 1) xPi(x) — kPe—1 (x)
pour les polynémes de Legendre ressemble a
pilA) = (di — L) pi1(A) — €2 pia(A), i=2,..,n.

pour les polyndmes det(A; — AT). Trouver une matrice tridiagonale A de dimension n telle que
les valeurs propres de A sont les racines de P, (x). u

Exercice 8.9 Soit p(x) un polyndme de degré n et supposons que toutes les racines soient
simples. Démontrer que la suite définie par 1’algorithme d’Euclide,

pn(x) = p(x), pn 1(x) = p’(x)

pi(x) = qi(x)pi-1( }lzp, i=n,..2.
est une suite de Sturm. Pour le polyndme p(x) = x> — 6x* 4 3x® + 3x% +2x+ 8.
(a) déterminer le nombre de racines réelles.

(b) Combien de racines sont complexes ?
(¢) Combien de racines sont réelles et positives ?

Exercice 8.10 Pour un ¢ donné notons ¢ = cos @ et s = sin ¢. La matrice €2y, définie par

c sii=j=k,oui=j=I

(‘Q‘kl)ij: s sii=k,etj=1
) sii=l,etj=k
0 sinon

s’appelle rotation de Givens.

(a) Montrer qu’elle est orthogonale.

(b) Soit A une matrice symétrique.Déterminer @ tel que le (k,/)-iéme élément de A’ = Q;dAQ,{l
s’annule.

Resultat. cot2¢ = (akk = a”) / (2ak1) . [

Exercice 8.11 La méthode de Jacobi (1846) pour le calcul des valeurs propres d’une matrice
symétrique :

i) on choisit ai; (k > 1) tel que |ay| =
ii) on détermine A’ comme dans I’exercice 11.

Montrer que, si on répete cette procédure, on a convergence vers une matrice diagonale, dont les

éléments sont les valeurs propres de A Indication. Montrer que };- ; |d; ij| =Li>j ’a,- j‘ — ]akl\
|
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Exercice 8.12 On considere la matrice

70,5
A‘<0,0001 8)

dont on cherche a calculer les valeurs propres.

(a) Faire une itération de 1’algorithme QR sans shift.

(b) Faire une itération de I’algorithme QR avec shift.

(c) Estimer la position des valeurs propres de A a I’aide du Th éoréme de Gershgorin.
(d) Calculer les valeurs propres de A a 1’aide du polyndme caractéristique.

Exercice 8.13 Montrer que si la matrice 7o = A est une matrice de Hessenberg (ou tridiagonale),
alors les matrices Ty, k > 1 construites par 1’algorithme QR sont également des matrices de
Hessenberg (tridiagonales). u

pour effectuer la décomposition QR d’une matrice de Hessenberg et pour calculer ensuite le
produit RQ. U

Exercice 8.15 Soit Ty une matrice de Hessenberg dont tous les éléments de la sous-diagonale
sont non-nuls. Montrer que, si po est une valeur propre de Ty, une itération de 1’algorithme QR
avec shift pop donne

tl’(l,lrgfl =0.

Exercice 8.16 Expliquer, comment le calcul de 7 a partir de Ty,
ORi = Ti—1 — pr—11, Tie = RiQk + pr—11.

‘ Exercice 8.14 Donner une estimation grossiere du nombre d’opérations qui sont n écessaires
| peut étre effectué sans soustraire (et additionner) explicitement la matrice py_/ =
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