‘Chapitre 2

Homotopie des chemains

Soit X une.T. zgy € X

Définition 2.0.1. On appelle chemain de X d’origine xo et d’extrimité y, toute application
p:0,1] — X

conttnue :
p0)=z et p(l)=uy

Deux chemains p et A de X qui ont méme origine et méme éxtrimité sont dit homotopes

4

F(t0) = u(t)
F(t 1) =A(t)
ssi : 3F : [0,1] x [0,1] — X continue : < vtel0,1l] VYT €]0,1]
FO, T) =%
F(l'- T ) = Yo

Remarque 2.0.1. On peut redéfinie ['homotopie des chemains grice a ['homotopie relative.
En effet deur chemains p et A d’origine xy et d’extrimité y, sont homotopes <= p ~ A
(relative [0, 1])

FO,T) =2 F(0, T )=p(0)=X2(0)==x
En effet la condition :

FA1,T) =p<=F(1, T)=p1)=2(1) =
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Chapitre 2 Homotopie des chemains

2.1 Propriété de I’homotopie des chemains

2.1.1 Opération sur les chemains
Compose des chemains (concaténation des chemains)

Soient p un chemain de X d’origine z; et éxtrimité y, et A un chemain de X d’origine

po:[0,1] — X continue p (0) = zg, pt (1) = o
yo et éxtrimité zy <=

A :[0,1] — X continue A (0) = zp, A (1) = 2

gl
1K_J Rl 20

Iy

On appelle concatiné des chemains p et A le chemain noté :

1 (2t) 0<t

VAN

1
peA:]0,1] — X avec : (- A) (1) - 2

A2t —1) <t<1

b =

la composé (g - A) a pour origine g = (g - A) (0) = p(0) et éxtrimité
z0=(p-A) (1) = A(1)

Remarque 2.1.1. gdce a la concaténation on a introduit une loi de composition dans ['en-
semble des chemains et cetlte composition n'est pas toujours définie cette loi opére dand
l'ensemble U C (X.{z,y}) qui est 'ensemble de tous les chemains de X.

z.Y

Propiété de composition avec ’homotopie

Proposition 2.1.1. Soient p €C (X, {zo,%0}),A €C (X,{v0,20}),¢ €C (X,{20,l0})
on a alors les chemains (p-A) - ¢ €C (X, {zo.lo}) et p- (A ) €C (X, {xo,lo}) ces

deux chemains ne sont pas égauzx cependant : (pr-X) - @ = - (A )

Remarque 2.1.2. Dans R tous les intervales du type [a. b] sont homotope a [0, 1] I'homotope

de passage de [a,b] — [0,1] est y = 4;— a
—a

Montrons que p1- (A -p) et (p-A)- @ sont deur chemains déffirents.
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Chapitre 2 Homotopie des chemains

(1) (20) 0<t<;
Soit t € [0,1] alors : (- A) - (1) :
1
@ (2t —1) §§f£1
i 1
1 (2 x 2t) 0<t<s
1 1
Y A(2x2t—1 e
(& ) 1Sts3
1
(2t —1) 55551
( 1
11 (4t) 0Kt -
1 1
te A(4t—-1 — & b=
( ) 4 — — 2
(2t — 1 1<t<1
\iP( =1 g = &=
§ 1
p(2t) UStS§
pe(A-p) (1) : ¢ |
(A-9)2-1) 5<t<1
\
( 1
1 (2t) USL‘EE
1 3
HE A N ) 2t —1 - <t< -
ex@-1)  g<t<3
3
[ p@x@-1)-1) F<t<I
( 1
1 (2¢) 0<t<
1 3
4 A4t —2 - o
Al ) IR |
4t — 3 3<E<1
h{P( —3) 13t

donc : (p-A)-p # p-(A-9) (1)
prouvons que ft-(A-@) (t) ~ (- A) -

considérons le carré de I'homotopie
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Soit t € [0,1] alors : (- A) - (t) :

(w-N@) 0
p(2t—1) %
[ (2% 91) 0
4 A@2x2—1) i
| o2t-1
[ L) 0
4 At - 1) :
| o-1) 5
[ ue 0
e (A-) (t) - 4 .
- g
[ i)
4 a@x (2 —1)
| p@x(2t—-1)-1)
[ 21) 0
1 A@t-2) -
| put-3) -

done : (pu-A) - # p- (A=) (1)
prouvons que jr- (A- ) (t) ~ (p-A) -

considérons le carré de I'homotopie
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Chapitre 2 Homotopie des chemains

lu-il-ss
3 1
4 i
B
- C
L AV
K 1 3
2 4
#‘(3:30}
AK’_I&'L:>4B_?_AC_Q—T:E_E—T
AB~BC U T 4T BC T 1-T 0 A-4T
( At 1+ T
<t =
p(LkT) vRI=Tg
F:[0,1]x[0,1]] — X ot : F(t, T )=q A(4t— T —1) ]AAT §£52+;T
4t — —2 2 iqv
(AT T

Proposition 2.1.2. Soit p €C (X, {z,y}) et € . eC (X,{z,z}) et €, eC (X, {y.y})

peEyFp pr Ey~p

alors : mais

o pFp

1
; g
Calculon les chemains : (- € ,)(t) =
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Chapitre 2 Homotopie des chemains

1
1 (2t) G£t£§
B 1
- -<t<1
Yy 5 =t=
Montrons qu’ils sont homotopes :
()
1
1- T
1 T
-
[ T
ju(t) % €y
(w € 4)
2t 1 T
,u(l T) =< +2
F(t, T)= Ea
1 T
€y(2t-1-1T) +2 zt<1
2t 14+ T
0<t<
B ‘”(1+T) : 2
1+ T
y R
2
2t 1
p(_) o<t<i
1+0 2
F(t0) = : =(n- €,)(1)
1 -<t<1
Yy G s
2t 1+1
p(E) Dgtg% () 0<t<l
1+1
y j £ gl y t=1
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Chapitre 2 Homotopie des chemains

idem: € -p~p

Eslp
2
Définition 2.1.1. Soit p €C (X.{z.y}) on appelle chemain inverse de p le chemain
peC (X {z.y}) ot p:[0,1] — X avec p(t)=p(1l—1)

Proposition 2.1.3. Si p €C (X, {z,y}) alors on a les chemains :

p-p # €. pep o~ E,

LS

Bep #F Ey Bop o~ Ey

u(2t) 0<t< %
Caleulons pour t € [0,1] : (p-p) (t) = £ & i
1
p2t-1) F<t<1
Montrons que pt- ji ~ € , pour cela on considére :
1 T
0<t< —
! =1=7
T 1
p(2t— T) - <t< 3
considérons alors Uapplication :F (t, T )= <}
1 2= T
2—2t— -<t<L
i T) sl E=—
2= Tt
&
\ 2 -
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!

7 T
— M
2

puisque pour i la variable est (1 —t), il faut trouver sont intervale lorsque t € [—,

;1(2—2,%— ’T) =u(l, T)

p(2—2, 7T - T) =p0)==z

.

idem : vérifie p-p~ €,

(p-pt)

exr : vérifie que :

12— T
|
F(t.0) =(u-pm)(t)
F(t.1) = €,.()=x

Remarque 2.1.3. En analysant les propriété de la concalénation el de 'homotopie des

chemains constate que l'opération de composition des chemains (concaténation) vérifie les

conceptes proches ceux les opérations interne 4 savoire l’associativité, neutre (3), et le symé-

trique, pour cette raison on dit que U C (X, {z,y}) muni de l'opération de concaténation
zyeX
est un groupoide c.a.d : Uopération de concaténation n’existe pas toujours pour 2 chemains,

cependant si elle 3 c’est un chemain et de plus on la les propiété :

1) (p-Ne~p-(A@)
2) M Eymf-'l

3) :U‘.JEN E.r
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2.2 Groupe fondamentale, groupe de Poincaré

2.2.1 Groupe homotopique d’ordre 1

Proposition 2.2.1. Soient p, pu' € (X, {z,y}) et A\ N ec (X.{y,z}) alors si :

4

o i
et alors p-A~p N
A~ X
F (t,0) = u(t)
F(t,1) =4 ()
Puisque : p~ p' <= 3F : [0,1] x [0,1] — X continue [
FO,7) ==
F(l, T) =y
G (t,0) =A(2)
G(t,1) =X (t)
A~ AN 3G: 0,1 x [0,1] — X continue <
G0, T) =y
G(L, T) ==
\
1
J 5 A
1
x y Z
0 1
Z 1 A
2
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Considérons : H : [0,1]x[0,1] — X continue : H(t, T )=

1
G(2t—1, T) Eiﬁtﬂl
1
on vérifie que pcmfrt:ion ay de plus :

1 1

F(2t,0) {]St£§ p(2t) D§t<_1§

H(t, T)= =

G(2t—1,0) égtgi A2t —1) %gtgl

idem : H(t,1) = (i - N') (t)

Considérons l'ensemble L (X.z) qui est C (X, {z,y}) ot z = y ainsi L (X.x) est 'en-
semble des chemains de X d'origine confondire avec I'extrimité qui est z un élément de

L (X, z) s’appelle lacet de base z

Définition 2.2.1. On appelle lacet de base x de X toute application continue :
0:[0,1] — X avec : 6(0) =6(1) ==

Remarque 2.2.1. Dans L (X.x) on peut toujours faire Uopération de concatination de plus

la concatination de deux éléments de L (X, x) est un élément de L (X, x)

Conséquence 2.2.1. L (X, ) muni de la loi de concaténation est un magma c.a.d la conca-
ténation est un loi de composition interne dans L (X, x) elle vérifie les propiété de conca-
tination des chemains considérons L (X, x) /. Uensemble des classes d’homotopie des lacet
alors si 0, € L(X,x) alors leurs classe d’homotopie [d] et [p) € L(X,z) /.
On peut alors définit [0) - [p] = [0 - pu] € L(X,z) /~ est une opération bien définit dans
§ ~é
L(X,r)/. car: = O p~dop = [§-p]=1[8-p]
po~p
done (L(X,z)/,-) magma de plus on a :
1) (8- 1) -~ 8- (- 8) <= (8]~ [u]) - ([e]) = 8] ({4 - )
2)8- E.~ E b= E.=1[0]=|E 2] - [8] <= [ € .] neutre
3) 68~ Eond-d=[0]-[0]=[E. =[]0 = [0]=[0]"
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Conclusion 2.2.1. (L (X,x) /., ") groupe
on le note : 11, (X, x) groupe fondamentale de X base x = groupe Poincaré de X base x

= groupe homotopique d’ordre 1 de X base x

Remarque 2.2.2. Dans L (X, xy) on peut considére & - ji, ju -6 en générale 6 : pp = ji-0
alors : 11} (X, x) en générale n'est pas abélien

L’homotopie ful introuduit hom Poincaré pour classifie des surfaces (varietés bidimebsion-
nelles) griace aur groupe hpmotopique on a une classification complete des variétés bidi-
mentionelles ce qui a conduit en 1904 Poincaré a posé le probléme : est que tout variété
tridimentionelle compacte sans bord qui a un groupe fondementale trivial @ méme type d’ho-
motopie que S3?

Ce probléeme est comme sous le non de "conjecture de Poincaré" sa résolution en dimension
3 a été mise a prix pour 1 million de dolar en 2003 Gricha Perelman a resolu ce probléme il

recu la medaille filds en tout 2006, conference Int de Madrid Institue Stek Lor du Lebingiad

2.2.2 Application continue et groupes fondamentale

Soit f : (X,2z0) — (Y.yo) application continue c.a.d f € Mor _«  ((X,z0).(Y,%0))

op
alors si € L (X, z() on a la composition suivante :

fod:0,1] 0 X f y est une application de [0,1] — Y de plus :
|

?

fod(0) = f(zo)=1yo
cad fode L(Y.y)

fod(1) = f(zo)=1yo
c.a.d fod est un lacet de Y basé en yy
En constate également d’aprés les prpositions étudieés de I'’homotopie que si

6,8 € L(X,2q) /0 ~ & alors in sait que fod ~ fod don

Proposition 2.2.2. Si toute application continue f : (X, xy) — (Y, yy) induit une applica-
tion Iy (f) : TL(X, zg) — TL(Y, yo) donée par : II; (f) ([8]) = [f o d], V[d] € II; (X, zg) de

plus Iy (f) est un hméomorphisme de groupes : I, ([) est correctement donée en vertue de

Prouvons que I, (f) est héomorphisme de groupes :

En effet si [3], [u] € IL (X, o) alors : ILy (f) (18] - [u]) = i (f) (18 4]) = [F o (5 - )]
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5 (21) e
évaluons : fo(d-p):[0.1] — Y (6-p)(t) = 2
p(2t—1) lstii
e,
féen)  0se<3
= fo(d-p)= .
flu(2t-1)) 5<t=<1
lfoa(zz) ﬂgtg%
ainsi fo (8- p)=(fod)-(fop)= g
fop(—1) S<t<1

ainsi : Iy (f) ([0] - [u]) = [(f 0 6) - (Fop)] = [f 0 6] - [f o p] =1Ly (f) ([6]) - T (F) ([m])
Proposition 2.2.3. On a les assertions suivantes :
1) f:(X,2) — (Yi0), g:(Yimo) —>(Z,20) alors :
gof:(X,xg) — (Yyo) — (Z,2) etona: Ii(gof) =1 (g) oIl (f)
2) SiId: (X,z0) — (X, x9) morphisme identité alors : Iy (Idix.c0}) = Idm,(x.z0)

1) Si(go f): (X,29) — (Z.29) ona: 1L (go f) : T (X, z0) — 11, (Z, 25)
Soit [8] € II; (X, zo) alors : 1L, (g o f) ([8]) = [(g © f)od] = [go(f 0 §)] =TIy (g) ([f o d])
=111 (g) (TT1 (f) [8]) = M1 (g) o M1 (f) ([6])

2) Soit Id : (X, z0) — (X, x0) alors : Ty (Id(x.40y) : Th (X, 20) — T (X, 20)
Si [8] € I (X, x0) on a: I (Idix.co}) ([0]) = [Id{x.20} © 8] = [8] = Idr,(x 20

Conséquence 2.2.2. La relation : —ﬁ;ﬁ ek ! Cg donée par :

1) (X,z0) €0bj _» — 11, (X,x) € objc
Top

2) feMor - ((X.zy),(Y.y)) — T (f) € Morg (I, (X, x) I, (Y,y)) est un fonc-
Top
teur covariant

IT, s’appelle foncteur homotopique d’ordre 1

Théoréme 2.2.1. Classification :

Si (X, x) et (Y,y) sont deux éspaces topologiques pointés homotopie (du méme type topolo-
gique). Alors leurs groupes de Poincaré Iy (X, z) et IT; (Y, y) sont des groupes isomorphes

En effet l'image d’objetes isomorphes par un foncteur sont isomorphes

e (X,z) 22 (Y,y) dans Top <= hméomorphe = II; (X,z) =11, (Y,y) dans Cg
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Conséquence 2.2.3. Si (X, x),(Y,y) sont 2 éspaces topologiques tq : I1; (X, z) n’est pas
isomorphes a Il (Y, y) alors : (X, z) et (Y. y) ne sont pas de méme type homotopique

Conjecture de Poincaré 1904

X variété de dimension 3 compacte (Top) sans bord tq :

IT; (X) est triviale = X de méme type homotopiques que S*

Répense : 2002- 2008 par Gricha Perlmane

X variété de dimension 3 sans bord <= Vx € X admet un ouvert homéomorphe

A un ouvert de R®

2.3 Homotopie des applcations continues et groupe de
Poincaré

On sait que si f: (X,z) — (Y. y) application continue alors elle induit
L (f) : I (X,2) — T (Y.y)
Soit g : (X,x) — (Y, y) elle induit 11, (g) : IT; (X, z) — II; (Y. y)

Théoréme 2.3.1. Sous les conditions des hypothéses ci-dessue : si f ~ g = 111 (f) =111 (g)
deuzx applications homotopes induise le méme induction

En effet soit [0) € I, (X, 2) = I, (f)([0]) = [fodl or f~g= fod~god = [fod] =
lgod] = I (f) =TT (9)

Conséquence 2.3.1. Critére homotopique : sill; (f) # Il (g) = f =g

Théoréme 2.3.2. Si (X,z) et (Y,y) sont deuzx e. T.p homotopes ¢.a.d de méme type homo-
topique alors : I, (X, z) 2 11, (Y. y)

3f 1 (X.z) — (Y.y) continue
Soit (X, z) et (Y,y) homotopiquement équivalents <=

dg: (Y,y) — (X,z) continue

go [~ Id{x,w) =Tl (Qof) = H(Id(lir))

avec !

fog~Idyy, =Ti(fog)=T(Idyy)
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IL (g) o IL (f) = Tdy,(x 2
= =1L, (X,z) =10, (Y,y) inverse l'un de l'autres

I (f) oIl (g) = Tdn, vy

Conséquence 2.3.2. I, (X, z) 211, (Y,y) = (X, z) et (Y,y) ne sont pas homotopes

2.3.1 Changement de base et groupe de Poincaré

Soit X un e.T et x,y deux éléments données de X on a alors les éspaces topologiques

pointés (X, z) et (Y,y) et donc on a les groupes de Poincaré IT; (X, z) et I, (Y, y)

Probléme

Existe il un bien entre eux?

Théoréme 2.3.3. 5l éxisie un chemain w dans X qui lie x a y alors les groupes
I, (X,z) et I, (Y,y) sont isomorphes
Considérons : Ly (X,z) et Ly (Y.y) les lacets basé sur x
Li(X,z)={0:[0,1] — X/0(0)=4d(1) =1z}
Ly (Yoy) ={u:[0,1] — Y/u(0) = pu(1) = y}
On veut passé d'un lacet de Ly (X, x) a un lacet de Ly (Y,y) alors considérons :
(@-8)w ot w-(d -w) dufait que (@-0) w~@-(d-w) dans I (Y,y) on a :
[(@-0) w]=[@-(§-w)] noté [@-d -w| considérons de lisomorphes :
Soit : T (X, z) 25 T1, (Y, y) donnée par : @, ([6])) =[@-6-w] ,V[§] € I, (X, x)
Cette application est bien définie car : si & € [8] alors : ' ~d=>0-0-w~-§ -w cad
[@-6 - w=[@-6-w]

1) bijection Soit

Yo - H] (Y.y) —>]._.[1 (XT)
alors pour : 0] € II; (X,z) on a :
] —w-p-a)

vaopu () =ps(@-0-w)=[w-@0-w-@]=[E.-8- €] =[8] = Idmx.) ([6])
Idem : [p] € IL (Y, y) : puops ([u]) = [@-w-0-@-w] = [€ 4-0- € ] = [1] = Ldm,(vy) ([1])

Conclusion 2.3.1. (p,)"' = p; i.e @, est une bijection

2) .. est un homéomorphisme Soit [8], [p] € I1; (X, z) alors :
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i

0o (0] [u]) =@u((0-p) =[@-0-p-u]

pu:Th (X,2) — T (¥,9) : 4 = [@5-w)- (@ )

= 0, ([0]) - p (1))

\
Conséquence 2.3.3. ¢, est un isomorphisme

Proposition 2.3.1. Siw' € [w] alors : g = @, c.a.d Uisomorphisme est indépendant de la
classe d’homotopie des chemains qui lie x a y

En effet : si[6) eI} (X,z) et € [w] alors : @-6-wr~d-0-w ctar siw~w =>o~a

Ywld] = @ [0] ¢’est pour cette raison que Uisomorphisme @, = @

Conséquence 2.3.4. Si X est un éspace topologigue connexe par arcs alorstous les groupes
de Poincaré de X sont isomorphes i.e : I, (X, z) =11, (Y.y) ,Ve,ye X

En effet : s1 X est connexe par arcs = 3 un chemain qui lie x et y dans X donc par consé-
quent d’aprés la p.p ci dessues : Iy (X, x) =« II; (Y, y) ainsi : si X connexe par arcs on peut

omettre le point de base et on note Iy (X)

f IL (Y, f (zo
(Y, f (z0)) f=T1,(f) (Y, f (20))

/
Autre considération : (X, xy) < — 11, (X, 2p)
g

(Y, g (xo)) 9=1h(g9) “NTI, (Y, g (x0))

Si on suppose qu’il éxiste un chemain w qui lie f(x) et g(x) dans Y on sait qu’il éxiste un

isomorphisme @, : IL; (Y, f (zq9)) — I, (Y, g (20))

Probléme

Existe il un chemain w qui lie f (zo) & g (x0) tq : le diagramme soit commutatif

Théoréme 2.3.4. Sous les hypothéses ci dessues si [ el g sont homotopes alors ils éxiste

un chemain w qui lie f(z) a g(z) dans Y et tq : le diagramme est commutatif

Puisque f ~ g pour zy € X les éléments de [ (xg) et g (xg) sont dans une méme compo-
santes connexes
Considérons maintenant le chemain : F, : [0,1] — Y, F, (t) = F (xy.t)
F (20,0) = f(20)

F(zg,t): X x [0,1] — Y :
F(z0,1) = g(x0)
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F Continue ?

4.1+T
*4 —_— —
o f(l)=y
1+ T
¥ ==
4,1+T
4 —1« 7T = —
I\ T T g(0)=y
g(4»2+47- —1—T):g(2+’?'—1—
24+ T
b=
fodbd. -5 q
1 _ _
h( - )—h((})—y
T =)
( 1
f(41) 0<t<
; 1 1
Fo)=1 gut—1) 1<i<l =900
1
higE—1) << &1
\ 2
T =1
( 1
f(2t) 0<t<
; 1 i
F(t,1)=4q g(4t—2) el =f-(g-h)(¢)
h(4t — 3 1<t<1
| hat-3) s<t<

T)=g(1)=2



