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Exercice 1 Soit u(z,t) la solution du probléme suivant

(w) Ut — Uge = 0; ¢ €RE >0,
u(z,0) = g(z),u(z,0) = h(z); zeR,

ou g € C*(R) et h € C*(R).
1- a) En posant r = x —t et s = x +t,montrer que l’équation du probléme (w) est équivalente & l’équation
2
Urs (urs = (’?TZ;LS)
b) Résoudre 'équation u,s = 0 et établir la formule de d’Alembert,

1 1 (E+t
u(z,t) = §(g(m —t)+glx+1t)+ 5/ ) h(y)dy,z e Rt >0

2- On suppose que les fonctions g et h sont & support compact.
On définit l’énergie cinétique et l’énergie potentielle par,

+o0 +oo
k() = 7/7 2 t)de,  p(t) = %1 W2 (1) dz.

a. Montrer que la somme k + p est constante sur RT.
b. Montrer qu’il existe T > 0 tel que, k(t) = p(t) Vt > .

Exercice 2
Soit I’équation d’onde :

Pu  ,0%u

a2~ ¢ g2
avec les conditions initiales : 5
u(@,0) =0 et Z(2,0) = f(a),

ot f(x) est une fonction donnée. Résoudre cette équation o laide de la formule de d’Alembert.

Exercice 3 Soit l’équation d’onde :
Pu  ,0%u
oz~ 9a2
avec les conditions initiales suivantes :
u(z,0) = sin (W—;) et %(z,O) =0.
Résoudre cette équation a l'aide de la formule de d’Alembert.

Exercice 4 On consideére I’équation d’onde classique en une dimension pour une fonction u(x,t) qui décrit
l’évolution d’une perturbation dans un milieu. L’équation est donnée par :

Pu(z,t)  ,0%u(x,t)
oz C 7 a2

ot ¢ est la vitesse de propagation de l'onde. Supposons que la fonction u(x,t) soit définie sur un intervalle

spatial 0 < x < L, avec des conditions aux bords de type Dirichlet :

u(0,t) =0 et w(L,t)=0 pour toutt> 0.

Les conditions initiales sont les suivantes :
du(z,0)
u(a:,O) :f($>7 ot :g(x)a
ot f(x) et g(x) sont des fonctions données.
- Resoudre le probleme par la méthode de séparation des variables.



SOLUTION
Exercice2:
e Appliquer la formule de d’Alembert :

flx+ct)+ f(z—ct
2

ule,1) = ) 4 / 9o+ ot — 7)) + gla — c(t — 7)) dr,

ou f(xz) =u(z,0) et g(x) = %(x,O).

Ici, on a :

u(z,0) =0 = f(z)=0,
ou

S@0=f@) = g@) = 1)

La solution devient donc :
t
u(z,t) = / fle+ct—7))+ f(x —c(t—7))dr.
0

Exercice3:

e Appliquer la formule de d’Alembert :

ﬂ(mzrct) ) +sin (Tr(wgct) )
2

(1) = sin (

e Utiliser identité trigonométrique :

sin A + sin B = 2sin <A;B> cos <A_B> ,

ce qui donne :

u(a,t) = sin (77 cos (”Ld) .

Exercice 4:

On cherche une solution sous la forme u(z,t) = X (z)T'(t), ou X (x) est une fonction de z et T'(t) est une
fonction de ¢.

En substituant u(z,t) = X (2)T(t) dans I'équation d’onde, on obtient :

ETE) o PX(2)
p— T —
ez Tz

En divisant les deux cotés par X (z)T'(t), on sépare les variables :

X(x)

1 d*T(t) 1 d*X () .y
AT(t) dt2  X(x) de2 7
ol A\ est une constante de séparation.
L’équation pour X (z) devient :

d*X (z)
dx?
Les solutions aux conditions aux bords X (0) = 0 et X (L) = 0 sont données par :

. /nTx nm\ 2
Xn(:c)fsm(T), /\nf(f), n=1,23,...

+ AX(z) =0.



T(t) : L’équation pour T'(t) devient :

d*>T(t)
dt2

+ AT (t) = 0.
Les solutions sont de la forme :
T,.(t) = A, cos (?t) + B, sin (%t) .

La solution générale de I’équation d’onde est alors une somme de solutions propres :

u(zx,t) = i [An cos (?t) + B,, sin (%t)} sin (?) .
n=1

En utilisant les conditions initiales u(x,0) = f(x) et w = g(x), vous pouvez déterminer les constantes

A,, et B, par les séries de Fourier.



