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:المتغيرات العشوائية الثنائية :الفصل الخامس

الارتباطو الاستقلال التباين ثنائيتالالمتغيرة  

المتغيرة الثنائيت  - 1

Fonction marginale)الحدية(   التوزيعات المشتركة المتقطعة والدالة الهامشية1

مىث  ح نماىا تتوقىف على  قيةىة متغيرتىين امنتىينذ مثىال  لى    Xقيةىة  الدتغيرة الثنائية ىي متغيرة تتوقف ليس على  قيةىة حاةىهة ىىي :تعريف (أ )
يىىة معىىهل اللالىىو فتوقىىف علىى  قالىىة المقا ىىة الد ىىتةمة ح قالىىة التلايىىا وح قالىىة ال هايىىي انيحل حقالىىة ال هايىىي الثىىا ذ  ىى ل  قتي ىىة ال ىىنة الدال

غيرة الثنائية فتأت   ايتخهام الترميز  ةا فلي:تتوقف عل  متغيرتي التكاليف ح الإفمادات  حىك اذ التعمفف الهقيا للةت
 : f(x,y) ب P(X = x,Y = y)لنممز ل ةتةال:   Yح  Xمتغيرتان عشوائيتان متالعتان  لهفنا لتكن

f(x,y) = P(X = x,Y = y)

f(x,y) ≥ 0 
∑x∑y f(x,y) = 1 

يمكن التعاير ح  Yح  Xا حقاول وفضا دالة الكثافة الدشتر ة للةتغيرتين ة الاةتةالية لذكثافالدالة  f(x,y)ح متغيرة  ات  عهفن (X,Y)ت ة  الثنائية 
  عن طمفا جهحل ل ةتةالات الدشتر ة )جهحل التوزفع الدشترك(ذها عن

f1(x)ym. . .y2y1

      Y        

X

f1(x1)f(x1,ym). . .f(x1,y2)f(x1,y1)x1

f1(x2)f(x2,ym). . .f(x2,y2)f(x2,y1)x2

. . .. . .. . .. . .. . .. . .

f1(xn)f(xn,ym). . .f(xn,y2)f(xn,y1)xn

1f2(yn). . .f2(y2)f2(y1)f2(y)

∑ = P (X = x) = f1(x) فكتو   ةا فليح  يح و  X = xاةتةال  
k=1

m
  f(x,yk)       

∑ = P (Y = y) = f2(y)  ةا فلي   فكتو ح يح و  Y = yاةتةال 
i=1

n
  f(xi,y)       

 f2(y) =1 ∑ح  f1(x) = 1 ∑ ن( ةيث :ان )الحهفتان الذامشيتات ةيان الهالت f2(y)ح  f1(x)الهالتين
الدالة التجميعية (ب )

ةا فلي:تكتو   (X,Y)الثنائية للةتغيرة  الهالة الت ةيعية
F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y) = ∑ 

u≤x
∑ 

v≤y
f (u, v)

للمقم ال ي فظهم من مكعو النمدذ Yح لعهد ممات ظهور الصورة  Xبقممي قلعة قاهفة حة م قمد  قممز  :مثال
oو تو التوزفع الاةتةالي الدشترك للةتغيرتين 
o:ذ 6ل  المقم   الحصول عل  الصورة  الحصول ع6الحصول عل  صورة مع المقم  وة و اةتةالات انيةهاث التالية
o  وة و الاةتةالP(X ≤ 1, Y ≤ 3)   P(X ≤ 2, Y ≤ 6)ذ 
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f1(x)654321X\Y

½1/121/121/121/121/121/120

½1/121/121/121/121/121/121

11/61/61/61/61/61/6f2(y)

 P (X = 1 et Y = 6) = f(1, 6) = 1/12:  6اةتةال الحصول عل  صورة مع المقم 

∑ = P (X = 1) = f1(1)   1/2 = . . . + 1/12 + 1/12 =اةتةال الحصول عل  الصورة
k=1

n
  f(1, yk)

∑ = P (Y = 6) = f2(6)=                1/6 = 1/12 + 1/12  6 اةتةال الحصول عل  المقم
i=1

m
  f(xi,6)

P(X ≤ 1, Y ≤ 3) = F(1, 3) = ∑ 
u≤1

∑ 
v≤3

 f(u,v) = 6(1/12) = 1/2 , P(X ≤ 2, Y ≤ 6) = 1

التوزيعات المشتركة المتصلة  2
تعريف (أ )

: ةا فلي((X,Y)دالة الكثافة الاةتةالية للثنائية) امتغيرتان ع متصلتان  قعمف دالة الكثافة الاةتةالية الدشتر ة لذةYح Xلتكن لهفنا 
P(X = x, Y = y) = f(x, y)

f(x, y) ≥ 0 

∫
-∞

+∞
∫
-∞

+∞
f(x, y) dx dy  = 1

 لة التجميعيةالدا (ب )
كتو دالة التوزفع )الهالة الت ةيعية(  ةا فلي: ق

F(x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y) = ∫
 u=-∞

x
∫
 v=-∞

y
f(u, v) dv du 

     f(x, y) = ∂²F / (∂x ∂y)ح يمكن ايتنتاج دالة الكثافة الدشتر ة من الهالة الترا ةية  الاشتااق  ةا فلي: 

∫  ىمن جهة وخم 
u=-∞

x
∫
v=-∞

∞
f(u, v) dv duF1(x) = P(X ≤ x) = 

∫
u=-∞

∞
∫
v=-∞

y
f(u, v) dv du    F2(y) = P(Y ≤ y) = 

ن(ذان )الحهفتان( الذامشيتان )الت ةيعيتان الترا ةيتاالهالت F2(y)ح F1(x)ن احق ةي الهالت

ن في لرالين ما قكتو: الزصورت Yح Xحلتحهفه اةتةال 

P(a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d) = ∫
x=a

b
∫
y=c

d
f(x, y) dy dx  

 الدوال الهامشية (ج )
فيعبر عنها  ةا فلي:  (X, Y)الهالتان الذامشيتان )الحهفتان( للكثافة الاةتةالية للثنائية 

f1(x) = ∫
v=-∞

+∞
f(x, v) dv ,          f2(y) = ∫

u=-∞

+∞
f(u, y) du
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الدعمفة  ةا فلي:  Yح Xغيرتين لهفنا دالة الكثافة الاةتةالية الدشتر ة للةت :مثال
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ذy < 3 > 1   وة و اةتةال x < 2 > 0و تو دالة التوزفع الذامشية لكل من الدتغيرتين وة و اةتةال 
F1(x) = P(X ≤ x) =  ∫

u=-∞

x
∫
v=-∞

∞
f(u, v) dv du

* x < 0 : F1(x) = 0,

*  0 ≤ x  < 4 :

F1(x) = ∫
u=-∞

x
∫
v=-∞

∞ 
uv/96 du dv = 0 + ∫

u=0

x
∫
v=1

5
uv/96 dv du 

=1/96 ∫
u=0

x
[ ∫

v=1

5
uv dv] du = 1/96∫

u=0

x
[12u] du = x²/2  (12/96) = x²/16.

*  x ≥ 4: F1(x) = 1

















41

4016/²

00

)(1

x

xx

x

xF

F2(y) = P(Y ≤ y) =  ∫
u=-∞

∞
∫
v=-∞

y
f(u, v) dv du

Pour  y < 1 : F2(y) = 0, 

* 1 ≤  y  < 5 :

F2(y) = 0 + ∫
u=0

4
∫
v=1

y
uv/96 dv du = 1/96 ∫

u=0

4
[ ∫

v=1

y
uv dv] du  = 1/96 ∫

u=0

4
[u (y² - 1) / 2] du

= (1/2 * 1/96) (y² - 1) (u²/2)0
4
 = (1/(2*96)) (y² - 1) (16/2) = (y² - 1) / 24

*  y ≥ 5 : F2(y)  = 1
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P(0 < x < 2) = F1(2) – F1(0) = 4/16 = ¼ , 

  P(1 < y  < 3) = 8 / 24 = 1/3

onditionnelleistribution cD التوزيع الشرطي 3

حتح و  ةا فلي:  f(x/y) فلي اةتكتو   (X|Y = y) متغيرتان عشوائيتان متالعتان  فإن دالة الكثافة الاةتةالية الشمطية لX    Yفي ةالة
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ةتةالات الشمطية: ح ى ا ايتنادا نملى الااقون التاليهي ل 
)(

)(
)/(

AP

BAP
ABP
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الداا لة لذاذ f(x/y) الاةتةالاتح  Yعنه تثايت  Xىو لرةوعة قيم الدتغيرة  y  Y =ةيث Xتةالي ل لتوزفع الاةا
 خلاصة 4

f(x,y) = P(X = x,Y = y)عشوائية ح يح و  ةا فلي: اةتةال منائية 

  ح ت ة  دالة الكثافة الذامشيةذ  P (X = x) = f1(x)لتعاير عن اةتةال قيةة ما لإةهى الدتغيرتين قكتو:  ل
  F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y)الاةتةال الت ةيعي لدتغيرتين فيعبر عنو من خ ل دالة التوزفع الدشتر ة:  

 تنلاا ى ه التعارفف عل   ل من الدتغيرات الدتالعة ح الد تةمةذ
  مث ( فنكتو:0للتعاير عن التوزفع الاةتةالي لإةهى الدتغيرتين  شمط ون تأخ  الدتغيرة الثاقية قيةة ما )

 P(X/Y = 0)

ت تخهم الااعهة:  Xلح اب الاةتةالات الشمطية ل 
)(

),(

)(

),(
)/(

1 xXP

yYxXP

xf

yxf
yYXP






الارتباط  و الاستقلال التباين   - 2

 تعريف استقلال متغيرتين  5
فكوقان م تا ن نم ا  ان: Bح Aعشوائيين ةهمين  لهفنا

P(A et B) = P(A) P(B)

فاط نم ا  ان:ح   نم ا م تالتان Y ح   Xلعتان الااعهة  تكون الدتغيرتان العشوائيتان الدتاى ه اقل قا من 
P(X = x, Y = y) = P(X = x) P(Y = y)

f(x, y) = f1(x) f2(y)

 P(X ≤ x, Y ≤ y) = P(X ≤ x) P(Y ≤ y): قكتوفي ةالة  ون الدتغيرتين متصلتين 

F(x, y)  = F1 (x) F2 (y)

لتان يمكن  تا ة دالة التوزفع الدشتر ة لذةا )وح دالة الكثافة الدشتر ة( في شكل جهاء دالتين ىامشيتين تما ةيتين لا اوي ون الدتغيرتان الد تالتان هم
 )وح دالتين ىامشيتين للكثافة(ذ

ةيث دالة الكثافة الدشتر ة لذةا معمفة  ةا فلي: ع م تةمفن م Yح Xليكن مثال. 
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م تالتينذ Yح X ين ون الدتغيرتين 
Soit c = c1*c2 => f(x, y) = c1 c2 xy = c1x * c2y =>   f(x, y) = f1(x) * f2(y)           cqfd
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 توقع وتباين المتغيرة العشوائية متعددة الأبعاد 6
متغيرتان عشوائيتان Yح  Xلتوقع المفاضي حالتاافن فيةا ياا عل  الدتغيرة العشوائية متعهدة اني عادذ لتكنفنلاا  ل من تعمفف ا

دالة  ثافة مشتر ة لذةاذ  f(x, y)ح  العتانمت
µx = E(X) = ∑x∑y x f(x, y)    ,  µy = E(Y) = ∑x∑yy f(x, y)      

σ²x = E[(x – µx)²] = ∑x∑y (x – µx)² f(x, y) , σ²y = E[(y – µy)²] = ∑x∑y (y – µy)² f(x, y) 

:    تةمتانمتغيرتان م  Yح Xةالة في 

µx = E(X) = ∫
-∞

+∞
∫
-∞

+∞
x f(x, y) dx dy , µy = ∫

-∞

+∞
∫
-∞

+∞
y f(x,y) dx dy .

σ²x = E[(x – µx)²] = ∫
-∞

+∞
∫
-∞

+∞
(x – µx)² f(x, y) dx dy ,

σ²y = E[(y – µy)²] = ∫
-∞

+∞
∫
-∞

+∞
(y – µy)² f(x, y) dx  dy

الدعمف  ةا فلي:  التوزفع الدشتركليكن لهفنا ذ مثال
الدللوب ة اب:

 E(y), E(x)  σ²x, σ²y 

E(x) = ∑x∑y x f(x, y) = 1(1/8 + ¼ + 1/8) – 5(1/4 + 1/8 + 1/8) = 1/2 – 5/2 = -4/2 = -2

E(Y) = ∑x∑y y f(x, y) = -4 (1/8 + ¼) – 2 (1/4 + 1/8) + 7 (1/8 + 1/8) = -1/2

σ²x  = E[(x – µx)²] = ∑x∑y (x - µx)² f(x, y) 

      = (1 + 2)² (1/8 + ¼ + 1/8) + (-5 + 2)² (1/4 + 1/8 + 1/8) = 9 (1/2) + 9 (1/2) = 9

σ²y = E[(y – µy)²] = ∑x∑y (y - µy)² f (x, y)  

       = (-4 + 1/2)² (1/8 + 1/4) + (-2 + 1/2)² (1/4 + 1/8) + (7 + 1/2)² (1/8 + 1/8)

       = 49/4  (3/8) +  9/2 (3/8) + (15/2)² (2/8) = 651 / 32 = 20,34

 ذf2(y) ح f1(x)  ةا يمكن ة اب  ل من الايم ال ا اة  ايتخهام الهحال الذاشية

E(x) = ∑x x f1(x) = 1(4/8) – 5(4/8) = -2

V(x) = E(x²) –( E (x))
2
.

         = [1²(4/8) + (– 5)²(4/8)] – (–2)² = 9

Covariance التباين المشترك7

 فعمف التاافن الدشترك  ةافلي:
Cov (X, Y) = (σxy)

2
 = E[(X – µx)(Y – µy)]

 متغيرتان متالعتان: Yح  X في ةالة
(σxy)

2
  = ∑x∑y(x – µx)(y – µy)f(x, y)

: م تةمتانمتغيرتان  Yح  Xفي ةالة 

7 -2 -4
     y  

X

1/81/41/81

1/8 1/8 1/4 -5

f1(x) 7 -2 -4
     Y  

X

4/81/81/41/81

4/8 1/8 1/8 1/4 -5

12/83/83/8 f2(y)
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(σxy)
2
 = ∫

-∞

+∞
∫
-∞

+∞
(x – µx) (y – µy) f(x, y) dx dy 

  التباين المشتركخصائص  (أ )
ق تنتج:يمكن ون من تعمفف التاافن  ذ1

Cov(X, Y) = E[(X – µx)(Y – µy)]

= E[XY – Xµy – µxY + µxµy]

 = E(XY) – E(X)E(Y) – E(X)E(Y) + µxµy

= E(XY) – E(X) E(Y) 
Cov(X, Y) = E(XY) – E(X) E(Y)

  :حمنو  E(XY) = E(X) E(Y)  قعلم من خصائص التوقع المفاضي ون  متغيرتان م تالتان  Yح  Xفي ةالة  ذ2
 Cov(X, Y) = E(XY) – E(X) E(Y) = E(XY) – E(XY) 

Cov (X, Y) = 0

العكس ليس  الضمحرة دحما صحيح  فاه فكون التاافن الدشترك م احفا للصفم من غير ون فكون الدتغيرتان م تالتان فع ذ الدعادلة ىي في 
للهلالة عل  ضعف الارتااط  نم ا  ان الحاياة تمثل شمطا حلكنو ليس شمطا  افياذ  الداا ل يمكن ايتعةال قتي ة معهحمية التاافن الدشترك 

الدتغيرتينذ  موجودا   ين
متغيرتان م تالتان وح غير م تالتين: Yح  Xفي ةالة  ذ3

2 Cov (X, Y)  ±Var (X ± Y) = V(X) + V(Y)

(σxy)|    الايةة الدللاة للتاافن الدشمك لا تكون و بر من جهاء الانحمافين الدعيارفين:  ذ4
2
 | ≤ σxσy

  Cov(X, Y) = V(X) V(Y)    فإن: Y = Xمتغيرتان ممتالتان تماما مث   Yح  Xفي ةالة  ذ5

معامل الارتباط 8

ق تنتج ون الك م( 2ة )من الخاصي
yx

xy



 2

متغيرتان  Yح  Xفي ةالة ( ق تنتج وقو 5من الخاصية ) ح م تالتان Yح  Xفي ةالة  0ف احي   

ذ1فإن الك م ف احي  ممتالتان تماما

11 :(1)ح (1-تىىىىتراحح قيةتىىىىو  ىىىىين )ن ىىىىاة ق ىىىىتنتج ون ال 4مىىىىن جهىىىىة وخىىىىمى مىىىىن الخاصىىىىية 

2


yx

xy



ذ مىىىىن وجىىىىل ىىىىى ا ت ىىىىتعةل الن ىىىىاة: 
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xy
r
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معامل الارتااطذ الدتغيرتين  حت ة  لاياس الارتااط  ين

نذا ون جززم وهمةا م تالت  من غيرنيغير مرتبطتان المتغيرتقاول ون معهحم  rفي ةالة 


