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Equation du transfert radiatif

1. Définitions des grandeurs fondamentales du champ de
rayonnement

1. 1. Intensité specifique
La quantit¢ d’énergie rayonnante dE, dans [I’intervalle des
fréquences [v,v+dv] émise par une surface dA dans un angle
solide dw et pendant le temps dt est

dE, =1, (¥, 2,t)cos O dvdAdwdt (VIL1)

ou @ est I’angle compris entre la direction du rayonnement et le
vecteur unitaire normal i a la surface émettrice dAet IV(F,_@,t)

est I’intensité spécifique.

Figue VII. 1. Définition de I'intensité spécifique 1, (T, 2,t).
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Comme D’intensité spécifique IV(F,.(},'[) est fonction du vecteur

position F et du vecteur de direction €2, nous pourrons alors, dans
le cas des coordonnées cartésiennes (x, Y, z), écrire

IV(F,f),t):Iv(x,y,z,a,ﬁ’,y,t) (VI1.2)
ou (a, S, 7/) sont les cosinus directeurs du vecteur direction.

Le champ de rayonnement est dit isotrope en un point, si I’intensité
specifique est indépendante de la direction en ce point. Si
I’intensité spécifique est la méme en tous les points et les toutes les
directions, le champ de rayonnement est dit alors homogéne et
isotrope.

Si le milieu en question est une stratification de couches planes et
paralléles ou les propriétés physiques sont invariantes sur chaque
couche. Dans ce cas, I’intensité spécifique peut s’écrire

IV(F,f),t):IV(z,Q,(p,t) (VI1.3)

ou zest la hauteur dans la direction normale au plan de
stratification et @ et ¢ sont les angles polaire et azimutal

respectivement.
Si I’intensité spécifique |, (F,f),t)est indépendante de 1’angle ¢,

le champ de rayonnement aura une symétrie axiale autour de 1’axe
Z.

Un autre cas trés intéressant et celui de la présence d’une symétrie
sphérique ou

1, (F.2,t)=1,(r,0t) (VI1.4)

ou r est la distance du centre de symétrie et 6 est I’inclinaison de
la direction considérée avec le rayon vecteur.
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L’intensité intégrale | (F,f),t)est obtenue en intégrant 1’intensité

spécifique 1, (,42,t) sur toutes les fréquences, ainsi
I(f,é,t)=Tlv(F,!§,t)dv (VI1.5)
0

Bien qu’en pratique, I’intensité spécifique 1, (X, y,z, @, B,7,t) soit

suffisante pour décrire le champ de rayonnement, il sera important
de noter que des parameétres de polarisation qui caractérisent le
champ de rayonnement doivent étre spécifiés avant de prétendre
que la description de ce champ est réellement compleéte.

1. 2. Flux net
L’équation VII. 1 donne La quantité d’énergie rayonnante dE,

dans Dintervalle des fréquences [v,v+dv] émise par une surface

dA dans un angle solide dw et pendant le temps dt. Le flux net
dans toutes les directions est alors

dvdAdt[1, (F,2.t)cos0 de (V11.6)

ou I’intégration est effectuée sur tous les angles solides.
La guantité

zF, =[1,(F.Q2.t)cos0 de (VIL7)

qui apparait dans I’équation VII. 6 est appelée le flux net et défini
le taux d’écoulement de I’énergie rayonnante a travers la surface
dS par unité de surface et par unité d’intervalle de fréquence v .

Pour un systéme avec des coordonnées polaires avec I’axe z dans
la direction du vecteur normal a la surface dA

dew=sin0dode (VI1.8)

et le flux net s’écrit
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T 2r
zF, :j 1, (6,p)sin@cos6 ddde (V11.9)
00

Pour un champ de rayonnement qui un axe de symétrie, le flux net
le long de I’axe de symétrie est

2

7F, =[ [ 1,(6.9)sin0cos0 dode (V11.10)
00

2z Vd V4

7F, = [ do[1,(0)sin0cos0 do =2x[1,(0)sinOcos do
0 0 0

soit

V4

F, =2[1,(0)sinocos0 do (VI1.11)
0
1. 3. Densité du rayonnement
Considérons deux régions v et X' de sorte que la derniere soit plus
large en dimensions linaires que la premiére mais suffisamment
petites de sorte que le pinceau de rayonnement soit pas affecté lors

de son passage. Le rayonnement passant dans la région o est
obligatoirement traversé la région X a travers un certain élément

dX de vecteur normal unitaire N .

L’énergie rayonnante traversant I’élément de surface dX qui passe
aussi a travers 1’élément de surface dA dans région v par unité de
temps est

l,(2,N)dzde'dv (V11.12)

ou

L (VI1.13)




Si a intérieur de la région v, la longueur parcourue par le pinceau
de rayonnement est L, la quantité d’énergie rayonnante

. (Qen)dAdxdv
IV(Q,N)( )r2 ';

(VI1.14)

N L . :
traversera le méme élément pendant le temps — ou ¢ est la vitesse
c

de la lumiére.

Figue VII. 2. Schéma pour définir la densité d’énergie du
rayonnement.

L’angle solide dew défini par 1’élément de surface dX' et le volume
intercepté dans la région o par le pinceau de rayonnement sont
do=2"Ngx (V11.15)

r2

du:(iz.ﬁ)LdA (VI1.16)

Avec ces deux définitions, la quantité d’énergie rayonnante devient

%Ivdwdudv (VI1.17)
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Par conséquent, la contribution a I’énergie rayonnante par unité de
volume et par unité de fréquence émanant dans 1’angle solide dw

autour de la direction € est

1Ivda)
C

et la densité d’énergie rayonnante U, s’écrit
1
u, == J. I, do
c

Il est souvent pratique d’introduire I’intensité moyenne

J, _ 1 I, do
Ar

qui sera reliée a la densité d’énergie par la relation

uv =4_7[‘]v
c

(VI1.18)

(VI1.19)

(VI1.20)

(VII.21)

Pour un champ de rayonnement a symétrie axiale, I’intensité

moyenne s’écrit

1 2

J, = s 'c[ { I,sin@dfde
soit
J, =1j 1,sin Odo
2 0
Si nous introduisons la variable
1 =C0SH

et sachant que
du=-singdé
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(VI1.24)
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la relation VII. 23

1
J, =—§{ 1, (x)d (V11.26)
soit
1 1
J, :EJ 1, (x)du (V11.27)

1. 4. Pression de rayonnement

Un quanta d’énergie rayonnante a une énergie hy et une quantité

hv . .
du mouvement — ou h et ¢ sont, respectivement, la constante de
c

Planck et la vitesse de la lumiére.

La pression de rayonnement est obtenue a partir du taux net du
transfert de la quantité du mouvement perpendiculaire a la surface
dA contenant le point P .

Figue VII. 3. Définition de la pression du rayonnement.
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La quantité d’énergie rayonnante dans I’intervalle des fréquences
[v,v+dv] incidente sur la surface dA et faisant un angle ¢ avec

sa normale ri dans un angle solide dw et pendant le temps dt est
dE, =1, cos@dvdAdwdt (VI11.28)

La quantité du mouvement associée a cette énergie rayonnante dans
la direction 2 est

dP, =I—VCOSHdvdAda)dt (VI11.29)
c

La composante normale de la quantitt du mouvement du
rayonnement transmise a la surface dA est par conséquent

dP; = v cos? gdvdadadt (V11.30)
C

ainsi, la pression exercée normalement a la surface dA par le
rayonnement dans I’intervalle des fréquences [v,v+dv] devient

dp,dvdAdt = %cosz OdvdAdadt (VI1.31)
soit
dp, = %cosz Odw (VI11.32)

par conséquent
1 2r
P, :Ejjlvcosz Gsin 0dod ¢ (VI1.33)
00

Si le rayonnement est isotrope, il vient alors

P, :27” 1, [ cos’ osin6do (VI1.34)
0
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Oou encore

1

p, =2 Vjuzduz“—”lv (V11.35)
c 5
en tenant compte de la relation VII. 21, nous obtenons
D, = % (VI11.36)

1. 5. Moments du champ de rayonnement

Le néme moment M, (z,n) du champ de rayonnement est défini
par la relation

1
Mn(z,n):%j |, (2, )" g (VI1.37)

-1

Ils existent trois types de moments du champ de rayonnement qui
sont :

a) Moment zéro (intensité moyenne)

1

Jv(z)=%j 1, (2, p)d (V11.38)

-1
b) Premier moment (flux d’Eddington)

1
Hv(z)=%jlv(z,y)ydy (V11.39)

-1
Comme u=cos@ et du=-sinddé, I’intégrale VII. 11 devient

1
F,=2[1, (#)udy (VI1.40)

-1

et cela conduit a I’expression
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Hv(z):% (V11.41)

c) Second moment (I’intégrale K)

1

KV(Z):%IIV(Z,y),uZd,u (V11.42)

-1

De la méme facon, sachant que u=cos@ et du=-sinfddé,
I’intégrale VII. 35 s’écrit

1
P, =2—”j 1, (u)d (VI1.43)

C—l

ce qui nous conduit a la relation
C
K. (z)=— VI1l.44
()= P, (V11.44)

ou bien en vertu de 1’équation VII. 36 a la relation
c
K.,(z)=—u VI11.45
n(2)= U (V11.45)

1. 6. Coefficient d’extinction : absorption vraie et dispersion

Un pinceau de rayonnement d’intensité¢ |, s’atténue quand il
traverse un milieu d’épaisseur ds et son intensité devient
dl, =—x,1,ds (VI1.46)

La quantité x, est appelée le coefficient d’extinction massique ou

le coefficient d’absorption massique. Ce coefficient tient compte de
deux processus physiques qui sont 1’absorption vraie et la
dispersion. Ainsi, nous pouvons écrire

K, =K +0, (V11.47)
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ou k2 et o, sont, respectivement, les coefficients d’absorption et
de dispersion.

L’absorption est un processus par lequel 1’énergie est extraite du
pinceau de rayonnement en changeant les degrés de liberté des
atomes et des molécules (processus expliqués par la physique
atomique).

Un autre processus qui contribue & la perte de 1’énergie d’un
pinceau de rayonnement est la dispersion caractérisé par un

coefficient de dispersion massique « . La dispersion ne change pas

seulement la direction du pinceau de rayonnement mais aussi son
énergie. Dans le cas d’une dispersion seule, il est possible de
définir 1’albédo par

w, =% (VI1.48)

qui est le rapport des coefficients d’absorption et de dispersion.
1. 7. Coefficient d’émission

Supposons qu’une masse de volume do émit un pinceau de
rayonnement d’énergie dE, dans I’angle solide dw centré autour

de la direction @2 dans I’intervalle des fréquences dv et v+dv
pendant I’intervalle temporel t et t+dt. Ainsi

dE, =J, dvdwdvdt (VI1.49)

ou J, est le coefficient d’émission macroscopique ou simplement
émissivité.
Dans le cas d’un équilibre thermodynamique local, nous avons

32 (ETL)=x%E, (v,T) (V11.50)

ou
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2h 3
Eb (V’T) = C_Z hv

eE -1

est la loi de Planck donnant la distribution énergétique du
rayonnement thermique émis par un corps noir.

(VII.51)

L’émission d’un pinceau de rayonnement peut provenir de la
dispersion, ainsi, nous avons

35 (1. 3) == [ [0 (F.OP (v, 20, @ F.t)1, (7.2 ) dv'd
(VI1.52)
La fonction p(v,£2,v/,42',7,t) est la fonction de phase tel que
[[p(v.2v 2.1 t)dvide =4z (V11.53)

Elle représente la fraction d’énergie rayonnante déduite du pinceau
de rayonnement.

La fonction source est définie comme étant le rapport du coefficient
d’émission au coefficient d’absorption, ¢’est-a-dire

S, =-v (VI1.54)

A partir des relations VII. 47 et VII. 48, nous avons

ki =x,(1-w,) (VI1.55)
o, =K,0, (V11.56)

ainsi
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s - k2E, (v,T)
! K,

v (VIL57)

L[ [ (7,)p (v, 2, @1 )1, (F, 2 t)dvido

4rk,

+

en y substituant les expressions VII. 55 et VII. 56, nous obtenons
K, (1—a)v)Eb (v,T)

S, =
KV
+Z;;():” p(v,f?,v',.é’,r,t)|V,(r,_(2,,t)dv,da),

soit
S, =(1-a, (F,1))E, (v, T)

r (VI11.58)
+a)‘,:rt)'” p(v,f),v',f!, F,t) I, (F,é’,t)dv'dw’
z

2. Equation de transfert radiatif
2. 1. Déduction de I’équation de transfert radiatif

L’équation de transfert radiatif est I’expression mathématique de la
conservation de I’énergie rayonnante. Admettons qu’un pinceau de
rayonnement d’intensité |, (F,f),t) dans Dintervalle de fréquence
dv, passe pendant I’intervalle de temps dt dans une région de
longueur ds a travers une section de surface dA dans la direction
€ et dans un angle solide dw. Si nous supposons que I’intensité
du pinceau de rayonnement & la position r+dr a ’instant t+dt

est I, (F+dF,f),t+dt) , alors

(1, (F+dr, 2t+dt)-1,(F,2,t))dAdvdwdt =
(VI1.59)
(3, (r.2.t) -, (. 2,t)1, (F, 2,t))dsdAdvd ot

14
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ou J, (F,2,t) et x,(F,€2,t)sont, respectivement, les coefficients

d’émission et d’absorption.

A partir de la relation mathématique

(r +dF, .Qt+dt)

(600, (e

(1 0)-
),

S

sachant que

il vient

et de 13, la relation VII. 59 devient

[1 o, (F’Q’t) + o (;’Q t)stdAdvda)dt =

(3, (. 2.t) -, (7, 2.t)1, (F,2,1))dsdAdvd odt

soit au final
1o, (r.21) a,(rat)
c o s
J,(F.2t)-x, (F.21)1,(F.2t)

En coordonnées cartésiennes, nous avons
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£:%i+@£+ggzai+ﬂi+7/ 0

— (VIL.65)
0S O0SOX 0soy Osoz OX oy ' oz

ou(a,ﬁ,y) sont les cosinus directeurs du vecteur direction 2.
Ainsi,

0S -¢ OX +ﬂ 6y ty P
ou bien
%ﬂ”g.wv(r,é,t) =Ve(1,(F.2,t)2) (VIL.66)
etde la

%—alv(;é't)W.(lv(r,fz,t)é):

J,(F.2.t)-x, (T, 2.4)1,(F.2.)

(VIL67)

En régime permanent, cette équation se réduit a
a, (r,2)

0s
2. 1. 1. Equation de transfert radiatif dans un milieu stratifié

=3,(F.2)-x,(F.2)1,(F.2) (VI1.68)

Dans un milieu composé de couches paralleles, nous avons

cosezé (VI1.69)
al, (r, 02
M = cosealv (2.0)_ H %, (2.0) (VI1.70)
oS oz oz
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Figue VII. 5. Direction du pinceau de rayonnement dans un milieu
composé de couches paralléles.

et dans ce cas, I’équation VII. 68 se réduit a

dl (z,0
y#=Jv(z,0)—zcv(z,6?)lv(z,9) (VIL.71)
z
2. 1. 2. Equation de transfert radiatif dans un milieu & symétrie

sphérique
L’équation VII. 63, en présence d’une symétrie sphérique, s’écrit
aral, (r,0) +% al, (r,0)
os or os 00
Si nous remarquons que

=3,(r,0)-x, (r,0)1,(r,0) (VIL.72)

cosé = ar (VIL.73)
ds
et
—sinezrj—e (do<0) (VI1.74)
S
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I’équation VII. 72 devient

al,(r.0) singal, (r.0)

cosé

or r 00
J,(r,0)-x,(r,0)1,(r,0)

(VII.75)

Figue VII. 6. Pinceau de rayonnement dans une symétrie sphérique.

En introduisant le terme

1 =C0SH
et sachant que
A oy o0
060 ou o6 ou

I’équation VII. 75 s’€écrit
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ol,(r.0) sin*¢al,(r.0)
or r ou (VI1.78)
J,(r,0)-x,(r,0)1,(r,0)
ou encore, sous une forme plus simple, a savoir

ol, (rp) 1-p2 0, (rp) _

or r ou (VIL.79)
J, (r,,u)—KV (r,,u) I, (r,,u)

2. 1. 3. Equation de transfert radiatif dans un milieu & symétrie
cylindrique

cosé

Dans une symétrie cylindrique dans la direction de I’axe z ou r est

la distance perpendiculaire & cet axe. Le vecteur £ nécessite deux
angles pour définir sa direction. Le premier est 1’angle 6 entre

I’axe z et le vecteur Q et le second est I’angle azimutal ¢, c¢’est
I’angle entre la projection du vecteur @2 sur le plan xy et la
distance r.

Dans ce systeme de coordonnées, nous avons

o, _al,or 2,6 o0 al, op (V11.80)
0S or 6s 00 0s 0@ 0s

ainsi
sin QCOS(/)%——Sm osing +8i =
aor r 00 (VI1.81)

3,(F.2)-x,(r.2)1,(F.2)
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Figue VII. 7. Direction du vecteur €2 dans le systéme des
coordonnées cylindriques.

2. 1. 4. Equation de transfert radiatif en coordonnées
sphériques
Appelons @ T’angle entre le rayon vecteur 1 et ’axe z et @
I’angle entre ’axe X et la projection du rayon vecteur r sur le plan
xy . La direction du vecteur 2 est définie par 0 I’angle entre le

rayon vecteur © et le vecteur 2 et ¢ I’angle entre le vecteur
rayon r et la projection du vecteur r sur le plan xy. Dans ce cas,

I’équation VII. 68 s’écrit
a, na, & a, 1-4°0, &cot@al, _
or roe rsin® od r ou r oo (VI.82)

J, -1,

ou
1, =1,(r,0,®,u,¢) (V11.83)
- 253 -



M1 =Cosé (VI11.84)

n=sin@cose (VI11.85)
& =cosdsing (V11.86)
A
z ~
.
o Q
— :
0 :
o

Figue VII. 8. Direction du vecteur 2 dans le systéme des
coordonnées sphérigues.

2. 1. 5. Equation de transfert radiatif en coordonnées
cylindriques
Si nous désignons par @ I’angle entre le rayon vecteur ' et ’axe
x, dans ce cas, la direction du vecteur @2 sera définie par @
I’angle entre le vecteur 2 et I’axe z et ¢ 1’angle entre le vecteur

rayon t et la projection du vecteur £ sur le plan xy. Dans ce cas,
nous obtenons I’équation
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JO mdl o ml
or roe 0L r Ou

ou
I, = Iv(r,@,z,,u,(p)
& =cosd
1 =singcose
n=sin@dsing

r

(VI1.87)

(V11.88)
(V11.89)
(V11.90)
(VI11.91)

Figue VII. 9. Direction du vecteur €2 dans le systéme des

coordonnées cylindriques.
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2. 2. Profondeur optique
Dans un milieu composé de couches paralléles, en régime
permanent, la profondeur optique rv(z) est définie par

rv(z):—zjg/c (z')dz’ (VI11.92)

a

La profondeur optique est une estimation de distance a laquelle
nous pouvons voir a I’intérieur d’un milieu.

Dans le cas de I’atmosphére d’une étoile (masse gazeuse
sphérique), nous avons

max o _ o _
0, (2)=1" 2="=0 (VI1.93)
0,2=r=r,,

2. 3. Fonction source

La fonction source est définie comme le rapport du coefficient
d’émission au coefficient d’absorption

S, =-v (VI11.94)

En régime permanent et dans un milieu composé de couches
paralléles, 1’équation de transfert radiative

dl,(z,0
y%:Jv(z,e)—/cv(z,e)lv(zﬂ) (V11.95)
z
peut étre transformée a I’aide de relation VII. 92, en effet
dr (Z)
Z)=———~+ VI11.96
et en écrivant
dl, :did_r (VI1.97)
dz dr dz
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d’ou

di, de, __ . dl, (V11.98)
dz, dz dr,
et de 1a, I’équation VII. 95 s’écrit
dl
—ux, ——=7J,-x,l, (VI11.99)
dr
soit
dl, (z,
NM =1, (2, 1)=S, (7. 11) (V11.100)

dr

Le coefficient d’absorption massique «, est d a la contribution
d’une absorption vraie et d’une dispersion, soit

K,=K-+o0, (VI11.101)

ou x° et o, sont, respectivement, les coefficients d’absorption
vraie et de dispersion.

L’émission J, est la somme de I’émission thermique et de la
dispersion, ¢’est-a-dire

J, =32+3°=«%B,+0,J, (VI11.102)
d’ou la nouvelle expression de la fonction source

s - kB, +0,J,

14

(V11.103)

a
K, +0,

Dans le ca d’un équilibre thermodynamique local, la fonction
source devient

a
_K&B +o,J,

S

14

(V11.103)

a
K, +0,

- 257 -



par conséquent, I’équation VII. 100, se réduit a

dlv(r,y)
H dr

2. 4. Conditions aux limites

=1, (z,4)-B,(T) (VI11.104)

Dans une atmosphere stellaire, il y a deux types de milieux, 1’'un
finie et I’autre semi-infini. Un milieu fini a une profondeur optique
finie avec des limites ouvertes sur les deux cotés. Un milieu semi-
infini a une limite finie d’un c6té et 'autre coté est si dense et
s’étend a I’infinie.

T = Tpax
z=0
=0
Z max
4
Z-zz-max’rzrmin
7=0,r=r, VY
0=180° u=-1
0
~
6 =90°
» :0
D H
0
0=0°%u=1
v

Figue VII. 10. Conditions aux limites dans les cas d’un milieu
stratifié et d’une symétrie sphérique.
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Dans une atmospheére stellaire, nous avons

I;=1,(z=0,1), -1<u=<0  (VII.105)

15 =1, (7= Tpao 1), 0< 221 (V11.106)

Dans une atmosphere stellaire, nous admettonsque 1, =0et I a
une valeur finie.

2. 5. Milieu avec seulement I’émission ou I’absorption

Si dans un milieu il y a ni absorption (et /ou dispersion) et n’émet
pas de radiation (vide), nous avons

Jy=x,=0 (V11.107)
I’équation VII. 95
|
ﬂwﬂv(z’e)"fv(zﬂ)'V(Z,G) (V11.108)
devient
&.(28) (V11.109)
dz

Cela montre que I’intensité spécifique |, est constante en absence
de source et de puits.

Si le milieu absorbe et n’émet pas, 1’équation VI1I. 108 se résume a

Wz_xv(zﬁ)lv(zﬁ) (V11.110)
soit
dl, (z.0)  x,(z9)
5 dz (VI1.111)

équation, dont I’intégration, donne
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Iv(z,9)=lv(zo,¢9)exp[j@dz] (VI1.112)

0

En tenant compte de la définition de la profondeur optique, cette
relation prend la forme

14

|(z,@):|V(zo,e)exp[—rv(2’9):”(20’9)} (VI1.113)

Ce résultat montre que 1’intensité spécifique |, (20,0) est atténuee

L_TV(Z’H);TV(ZO’G)J

par le facteur exp

quand elle traverse un

milieu de la profondeur optique (7, (z,6)-7,(z,,0)).

1, (25,6)

l,(2.9)

\ 4

Figue VII. 11. Absorption a travers un milieu stratifie.
Si le milieu émis sans absorption, 1’équation VII. 108
dl, (z,0)

o =J,(2,0) (V11.114)

Y7,

dont la solution s’écrit
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IV(Z,H):JZ.%Z’H)dZHV(ZO,&) (VI1.115)
20
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