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V. 1. Introduction
Dans le deuxieme chapitre nous avons vu qu’il y a trois
modes de transfert de chaleur qui sont la conduction, la
convection et le rayonnement. La conduction et la convection
sont similaires car les deux nécessitent la présence d'un
milieu matériel contrairement au rayonnement qui se
propage méme dans le vide. Cependant, la conduction et la
convection se différencient par le fait que la derniére se passe
dans un fluide en mouvement.
Dans un solide, le transfert de chaleur se fait toujours par
conduction puisque les atomes ou les molécules du solide
oscillent autour de positions fixes. Dans les fluides,
cependant, le transfert de chaleur se fait par convection ou
conduction selon qu’il y a présence ou absence d'un
mouvement du fluide. Il est évident, que la conduction est le
cas limite de la convection quand le fluide est figé.
La convection est plus compliquée a étudier a cause du
mouvement du fluide, qui nécessite l'introduction de la
mécanique des fluides. Les quantités de chaleur transférées
lors de la convection sont plus importantes que dans le cas
de la conduction car le mouvement du fluide entraine
I'énergie d'un point a un autre et facilite les échanges. Par
conséquent, quand la vitesse du fluide augmente cela
entraine un plus grand transfert de chaleur.

V. 2. Différents types de convection

Lors de I’étude de la convection, il est impératif de distinguer
son type. Si le mouvement du fluide est du a I'action d'une
force extérieur, la convection est dite forcée et si au contraire,
le mouvement du fluide est du seulement a la différence des
masses volumiques suite aux différences de températures, la
convection est appelée convection libre ou naturelle.

Si maintenant, nous nous intéressons a la nature du
mouvement du fluide qui peut étre laminaire ou turbulent, la
convection aussi peut étre aussi considérée comme laminaire
ou turbulente. Connaissant les différences entre le
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mouvement laminaire et turbulent, la convection forcée et
libre, nous pouvons dire la quantité de chaleur transférée
lors de la convection forcée turbulente est sont plus
importantes que celles transférées lors d'une convection
naturelle laminaire.

L’expérience montre que le transfert de la chaleur par
convection dépend des propriétés thermophysiques du
fluide comme la viscosité dynamique, la masse volumique, la
capacité calorifique et aussi de la vitesse du fluide. Elle
dépend aussi de la géométrie et I'état des surfaces du
systeme ainsi que du type d’écoulement du fluide en
question. Tout cela rend la convection le mode le plus
compliqué du transfert de chaleur.

Plaque solide Tp

(a)

Q
Air

Air//‘ \,k

Plaque solide Tp

(b)
Figure V. 1. Transfert de chaleur d"une surface chaude vers
Iair froid (a) convection forcée, (b) convection libre.
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V. 3. Laloi de Newton
Lors du transfert de chaleur entre un fluide et un solide ou
entre deux fluides, la quantité de chaleur échangée est
donnée par la formule de Newton

Q=hs(T,-T,) (V.1)
ott h est le coefficient de transfert convectif moyen, Ty, et T,

sont respectivement les températures de la surface et du
fluide et S est la surface d’échange.

Plaque solide Tp
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Figure V. 2. Refroidissement d'une surface chaude par
convection forcée.

Quand un fluide est forcé de s’écouler sur une surface solide
(non-poreuse), le fluide adhere a la surface solide a cause de
sa viscosité et il n'y aura pas de glissement. Cette condition
de non-glissement du fluide sur la surface solide est
responsable du développement du profil de la vitesse. La
méme chose se passe pour la température, quand le fluide est
au contact de la surface solide, la chaleur est transférée
jusqu’a ce que, les deux températures s’égalisent et on atteint
un état d’équilibre thermique. Par conséquent, cet état
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d’équilibre est appelé condition du non-saut de la
température.

Les deux conditions du non-glissement du fluide et du non-
saut de la température, impliquent que le transfert de chaleur
entre le fluide t la surface solide est du a une conduction
pure. Dans ce cas, nous pouvons écrire

Qcon = Qcov (V.2)

En utilisant la loi de Fourier pour la conduction et la loi de
Newton pour la convection, nous pouvons réécrire la
relation () sous la forme

A0

=h,(T, T, .
By «(Te -T..) (V.3)

y=0

est le
y=0

ou A est la conductivité thermique du fluide, a

gradient de la température du fluide sur la surface solide et
h, est le coefficient de transfert convectif local donné par la

relation

oT
- i@
hy=— 22 (V.4)
Ainsi, le coefficient de transfert convectif local se détermine a
partir du profil de la température dans le fluide en
mouvement.

Le coefficient de transfert convectif moyen se calcul d’apres

la formule suivante

0

_ 1 L
h == [h,dx (V.5)
L 0

ou L estlalongueur de la surface solide.
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V. 4. Le nombre de Nusselt

Lors de létude de la convection, on a recours a
I'adimensionnalisation des équations de bilan et on fait
apparaitre certains nombres adimensionnels qui combinent
les différentes variables pour réduire le nombre de
parametres qui interviennent lors du traitement des
problemes de convection. L'un des nombres adimensionnels
qui interviennent dans la convection est le fameux nombre
dit de Nusselt, défini par la relation

_hie
Nu == (V.6)

ol L. est une longueur caractéristique du systeme et A est
la conductivité thermique du fluide en question.

Pour comprendre la signification physique du nombre de
Nusselt, considérons un fluide confiné entre deux plaques
distantes de L et maintenues aux températures T, et T,.

Le transfert de chaleur dans ce cas est soit par convection si
le fluide se meut ou par conduction si le fluide est immobile.

Figure V. 3. Transfert de chaleur dans la couche fluide.

Le transfert de chaleur travers la couche fluide par
convection par unité de surface est

QConv = h(Tl _TZ) (V'7)
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si le fluide est immobile, le transfert de chaleur par
conduction a travers la couche fluide par unité de surface est

T.-T2)

0
Qo =A+ts (V.8)

divisons I'équation V. 7 par I'équation V. 8 et nous obtenons

QConv — h(Tl _TZ) — & =Nu (V9)
QC ) (Tl _TZ) A
L
c’est le nombre de Nusselt. Par conséquent, le nombre de
Nusselt exprime 1'augmentation du transfert de chaleur a
travers la couche fluide par convection relativement au
transfert de chaleur par conduction. Un nombre de Nusselt
égal a I'unité (Nu =1) représente un transfert de chaleur par

conduction pure a travers la couche fluide.

V. 5. Classification des écoulements
La convection combine la thermodynamique a la mécanique
des fluides et cela rend son étude difficile. Pour simplifier un
eu les choses, il est préférable de classer les problemes en
groupe et déterminer leurs caractéristiques physiques
communes.

V. 5. 1. Fluides visqueux et fluides parfaits

Quand une couche fluide se déplace relativement a une autre
couche, il apparait une force de frottement a leur interface de
sorte que la couche fluide lente tente de ralentir la couche
fluide rapide. Cette force de frottement est intimement liée a
une propriété intrinseque des fluides qui est communément
appelée la viscosité. Dans la nature, il n'y a aucun fluide qui
n'a pas de viscosité. Les fluides qui possédent une viscosité
sont dits fluides visqueux. Cependant, certains fluides ont
des viscosités trés faibles et son effet peut en pratique étre
négligé, dans ce cas, fluides sont dits parfaits.
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V. 5. 2. Ecoulements internes et écoulements externes
Les écoulements sont classés selon qu’ils sont internes ou
externes selon que le fluide s’écoule dans un espace confiné
ou sur une surface. Un fluide qui s’écoule sur une surface ou
sur un tube est en écoulement externe. Un fluide qui s’écoule
dans un tube ou entre deux plaques solides quelconque, son
écoulement sera appelé écoulement interne. Si un fluide
s’écoule dans tube partiellement rempli, I"écoulement est dit
écoulement dans un canal ouvert.

air

interne

eau
externe

Figure V. 4. Ecoulement interne et écoulement externe.

V. 5. 3. Ecoulements compressibles et écoulements

incompressibles
Les écoulements des fluides sont classés en écoulements
compressibles ou incompressibles selon les variations de
leurs masses volumiques. Les masses volumiques des
liquides sont généralement constantes, par conséquent, les
écoulements des liquides sont souvent considérés comme
incompressibles. Cependant, pour les gaz, les masses
volumiques ne sont pas constantes. Mais, ils peuvent étre
considérés comme incompressibles si leurs vitesses
d’écoulement sont inferieures a trente pour cent de la vitesse
du son.
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V.5. 4. Ecoulements forcés et écoulements libres (naturels)

L’écoulement d'un fluide est dit forcé ou naturel selon le
moyen utilisé pour initier son mouvement. Dans un
écoulement forcé, le fluide est mis en mouvement en utilisant
une pompe ou un ventilateur. Dans le cas d'un écoulement
naturel, le mouvement du fluide est initié par une cause
naturelle comme les effets de flottabilité. Un fluide chaud
monte toujours vers le haut tandis que le fluide froid
descend vers le bas.

V. 5. 5. Ecoulements stationnaires et écoulements

transitoires
Nous appelons un écoulement stationnaire, un écoulement
dont les caractéristiques ne dépendent pas du temps. Le
contraire sera appelé un écoulement transitoire. Un
écoulement est dit uniforme si ses caractéristiques ne varient
pas d’une position a une autre dans une certaine région de
'espace.

V. 6. Equations de bilan
V. 6. 1. Equation de continuité
Soit v un élément de volume et s un élément de surface
autour d’une particule fluide, appelons p la densité

volumique du fluide, la masse de toute particule fluide est

par conséquent m= J pdv.

\

J

s(t)

Figure V. 5. Volume de controle.
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Supposons qu’a l'intérieur de I'élément de volume v existe
une source de matiere d’amplitude y égale a la quantité de
matiere produite ou détruite par unité de temps et par unité

de volume. Soit J la densité de flux de matiere sortant du

N

volume v a travers la surface s due a d’autres forces
thermodynamiques. La variation de la masse totale de
I'élément de volume v est

%:{wdv—!i fids (V.10)

en utilisant le théoréme d’Ostogradski, la relation précédente
devient

% = j (w — divd)dv (V.11)

la dérivée particulaire de m est

Dm D

op .
— =—| pdv=| (= +divpV)dv V.12
Dt Dt J:(é’t V) (V-12)

en égalant les équations V. 11 et V. 12, on obtient
op .o, =
j [+ div(oV + ) ~y)ldv=0 (V.13)
\

soit
i—f+div(p\7+j) —y (V.14)
c’est I’équation de continuité.

En absence de source de masse et de flux de matiere
"équation de continuité en coordonnées cartésiennes s’écrit

-10 -
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@+5(PU)+5(PV)+5(PW)=0 (V.15)
ot OX oy oz

Si le fluide est incompressible ( o est constante) I'équation de
continuité dans ce cas devient

o, p[oU WﬁWJ 0 (V.16)
ot ox oy o0t

et en régime permanent elle s’écrit

éle/dN

(V.17)
Ox o”y o1

V. 6. 2. Equation de la quantité du mouvement
En vertu de la loi du mouvement de Newton, une masse
soumise a une force extérieure acquerra une accélération y,

pour une particule fluide de masse m = I pdv soumise a un

Vv

dv ona

torseur de force extérieure I Foxt

j pydv = j F.dv (V.18)

le torseur des forces extérieures est la somme des forces
volumiques et forces surfacique appliquées par le milieu
extérieur sur 1'élément v

j p7dv = j oFdv+ j T. fids (V.19)
\ )
projetons cette équation sur 1'axe OX;

pridv=| pFdv+ |T,ds (V.20)
-

\Y

on a vu déja que

-11 -
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IT ds = j oyn;ds = j —dv (V.21)

en remplagant 'équation V. 21 dans 1'équation V. 20 on
trouve

[ oriav={(oF, 4+ P%iygy (V.22)
Jordv=[ R+ -

l'accélération 7; n’est rien d’autre que la dérivée particulaire
]
de la vitesse V; , soit

yy = +V, il (V.23)
Dt ot OX;

en combinant ces équations on obtient l'équation du
mouvement de la particule fluide sous la forme condensée

. Joj
My, Mg L (V.24)
ot X o, ﬁx

tenant compte du fait que les forces de volume dérivent d'un
potentiel U(X;) et en introduisant la pression et le déviateur

7 tel que

on peut transformer alors 1'équation du mouvement et
obtenir I'équation

Ni y Ni_ U 10P 107

ot ox T ox pox p OX;

(V.26)

qui en coordonnées cartésiennes s’écrit

-12 -
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AN U U U AU 14P 1(&rxx Oty ﬂTXZJ
+= + +
P

+U—+V—+W —=-—-——
ot OX oy 01 oX p OX ox oy 01

N N N N o 1P 1(0ry, Ity Oty
+ +

+U—+V—+W—=——-—— 4+ —
ot OX oy 0z oy pdy p\ Ox oy oz

ﬂWJr 5\N+ o”\NJr oW ouU 1§P+1 ﬁrzx+0"fzy+§rzz
pl OXx oy oz

pour les fluides newtoniens, le déviateur est

ij

les éléments ¢;; sont les taux de déformations donnés par

'expression

- N V.28
“i = 2(ax ﬁxi) (v-28)

la dérivée du déviateur par rapport a la coordonnée x; est

oty 26, . - N - o N
b -_= diw) + u(AV: +div—) + grad - (gradV, + —
ox, 3o (udiW) + p(AV; 5Xi) grad u - (gradV; axi)

(V.29)

en substituant cette expression dans l'équation V. 26,
I’équation du mouvement pour les fluides newtoniens prend
la forme

4>

Ni gy MU 10P ——( d|\N)+’u(AV +d|v—)

ot lox;  ox pox 3p O,

+lgraa,/vt-(graﬂvi +ﬁ)
p OX;

(V.30)

-13-
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Si le fluide a une viscosité dynamique u et sil est
incompressible, I’équation V. 30 se simplifie et devient
N, +V Ny MV 1P +VAV, (V.30a)
ot OX; %X, p OX

équation qui en coordonnées cylindriques s’écrit

S § S V1T +E— 4
ot ox oy 01 Ox pox | oxd oyt 67

N N N N A 1P (8 9V 5V
—+J—4V —+W—=--—-——+v + +
ot ox oy oz 3y pdy |\ox? oy? o722

AW AW AN AU 10P o'W oW AW
+V +W =—— 4V + +
ox?  oy? o7t

N N AN 1@+V{a2u 5*u azu]

oW N
ot OX oy oz o1 p oz

o v=~ est la viscosité cinématique du fluide. Ces

équations sont appelées équation de Navier-Stokes. Dans

2

chaque équation, les termes U 7 +V—+W 7 sont les
oX oy 01

2 2 2
,. ) 0 0

termes d’inertie et les termes v Sttt sont
ox: o0y® 01

appelés les termes de diffusion.

V. 6. 3. Equation d’énergie
Appelons u lI'énergie interne de 1'élément de volume dv, U

I'énergie interne du volume v et E. son énergie cinétique.

La variation de I'énergie totale est la somme des variations
de I'énergie interne et 1'énergie cinétique d’ou la relation

1 2
+—pV
P )

dv V.31
Bt (V.31)

D(U+EC)_ID(/’u
Dt _V

-14 -
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Cette variation de I'énergie totale est la somme des
puissances calorifiques et des puissances des forces
extérieures.

Les puissances calorifiques sont la quantité de chaleur
conductive § et la chaleur générée dans le volume v par les

sources internes. Si nous appelons ¢ la chaleur générée par

unité de volume et si nous utilisons la loi de Fourier on peut
écrire que

P, =—[d.nds+ [g,dv (V.32)
S Vv

G=-AgradT (V.33)

A est la conductivité thermique du fluide et T est la
température. En appliquant le théoreme d’Ostrogradski
I"équation V. 32 devient

P, = j (div(AgradT) +q, )dv (V.34)
Y
Les puissances des forces extérieures sont
P, :j(ﬁ. ﬁ).\7ds+jpﬁ.\7dv (V.35)
S \

mais comme on a

1 -
D(pu +§,0V2)
Dt

dv="P, + P, (V.36)

<

nous obtenons

-15-
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1 -
D(pu +EPV )
Dt

dv= .[(dlv((/igradT +0, ))dv+J.pFV dv+ja,JV n.ds

< C—y

(v.37)

a présent éliminons le terme de l'énergie cinétique de
I’équation V. 37 en utilisant I'équation du mouvement

DV é’Gij
Aot =P ok (V.38)

multiplions les deux membres de cette équation par V, et on

a alors
DV, oo
—V, = pFRV, +V, — V.40
P =P axj (V.40)
en intégrant sur le volume Vv, il vient
DVi é’dij
\ \" \
comme nous avons la relation
Volor :
X i ox: ! X

introduisons la dans I’équation V. 41 et on obtient
IpVi BVi gy = ijv dv+jAdv ja M dv (V.43)
g Dt
DV, /?
le terme j oV Ttldv peut s’écrire comme %J. p%dv c’est
v v

a dire

-16 -
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1¢ DV? Vo N,
| p=—dv=|pFVdv+ | —Tdv-|o; —Fdv (V.44
2 Ppp =l pRviav [ TR oy Shav (V4

en injectons l'équation V. 44 dans l'équation V. 37, nous
obtenons I'équation d’énergie sous la forme

Du . e oV,

— =div(AgradT) +q, + o;; —- V.45
P Dt ( g ) Qs Oij é’Xj ( )
V. 6. 4. Equation de I'enthalpie

L’enthalpie h est définie par la relation

h—u+’ (V.46)
Yoy
ou P et p sont respectivement la pression et la masse
volumique du fluide. Calculons la dérivée particulaire de
I'enthalpie par rapport au temps

Dhh Du DP PDp
p— =Pt ——
Dt "Dt Dt p Dt

(V.47)

en utilisant I"équation de continuité en absence de source de
matiere et des forces thermodynamiques a savoir

Dp o
— + pdiW =0 V.48
ot P (V.48)
on obtient
Du Dh DP L
— = p—————PdiW V.49
’bt "Dt Dt (V-49)

en substituant cette relation dans I'équation V. 45, trouvons
"équation de d’enthalpie sous la forme

-17 -
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Dh .. - DP . oV,

— =div(Agrad T)+ —+ PdiW +qg + o — (V.50

th (19 ) Dt Qs G”@Xj ( )
V. 6. 5. Equation de la chaleur

D’apres la thermodynamique on sait que h est fonction de la
température et de la pression

h=h(T,P) (V.51)
d’ot1 la relation
bh _(¢oh) DT _(2oh) DP (V.52)
Dt (4T ), Dt (6P ). Dt

le terme [ﬁ_hj n’est rien d’autre que la chaleur spécifique
P

du fluide a pression constante
Cp = (é’—hj (V.53)
P

s coh "
calculons a présent le terme | — | et pour cela utilisons le
T

premier principe de la thermodynamique, a savoir

du=06Q+ oW =5Q—Pdv (V.54)

introduisons I'enthalpie h qui est définie par

h=u+Pv (V.55)

5Q = dh—vdP (V.56)

-18 -
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a partir de la définition de l'entropie qui est ds= 5_I_—Q, nous

obtenons

gs=dn_,dP (V.57)
T T

remplagons le terme de I'enthalpie donné par I'expression

dh=|[ N ap[ N gt (V.58)
oP ). ot ),

nous trouvons
ds=| =| — ——V dP+=| — | d1 (V59)
T O”P T T p T 0”T p

la condition nécessaire et suffisante pour que la fonction
entropie soit une fonction d’état est que

ﬁHﬁ_hj _1} :zHﬁ_hH (V.60
oT|T\oP), T oP|T\aT), |

soit
Lﬁ_hJ _ _T(ﬂJ v (V.61)
JP ), T ),
si nous remplagons le volume V par L , on déduit que
p
(ﬂ} =_i2(0"_/’} (V.62)
T Je p T )y

introduisons le coefficient d’expansion thermique a pression
constante f défini par

__1(2r
B= P[O"T]p (V.63)

-19 -
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I'équation V. 62 s’écrit alors

[ﬂ] L V64)
ar), p

et ainsi le terme ﬁ—h devient
OP ).

[é_hJ _1-T8 (V.65)

oP ); P

en utilisant les relations V. 53 et V. 65, nous obtenons pour le
Dh Dh DT DP

t — I i —= —+{1-Tf)— qui

erme o Ot expression p Ot PCp Dt ( ﬂ) Ot qui

une fois substitué dans 'équation V. 50, nous conduit a
I'équation de la chaleur sous sa forme générale, a savoir

DT . ~ - DP N,
C, — =div(igradT) +q. + PdiW +Tf—+0c;, —~ (V.66
p P Dt ( g ) qs ﬂ Dt O-Ij é’X ( )

J

N

Ainsi on a obtenu a partir de considérations physiques
simples les équations de bilan pour 1'écoulement d'un fluide
homogene et monophasique. Ces équations sont la base de la
mécanique des fluides et du transfert de chaleur dans les
milieux continus homogeénes et monophasiques.

D .-
Si nous explicitons la dérivée particulaire (a=§+v -grad ),

"équation de la chaleur s’écrit alors sous la forme

pcp(% +V - gra&Tj = div(AgradT) +q,
(V.67)
+PdiW + T4 [@ +V- graﬂPj +0; N
ot OX;

-20 -
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Le denier terme o % du membre droit de I'équation V. 67
X
j

peut étre écrit sous la forme

oy T~ _pdiw + (V.68)
X

ou @ est la fonction de dissipation visqueuse donnée par la
relation

2

O = —%,u(di\}\7)2 L 2u (;ﬂx:)z +%;(%J+%J (V.69)
Ce terme exprime la chaleur générée par les forces
visqueuses au sein du fluide en mouvement. Cette fonction
est trées importante lors de I'écoulement a trés grande vitesse
des fluides tres visqueux.

Généralement le coefficient f est tres petit et si le fluide est
incompressible (divV =0), I'équation V. 67 se simplifie et
devient

pCP(%—I+\7-graJTj=div(/”tgraaT)+qs+CD (V.70)

qui en coordonnées cartésiennes, pour une conductivité
thermique A constante, s’écrit

2 2 2
pCh a—T+Ua—T+Va—T+Wa—T =1 0 T+6 T+6 T +0,+O (V.71)
at x oy oz ox?  oy? ozt

la fonction de dissipation visqueuse dans ce cas, devient
N 1oV, VY
® =24 (502 4= L V.72
A ( e ) Z{ J (V.72)

25 ox; o

-21-
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oo [ (VY (WY
# X oy 0z

) (V.73)

U Y (v aw) (ew ouY
U —+—| +| —+ + +
oy OX 1 0y ox 01

V. 7. Concept de la couche limite visqueuse
Le concept de la couche limite fut introduit par Prandtl au
début du vingtieme siécle, il réussit a simplifier les équations
de Navier-Stokes et trouva ce que nous appelons aujourd’hui
les équations de la couche limite.
La couche limite est une couche treés fine du fluide adjacente
a la surface d"un corps solide ot les effets de la viscosité sont
tres intenses. Les particules fluides adjacentes a la surface
solide ont une vitesse nulle a cause de la condition de non-
glissement. Cette premiére couche de vitesse nulle ralenti le
mouvement de la couche au-dessus a cause de la viscosité et
ainsi de suite. Suite a cela, il se développe un certain profil de
la vitesse au sein de cette couche fluide allant de 0 a U, loin
de la surface solide. La couche au-dessus de la surface solide
ou la variation de la vitesse dans la direction transversale est
importante, est appelée la couche Ilimite visqueuse.
L’épaisseur de la couche limite visqueuse &, (x) est définie
comme étant la distance a partir de la surface solide ou la
vitesse du fluide est 0,99U_. Notons que 1'épaisseur de la
couche limite visqueuse &, (x) augmente dans la direction
longitudinale puisque le transfert de la quantité du
mouvement est plus important loin de la région d’entrée.
A cause du frottement du fluide sur la surface solide et la
condition de non-glissement, nous pouvons définir la force
de frottement par unité de surface 7, que nous appelons la
contrainte de cisaillement pariétale et elle est donnée par la
relation
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Tp = y(%} (V.74)
Y )y
X o . . oU
ou u est la viscosité dynamique du fluide et (a—] est le
Y )y-o

gradient de la vitesse longitudinale sur la surface solide.
Cette contrainte de cisaillement pariétale est liée au
coefficient de frottement pariétal C par 1'équation

r
Cﬂ: =—P2 (V.75)
PY
2
y 4 cll rt clt
U,

u, >
—> UOO e ! >
—> &)y
—» /’_,——

_’.,/‘ q
|

A
v
>

Figure V. 6. Développement de la couche limite.
cll : couche limite laminaire, rt : région de transition, clt :
couche limite turbulente.
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La force de frottement est par conséquent

2
Fi =CS pl;‘” (V.76)

ou S est la surface sur laquelle la force de frottement agit.

V. 8 Concept de la couche limite thermique
Considérons un fluide qui arrive a la température T sur une
plaque solide maintenue a la température T,. Les particules
fluides adjacentes a la surface solide atteignent I'équilibre
thermique et leur température devient celle de la plaque.
Apres cela, elles échangent la chaleur avec les particules
fluides qui les juxtaposent et ainsi de suite. Suite a cela, il se
développe un certain profil de la température au sein de
cette couche fluide allant de T, a T, loin de la surface solide.
La couche au-dessus de la surface solide ot la variation de la
température dans la direction transversale est importante, est
appelée la couche limite thermique. L’épaisseur de la couche
limite thermique J; (x) est définie comme étant la distance a

partir de la surface solide ou la température du fluide est
T +0,99T, — T, ). Notons que I'épaisseur de la couche limite
thermique &;(x) augmente dans la direction longitudinale
puisque le transfert de chaleur est plus important loin de la
région d’entrée. Lors de 1’écoulement d'un fluide sur une
surface chaude ou froide, les deux couches limites se
développent simultanément. La couche limite visqueuse aura
une influence notable sur le développement de la couche
limite thermique et par conséquent sur le transfert thermique
convectif.
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Figure V. 7. Couche limite thermique.

V. 9. Le nombre de Prandtl
L'épaisseur de la couche limite visqueuse &, (x) est

intimement liée a 1'épaisseur de la couche limite thermique
5;(x) a travers le nombre adimensionnel Pr appelé le
nombre de Prandtl. Ce nombre est défini par le rapport

pr— e _V (V.77)
A a

ou v est la diffusion moléculaire de la quantité du
mouvement et a est la diffusion moléculaire de la chaleur.
Pour les gaz, le nombre de Prandtl est proche de l'unité
(Pr=1), ce qui montre que dans les gaz, la quantité du
mouvement et la chaleur se dissipent avec le méme taux. La
chaleur se dissipe plus rapidement dans liquides (Pr—<<1)
que dans les huiles (Pr >>1).
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Fluide Pr
Meétaux liquides 0,004-0,030
Gaz 0,7-1,0
Eau 1,7-13,7
Fluides organiques légers 5-50
Huiles 50-100000
Glycérine 2000-100000

Tableau V. 1. Nombre de Prandtl pour différents fluides.

V. 10. Le nombre de Reynolds

La transition entre le régime laminaire et le régime turbulent
dépend de la géométrie de la surface, de la rugosité de la
surface, de la vitesse de I'écoulement libre, de la température
et du type du fluide. A partir de tests expérimentaux,
Reynolds découvrit que le régime d’écoulement dépend du
rapport des forces d’inertie aux forces de viscosité. Ce
rapport est appelé le nombre e Reynolds, qui est un nombre
adimensionnel défini par la relation

pu?

Re=—c _Ale Ulc (V.78)
L
LE

Aux grands nombres de Reynolds, les forces d’inertie sont
plus importantes que les forces de viscosité, ce qui veut dire
que les forces visqueuses ne peuvent pas éliminer les
mouvements aléatoires et les fluctuations rapides du fluide
et par conséquent I"écoulement du fluide devient turbulent.
Aux petits nombres de Reynolds, les forces de viscosité sont
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plus grandes que les forces d’inertie et gardent le fluide en
ligne ce qui veut dire que I'écoulement est laminaire.

V.11. Equations de la couche limite laminaire
Considérons I'écoulement permanent et bidimensionnel d'un
fluide newtonien incompressible sur une plaque plane et
lisse. Si les propriétés physiques du fluide sont constantes,
I’équation de continuité et les équations de Navier-Stokes se
résument aux équations suivantes

M N _, (V.79)
ox oy
2 2
MMtk ou oY (V.80)
ox oy  pox x* oyl
2 2
Uﬂ.}.V&:_l@JFV g—i_g (V81)
OX o  poy ox® oy

2 2
or Ly T [ﬂ ﬂj V.82)

U—+V— +

oX oy ox? oyl
Pour établir les équations de la couche limite faisons le
changement de variables suivant

D SR
X:—, = = Re V.83
L y L L ( )
G-Y v-Y Jre, =TT p_ P (vsy
Uoo Uoo Too _TP on%n

o0

est le nombre de Reynolds. En injectant ces

nouvelles variables dans les équations V. 79, V.80, V. 81 et V.
82, nous obtenons une forme adimensionnelle des équations
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de bilan pour un écoulement laminaire bidimensionnel. Ces

équations sont
U N (V.85)
ox oy

. A 5 on o
GLAJ+A6LAJ _6F:+ 1 8U+6U (V.86)
0 oy o8 |Re  a8* oy?

. R . o o
1 U@Y +\78\f :_8FA’+ 1 8V+ 1 oV (V.87)
Re, | & & & |Rel &&* Re_ o§?
R R - -
UAaA+\78A |t oT,1o1 (V.88)
X &y |(PrRe_ o%? Proy?
u,
y /’,__,-———-—_—E‘Ji ———————
— 5 U ///// g
__» /// ’Il
s ()
_—»/ V II
7 1
] / K
/ J
_./—> U _t//
d v
< X >

v

A

L

Figure V. 8. Illustration de la couche limite sur une surface
plane.
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Quand le nombre de Reynolds Re, tend vers l'infini, les

1 1
rapports —— et — tendent vers zéro. Dans ce cas, les

équations V. 85, V. 86, V. 87 et V. 88 se réduisent aux
équations suivantes

5@2 aa\é =0 (V.89)
u%ﬁm%ﬁ =—2§+§9 (V.90)
ZYF:’ =0 (V.91)

U ‘2)(: +V g; = % g; (V.92)

(Cp

ou Pr= T est le nombre de Prandtl.

Si nous revenons aux variables physiques, les équations de la
couche limite bidimensionnelle en écoulement laminaire sont

VN (V.93)

ox oy

2
M M _ Lok U (V.94)
OX o  pox  oy?
P (V.95)
oy
2
U v 9T (V.96)
ox oy  oy?
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L’équation (V. 95) stipule que la pression dans la direction y

a travers la couche limite est constante. Les conditions aux
limites pour ce probléme sont

x=0U=U_,V=0T=T, (V.97)
y=0,U:O,V:O,T=TP (V98)
y=0wo,U=U_,V=0T=T, (V.99)

V. 12. Formes fonctionnelles du coefficient de frottement
pariétal et du coefficient d’échange convectif
Pour établir les relations fonctionnelles pour la couche limite
bidimensionnelle faisons le changement de variables suivant

>

<>

7

> (V.100)

| >

\
U

P

,P= PIE (V.101)

0

0 ’ Too _TP

-,

G=2 V-
U,

en substituant ces nouvelles variables dans les équations de

la couche limite (équations (V. 93), (V. 94) et (V. 96)) nous
obtenons les équations adimensionnelle suivantes

al{ + 6\f =0 (V.102)
ox oy
. - - -
gH AP, L oY (V.103)
K& &y & Re &
, . -
U aT +V aT __t o7 (V.104)
o8 oy Re Prgy?
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ou Re = Vool est le nombre de Reynolds et Pr= est le

14
nombre de Prandtl. Les conditions aux limites
adimensionnelles pour ce probléme sont alors

HCp
A

£=0,U=1,V=0,T=1 (V.105)
y=0U=0,V=0T=0 (V.106)
§=0,U=1V=0T=1 (V.107)

Les équations de la couche limite renferment trois inconnues

U,V et T, deux variables X et § et deux parametres Re

et Pr. Pour une géométrie donnée, la solution pour U et V
peuvent étre écrites sous la forme

U=F(%¥,Re,) (V.108)
V=F,(%9,Re ) (V.109)
La contrainte de cisaillement pariétale 7, est par définition

donnée par la relation

ouU
=yl — V. 110
Tp ﬂ( oy Jy:o ( )

qui, en termes de la vitesse adimensionnelle U et de la
distance transversale adimensionnelle ¥, s’écrit

) (V.111)
ET

Définissons a présent, le coefficient de frottement pariétal
Cfp, parla formule

-31-



Transfert de chaleur II

__tp
Cfp, = m (V.112)
2
En substituant I’équation (), nous obtenons
Crp, =2 s (a_uj (V.113)
P LA ),
soit
o =ifa‘f] (V114)
Re, ( &y i

De cette formule, nous pouvons maintenant stipuler que le
coefficient de frottement pariétal peut s’écrire sous la forme

Cfp, = F5(%,Re,) (V.115)

Cette relation montre que ce coefficient de frottement
pariétal ne dépendra que du nombre de Reynolds Reet de
I’abscisse adimensionnelle X .

Pour la température T, sa forme fonctionnelle s’écrit sous la
forme

T =F,(& 9,Re_,Pr) (V.116)

Le coefficient d’échange convectif est par définition donné
par la relation
h= Qe

0

(V.117)

La quantité de chaleur échangée entre la plaque solide a la
température T, et le fluide a la température T, est donnée
par la loi de Fourier et elle est égale a

al M_T)(ﬂ] V118
y=0

vy L\

y=0
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en combinant les relations V. 117 et V. 118, nous obtenons
I'expression du coefficient d’échange convectif sous la forme

h:&(at] V119)
Ll ),
soit
ht_ aT (V.120)
A9 ),

et a partir de la définition du nombre de Nusselt

L

Nu V121
! (v121)
nous obtenons alors
Nu = (aT ] (V.122)
),

En tenant compte de I'équation V. 116, nous déduisons la
forme fonctionnelle du nombre de Nusselt sous la forme

Nu, = F(%,Re_,Pr) (V.123)

Si nous nous intéressons aux valeurs moyennes du
coefficient de frottement pariétal et du nombre de Nusselt, il
faut intégrer les formes fonctionnelles par rapport a la
variable adimensionnelle entre zéro et un et dans ce cas, nous

pouvons écrire que

Cfp, =F5(Re,) (V.124)

Nu =F,(Re,,Pr) (V.125)
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Ces relations montrent que le coefficient de frottement
pariétal moyen ne dépend que du nombre de Reynolds et
que le nombre de Nusselt moyen ne dépend que du nombre
de Reynolds et du nombre de Prandtl.

V. 13. Analogie entre les transferts de la quantité du

mouvement et de la chaleur
Considérons l'écoulement d'un fluide incompressible et de
propriétés thermophysiques constantes en écoulement
laminaire sur une surface solide. Si la vitesse U_ est
constante, les équations adimensionnelles de la quantité du
mouvement et de la chaleur pour Pr=1, s’écrivent alors sous
la forme

o0 o0 1 9%

U4V —"—=— (V.126)
OR oy Re_ &)°
. . pr
gLyt o7t (V.127)

% & Re, &2

Ces équations ont exactement la méme forme et admettent
aussi des conditions aux limites similaires, par conséquent,

les solutions pour U et T ainsi que les dérivées premieres de
ces solutions sur la surface sont égales

[69] :m V128
o )y \ ),

A

. .. . [oU . -
En exprimant la dérivée (—AJ en fonction du coefficient
§=0

. L. . |aT :
de frottement pariétal Cf, etla dérivée (—A] en fonction
§=0
du nombre de Nusselt, nous avons
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(59 j _Reiex, (V.129)
), 2

(GTJ = Nu, (V.130)
de ces équations, nous obtenons la relation

Cfp, % ~ Nu, (V.131)

relation connue sous le nom d’analogie de Reynolds. Cette
relation montre qu'il est possible de connaitre le nombre de
Nusselt pour les fluides ayant un nombre de Prandtl égal a
'unité juste en mesurant le coefficient de frottement pariétal.

V. 14. Résolution des équations de la couche limite sur ne
plaque plane
V. 14. 1. Couche limite visqueuse
Les équations a résoudre pour la couche limite laminaire
d’un fluide newtonien sur ne plaque plane lisse sont

NN g (V.132)

ox oy

2
M MY (V.133)
OX oy dy?
les conditions aux limites pour ce probleme sont

x=0,U=U_,V=0 (V.134)
y=0,U=0,V=0 (V.135)
y=0o,U=U_V =0 V.136)
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pour entamer la solution des ces équations, introduisons la

fonction de courant #(x,y) tel que

_Py) |, 0¥(xy) (V.137)

oy OX

remarquons que si nous substituons les relations V. 137 dans

U

’équation de continuité (V. 132), on obtient

3(—6\1’()" y)J + 3(— o¥(xy) y)j =0 (V.138)
ox\ oy oy X '

et ainsi, l'équation de continuité est automatiquement
satisfaite.

o*¥(x,y) o*¥(x.y)
oxoy 0yOX

Introduisons une nouvelle variable 7 et une nouvelle

n= yw/U—w (V.140)
12,4

P(x,y)=+wU_ f(n) (V.141)

=0 (V.139)

fonction f(r) tel que

calculons maintenant chaque terme de 1'équation V.133. En

utilisant la relation V. 137, et en tenant compte que la
nouvelle variable est 77, nous obtenons la relation suivante

U= a\Pg’ V) aqla();’ y)%n = \/%\/W—Uwf ()= Uiﬂ f ()
(V.142)

la composante longitudinale de la vitesse U devient
U=U_f () (V.143)
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La composante transversale de la vitesse V est définie par
I'équation V. 137

Vo=o alpa% (,/vxu t()) (V.144)

comme nous avons la dérivée d'un produit de deux

fonctions, I'équation V. 144 peut se mettre sous la forme

v=—f<n)—am—m6f—@)

(V.145)
61/\/)(U ,—6f 677
V- on ox
qui apres simplification devient
WU, ot (i) on
-V =flp)——+ U V.146
L (V.146)

explicitons a présent les dérivées incluses dans cette relation,
en effet, apres un petit calcul nous trouvons

a—\'VXU“’=1 & (V.147)
OX 2\ «x '

ﬁ(y Uw]
W
on _ __1y Y. (V.148)
X

OX OX 2 X
substituons les relations V. 147 et V. 148 dans la relation V.

146, nous obtenons

-V = ;\/7 ———\/7\/—f (V.149)

qui apres simplification donne
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1 W 1yU
RV LN TP ALY V.150
1 () > () (V.150)

multiplions les deux membres par un sighe moins, I'équation

V. 150 devient

o0 1 1 NOO
» f(’?)—E ; f(7) (V.151)

yU,

si nous remarquons que le terme
X

n’est rien d’autre que

W,
X

n , 'équation V. 151 se simplifie et on obtient la

relation ci-dessous

1 W

V =2yt ()= 1)) (V.152)

Apres avoir exprimé les vitesse longitudinale et transversale
en fonction de la variable 7 et la fonction f(z), calculons
maintenant les dérivées de la vitesse longitudinale par
rapport aux variables x et y. Pour cela, dérivons 1'équation
V. 143 par rapport a la variable x

U,
ou _auan ol f( ))G(y VXJ
E_Ea . (V.153)
OX 0On ox on OX

apres un calcul simple nous trouvons

U 1yu. [U
& 2V [Fe g V.154
> U () (V.154)

faisons la méme chose avec la dérivée de la vitesse
longitudinale par rapport a la variable y toujours en prenant

I'équation V. 143
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a_u_a_ua_n:a(uwf'(m)@(y vaj

= (V.155)
oy on oy on oy
nous trouvons ainsi
U _dUoan _ U Y, f "(,7) (V.156)

oy onoy TV w
la derniére dérivée a calculer est la dérivée seconde de la

vitesse longitudinale par rapport a la variable y .

Pour cela dérivons I'équation V. 156 par rapport a y et nous

obtenons
o°U a(uw U‘;f”(")] U, of"(n)o
) —u, [—= Iy 57
oy oy .  on oy

qui apres simplification devient
aZU U 3) "
£y -ty
oy WX

Apres la substitution de tous les termes dans 1'équation V.

(V.158)

133, nous obtenons la relation

0,022 Bt 2P ) s -

)

2
y—=
VX
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qui apres simplification, nous donne 1'équation différentielle

ordinaire suivante pour la fonction f(7) appelée équation de

Blasius.
")+ ()1 7(7) =0 (V-159)
soit
d3f(377)+1f(77)d2f(77):0 (V.160)
dn 2 dn®

C’est une équation différentielle non-linéaire qui se résout
par la méthode numérique dite méthode de Runge-Kutta.
Trouvons a présent les conditions aux limites aux quelles
doit satisfaire 1'équation différentielle V. 120. A partir des
conditions aux limites suivantesaux quelles doivent
satisfaire les vitesses longitudinale et transversale

x=0,U=U_,V=0 (V.161)
y=0,U=V=0 (V.162)
y=w,U=U,,V=0 (V.163)

nous aboutissons aux conditions aux limites suivantes pour
I’équation différentielle de Blasius

n=0, f(n)zo,%(”):o (V.164)
7
p=, 30 _y (V.165)
dn

Les variations des vitesses longitudinale U et transversale V
en fonction de la variable 7 sont représentées sur la figure V.
9etV.10.
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h
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Figure V. 9. Profil de la vitesse longitudinale U .
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Figure V. 10. Profil de la vitesse transversale V .
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La  vitesse longitudinale  augmente  puis tend
asymptotiquement vers un a partir de la valeur 7 =5. Cette
valeur est d'une importance capitale, car c’est a partir de
cette valeur que nous définissons 1'épaisseur de la couche
limite laminaire &, (x).

L’épaisseur de la couche limite laminaire est définie comme
la valeur de y pour la quelle la vitesse longitudinale atteint
99% de la vitesse U . La valeur pour la quelle cette limite
est atteinte est 7 =5. Dans 1'équation V. 140, posons que
y =4, (x), nous trouvons ainsi la relation

5=25, (x) Uﬁ (V.166)

d’ou

(V.167)

5 5x
oy (X)= =
L T O

VX v

U_x

0

remarquons que le terme n'est rien d’autre que le

14
nombre de Reynolds

Re, =—= (V.168)

ainsi, 1'épaisseur de la couche limite &, (x) devient

Sy (x)= 2’; (V.169)

X

Calculons le coefficient de frottement pariétal 7,en fonction
de la variable 7 et la fonction f(7), soit

U] _HY.Rey d*f(y)
|, X dn?

(V.170)

17=0
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Le coefficient de frottement pariétal Cf, est
Tp

Pz
2

Cfp, =

2
d f(;?) de la
dz

fonction f(;7)au point 7=0 est 0,332, en combinant les

sachant que la valeur de la dérivée seconde

relations V. 170 et V. 171, nous trouvons pour le coefficient
de frottement pariétal I"équation

cf, =004 (V.172)

Re

X

le coefficient de frottement pariétal moyen est par définition

cro =2 [ct,.d 73
P—EL px X (V.173)

en y rapportant la relation V. 172, nous obtenons

_—— T 2d %lx] (V.174)

d’ou la valeur du coefficient de frottement pariétal moyen

0

—— 1328

Cfp =
i JRe,

(V.175)
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0 I I I I

Figure V. 11. Variations du coefficient de frottement pariétal
et de I'épaisseur de la couche limite en fonction de la
distance X.

V. 14. 2. Couche limite thermique

Transformons maintenant 1'équation de la chaleur de la
couche limite thermique

or o1 _ o1

u &+ngaay2 (V.175)
sujette aux conditions aux limites
x=0,T=T, (V.176)
y=0,T=T, (V.177)
y=o,T=T, (V.178)
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Pour cela introduisons la température adimensionnelle ®

définie par
_T-Ts

)

en utilisant les relations

n= U, ¥y, ¥(y)
X

P(x y)=wU,, f(7)

I'équation de chaleur V. 173 devient

2
dL(Z”)Jrﬂf(n)d@(’?):O
dn 2 dn

avec les conditions aux limites
n=0,©0)=0
7=, 0(0)-1

(V.179)

(V.180)

(V.181)

(V.182)

(V.183)
(V.184)

remarquons que 1'équation V. 180 peut s’écrire sous la forme

o
W(ad%rz—%f(ﬂ)dﬂ

dn
Une premiére intégration conduit a
Pren
- f(n)dn}
wolr) | %h
dn

et une deuxieme intégration donne

Pr 77
0(7)=C, f: e[zjo f(n)dn}d n+C,

(V.185)

(V.186)

(V.187)
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en utilisant les conditions aux limites, nous obtenons les
expressions suivantes pour les constantes d'intégration C; et

C,

C, = et C,=0  (V.188)

en substituant ces constantes d’intégration dans 1'équation V.
185, nous déduisons le profil de la température
adimensionnelle, soit

—ﬂfnf(n)dn
0(n)= I:e[ - }dn

o i

(V.189)
n

Nous avons déja vu que le coefficient d’échange convectif
local est défini par la relation

a

-1 8y
hy=— 2 (V.190)

en fonction de la variable 7 et la température

adimensionnelle ®,

h, = ATy -T..) ZGI (V.191)
VX nl,_
ST, e
soit
h -2 90 (V.192)
o dn,,
U

-46 -



Transfert de chaleur II

En faisons apparaitre le nombre de Reynolds, 1'équation ci-

dessus s’écrit

h=i Re do

=Ry (V.193)

n=0
h, X .
comme le nombre de Nusselt local est Nu, = ~ la relation

V. 191 devient

de

Nu, = /Re, — (V.194)

n=0
En substituant I'équation V. 184, nous pouvons écrire le

nombre de Nusselt local sous la forme

(V.195)

LJ0 _77:0

Pour des nombres de Prandtl supérieures a 0,6, le gradient
de la température adimensionnelle sur la plaque est donnée

par

1
=0,332Pr3 (V.196)

n=0

de
dn

Dans ce cas, le nombre de Nusselt local s’écrit

1
Nu, =0,332,/Re, Pr3 (V.197)

Le nombre de Nusselt moyen s’obtient par intégration de la
relation V. 195 sur la longueur de la plaque L, en effectuant
I'intégrale, nous obtenons
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1
J— L =
Nu :%jo Nu,dx =0,664,/Re, Pr3 (V.198)

Introduisons un nouveau nombre adimensionnel appelé le
nombre de Stanton par le biais de la relation

st = N (V.199)
Re, Pr
En substituant la relation V. 195, nous trouvons
1
0,332,/Re, Pr3
t, = x 17 0332 (V.200)

X Re, Pr

2
JRe, Pr3

Comme le coefficient de frottement pariétal est
0,664

Cf ———, nous pouvons écrire alors que
P x \/R_ex p q
2
St, Pr3 = C;X (V.201)

Cette relation relie le transfert de la quantité du mouvement
au transfert de chaleur par convection. En combinant les
équations V. 172 et V. 195, nous obtenons

Cf L

ERe, = Nu, Pr 3 (V.202)
ou bien
. Cf h 2
iy = zx - u Pr3 (V.203)
P~

cette relation es appelée analogie de Chilton-Colburn et est
valable pour 0,6 <Pr<60, le coefficient j,est appelé le

facteur ju de Colburn.
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V.15. Méthode intégrale de la couche limite visqueuse
I existe une autre méthode de résolution des équations de la
couche limite visqueuse t thermique dite la méthode
intégrale ou la méthode de Von-Karman.
Reprenons les équations de la couche limite pour un fluide
newtonien incompressible en écoulement permanent
bidimensionnel sur une plaque plane

M N _, (V.204)
ox oy
2
g M M _ 1ok oU (V.205)

oX oy p OX oy?

"équation de Bernoulli, écrite loin de la plaque plane est
2

U
P+ — constante (V.206)
y '.
U, \
4 A FoooTooooooes T ==
1 /1,—’—’ ,'
— T >
] - ]
- AT | ;
Lo ! Pr
— 5 /// : : ’:'
i | : !
- U 7/ I | | ,’
c | Sy (x)} f——
> : | /
/ . | | —v,'
/ ! ! v
/ i i — ‘
*—'
X

Figure V. 12. Illustration de la couche limite sur une plaque
plane.
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en dérivant 1'équation de Bernoulli par rapport a la variable
X, nous obtenons
1P __, U

o Vo (V.207)

et dans ce cas, L'équation V. 204 devient

2
oMy _y Y 0Y
O oy dx oy?

intégrons I'équation V. 202, entre y=0 et y =1, il vient alors

(V.208)

|
ouU
V=- ! —dy (V.209)

Intégrons maintenant I’équation d mouvement toujours entre

y=0et y=1I, soit

j{u%—u V—}d —ju °°dy+vj—dy (V.210)

en y substituant 1'équation V. 207 et en remarquant que
e [v %] , 'équation précédente devient
p y—o

| |
Jlud g, du. dy:(ﬂ] ( au] T
5 OX 8y OX dx % )y oy 0

distribuons le signe d’intégration par rapport aux différents
termes, ce qui nous ramene a la relation

oU toU du, . 7p
!u—d —J‘[E!—dy}dy—juw - dy = ; (V.211)
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posons que
| |
1= FU Yy ] (V.212)
OX
0
et utilisons la régle d’intégration par parties, a savoir
b b
[ faay = (fg); - [ ooy (V.213)
a a
Si nous identifions les termes suivants
y
N f—j@dy,fe@ (V.214)
S 5 OX OX

L’intégrale V. 210 s’écrit alors sous la forme

|
| y |
ouU pou oU oU
— | —dy|dy=|U|—dy| - |U—d
oy -[ OX y} y [ -([ax yL -([ OX

en substituons cette expression dans 1'équation V. 209, nous
arrivons a

_([U—d—j dyju dju —;

équation qui apres réarrangement devient

j{zua—u—u v deuw}dy?T—P (V.215)
5 OX X dx

profitons de I'identité suivante

%(u(uw —U)):%(uuw —U?)=U

U, .y Yy
dx OX OX
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qui s’écrit aussi sous la forme

zua—U—u Xy UdUw—Q(u(uw—u)) (V.216)
OX X dx  ox

la substitution de cette relation dans 1'équation V. 213 donne

|
j{u V. _ 9L, -u)-u dUw}dy:—T—P (V.217)
0

dx  ox * dx el

soit

|

0 du du T

—(UU. -U))+U © _U—=|dy=—" (V.218
J| S0 ). G0 T oy v

comme la vitesse U_ ne dépend pas de la variable y, nous
pouvons récrire 1'équation précédente sous la forme suivante

d du_ |
9 U, -u)d E Uldy="F (V.19
axl U, -U)dy+ dx{ )dy (V.219)

dans le cas ou la vitesse U, est constante, nous avons

du,, =0 (V.220)
dx

si nous posons que | =&, (x), dans ce cas, 'équation V. 218 se
simplifie et devient

5 ) i
< j U, -U)dy=-* (V.221)
OX 0 o,

Dans cette relation nous avons remplacé la borne supérieure
de I'intégrale par 3, (x), car au-dela de cette limite, la vitesse
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du fluide devient égale a U_ et par conséquent l'intégrale
s’annule.

Pour plus de commodité, écrivons I'équation V. 220 sous la
forme

v (x)
RV VR S
ui = | U—(l - —]dy = (V.222)

e}

Cette équation permet de déterminer I'épaisseur de la couche
limite visqueuse &, (x) a partir d'un profil supposé de la
vitesse U(y). Remarquons que le calcul de I'épaisseur de la

couche limite visqueuse a partir de I'équation V. 221 et plus
facile que celui obtenu par la résolution de l’équation
différentielle de Blasius. A présent, considérons un profil de
la vitesse U(y) donné par I'expression

iy):aﬁal[ijm{ij +33[Lj (v.223)

U Sy (x) Sy (x) 8y (x)

ou a,, &, &, et a, sont des constantes déterminées a partir

o0

des conditions aux limites suivantes

y=0,U=0 (V.224)
2
y=0,Uzy,d—LZJ=o (V.225)
dy
y=0y(x), u=u, (V.226)
y=5,(x), ‘Z—U —0 (V.226)
y

apres avoir calculer les constantes a,, a;, a, et a,, le profil
supposé de la vitesse s’écrit alors sous la forme
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™ =§[5Vy(x)j—§(5vy(x)f 22

la contrainte de cisaillement pariétal calculée a partir du
profil de la vitesse V. 227 est

U
rp = ’UQ _3 MY, (V.228)
6y y=0 2 §V (X)
lI'intégrale figurant dans 1"équation V. 221 est
& (x) 39
ju(uw ~U )dy=%ui5\, (x) (V.229)
0

en rapportant les expressions V. 228 et V. 229 dans la relation
V. 221, nous obtenons I'équation

d 39 2 _3 ,UUOO

—|==U === V.230
dx(280 ” V(X)) 2 pb, (x) (V-230)
soit
3x280 u
8y (x)dd, (x)= TEWTR dx (V.231)

d’ot 'expression de I'épaisseur de la couche limite visqueuse

_ 4,64x

Sy (x) Ro

(V.232)

X

Remarquons que la valeur de I'épaisseur de la couche limite
visqueuse obtenue par la méthode intégrale ne differe que de
peu de la valeur obtenue a partir de la résolution de
I"équation différentielle de Blasius.
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Dimensionless velocity, ufu,

1.0

o
&

,  The approximate

solution

Dimensionless vertical position, y/&(x)

Figure V. 13. Comparaison entre le profil du troisieme degré
de la vitesse et la vitesse obtenue a partir de I'équation de

Blasius.
U(y) Sy (x Cf
5 N X( ) Re, pr JRe,
y
Sy (x) 3,464 0,289
3
3(_y |_1f_y
2 (é.v (X)J 2 (5\/ (X)] 4,640 0,323
y y ’ y *
2 -2 + 5,840 0,343
[5v (X)j (5v (X)J (5v (X)]

Tableau V. 2. Epaisseurs de la couche limite visqueuse et
coefficients de frottement pariétaux pour différents profils de

la vitesse.
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V.16. Méthode intégrale de la couche limite thermique

Reprenons 1'équation de la chaleur pour la couche limite

thermique
2
U a +V a._ aa—T (V.233)
x oy oy

et intégrons la entre y =0 et y =&, (x)

o1 (%) o7 (x)

Gl o1 o°T
U—dy+ | V—dy= a—dy (V.234)
JUa [V ey
o (x) GO
remarquons que les termes J U—dy et J. V —dy
O ay
peuvent s’écrire sous la forme
o7 (x) 5r(><) a7 (x) oU
j U—dy_— UTdy— j Ty (V.2350)
X
0
57 (x) a1 (x) o7 (%)
[ vl g2 fvray— | TNy (v.235b)

en substituons ces relations dans l'équation V. 234, nous
avons

o7 (%) o7 (%) o7 (%) ot (%)

0 ou 0 oV o°T
— |UTdy— T—dy+ VTdy— T—dy= a—dy
SRR e R M i

(V.235c¢)
soit

ST (%) 51 (x) 51 (x) 5t(x) A2
0 T(a—u+8—vldy+ 0 I 0T
ox oy
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tenons compte de l'équation de continuité Q+ﬂ:0,
’équation précédente devient
o7 (%) o7 (%) sT(¥) 2
9 jUTdy+3 [vray= | a%ldy  (v.2350)
X % % 0 O
nous avons aussi les égalités
P o7 () 51 (%)
5 [VTdy =vTT™ =T,V 5 (V.236)
0

[
. .. ) . ) oU
en utilisant I"équation V. 209, a savoir V = —I —dy et comme
) OX
T, est constante, nous pouvons écrire que

a7 (x)

ouT,,
TV == | = =y (V.236a)
0
d’autre part nous avons la relation
aT(X) 42 ot (%)
ag dy= ag = —a(ﬂj (V.237)
o O %o % )y

en substituons ces résultats dans 1'équation V. 235c, nous
aboutissons a une équation semblable a celle obtenue pour la
couche limite visqueuse, a savoir

ot (x)
T
U -T,)dy=-a—
J utr Tyl

0

o
— V.238
™ (V.238)

0

Si nous choisissons les profils de la vitesse et de la
température suivants
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e EO

3
T-T
] A I (V.240)
T.-Te 26 (x)) 2\6;(x)
en les substituant dans 1'équation V. 238 et en effectuant les
calculs, nous obtenons I'expression

o=t o] 3505 540

0 20

sachant que

wlat) <all o

nous obtenons

20

soit

iuw[5T (x)J35V (X)M _a

10 (& (x) ox
en utilisant I’équation &, (x)= 4’24)( , Nous avons
eX
Sy (X)%X(X) ~10,765——, d’oi1 la relation entre I'épaisseur de
la couche limite thermique et I'épaisseur de la couche limite
visqueuse
3
or(x)}'_ 10 a (V.243)
5,(x)) 10,765v
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soit
1

S; (x)=0,938, (x)Pr 3

Ainsi, nous remarquons le rapport entre l'épaisseur de la
couche limite visqueuse a 1'épaisseur de la couche limite
thermique est proportionnel au nombre de Prandtl.

1
5 (X) _pys (V.244)
or (x)
sachant que la quantité de chaleur échangée est
Up :_;t@ ZEM (V.245)
ay y=0 2 5T (X)
nous obtenons
1
Nu, =0,332,/Re, Pr3 (V.246)

résultat identique a celui obtenu a partir de la résolution de
I'équation de Blasius et I'équation de la chaleur.

V.17. Couche limite turbulente sur une plaque plane
V.17. 1. Coefficients de frottement et épaisseur de la
couche limite turbulente
Le coefficient de frottement et 1'épaisseur de la couche limite

laminaire sur une plaque plane sont

cf, —.504 (V.247)
Re,

5, (x) =~ (V.248)
Re
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relations valables pour Re, <5x10°. Dans la couche limite

turbulente, le coefficient de frottement et 1'épaisseur de la
couche limite turbulente sont

0,0592

Re?

(V.249)

0,376x
5V (X): 1

Re?

(V.250)

relations valables pour 5x10° <Re, <10’. En ce qui concerne

les coefficients de frottement moyens pour la couche limite
laminaire et turbulente, ils sont donnés par les formules

Cfp = 1,328 , Re, <5x10° (V.251)
JRe,

CTP:&?, 5x10° <Re, <10”  (V.252)
Re§

La relation V. 251 donne le coefficient de frottement moyen
quand la couche limite est laminaire sur toute la plaque et la
relation V. 252 donne le coefficient de frottement moyen si la
couche limite est turbulente sur toute la plaque.

Il arrive que sur la méme plaque existent les deux couches
limites, une limite laminaire entre Xx=0 et X=X, qui est la

distance critique qui correspond a la transition vers la couche

N

limite turbulente. La distance critique X; est déterminée a

partir de la relation
U,X
Re, =—2-¢ =5x10° (V.253)
Vv
dans ce cas, le coefficient de frottement moyen s’obtient a
partir de I'équation

-60 -



Transfert de chaleur II

cfa :% [(Cf o )mix+ [(CF ) pix| (V254
0 XC

Si nous utilisons les relations V. 247 et V. 249 et en effectuons
'intégrale, nous obtenons le coefficient de frottement moyen
lorsque les deux couches limites subsistent simultanément
sur la plaque

Cf, - 0'0714_1R7_42, 5x10° <Re, <107  (V.255)
- e
Rep -

Ces relations sont valables pour une plaque plane lisse. Si la
plaque est rugueuse, le coefficient de frottement moyen pour
la couche limite turbulente est

Cfp = {1,89—1,62Iog%} ’ (V.256)
ou ¢ estla rugosité de la plaque.

V.17. 2. Nombre de Nusselt pour la couche limite laminaire
et turbulente
Le nombre de Nusselt local pour la couche limite laminaire

sur une plaque plane est
1

Nu, =0,332,/Re, Pr3, Pr=0,60, Re, <5x10° (V.257)

Pour la couche limite turbulente le nombre de Nusselt local

pour la couche limite turbulente est
1

Nu, =0,0296Re%® Pr3,Pr>0,60,5x10° <Re, <10’ (V.258)

en ce qui concerne les nombre de Nusselt moyens, ils sont
donnés par les relations
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1
Nu =0,664,/Re, Pr3, Pr>0,60, Re, <5x10° (V.259)

1
Nu =0,037Re%® Pr3,0,60 < Pr<60,5x10° <Re, <107 (V.260)

Quand les deux couches limites existent, une limite laminaire
entre Xx=0 et X=X;, qui est la distance critique qui

correspond a la transition vers la couche limite turbulente. La
distance critique X est déterminée a partir de la relation

UOOXC
C:—

Re =5x10° (V.261)

14

dans ce cas, le coefficient de frottement moyen s’obtient a
partir de I'équation

— 1 xC L
Nu= [N i @x+ [(Nu )y x| (V.262)
0 XC

Si nous utilisons les relations V. 257 et V. 258 et en effectuons
I'intégrale, nous obtenons le coefficient de frottement moyen
lorsque les deux couches limites subsistent simultanément
sur la plaque

1
Nu = (0,037Re%®—871)Pr?, 0,60 < Pr<60,5x10° <Re, <10’

(V.263)

Pour les métaux liquides, le nombre de Nusselt local est

Nu, =0,565,/Re, Pr, Pr<0,05 (V.264)

Il existe une relation valable pour tous les fluides, c’est la
relation de Churchill et Ozoe, cette relation est
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1
0,3387./Re, Pr3
- x (V.265)

2
(0,0468j3
1+

Nu

X

BN

Pr

V. 18. Plaque avec section initiale non-chauffée

Les relations mentionnées précédemment sont valables pour
une plaque plane entiérement chauffée, mais il arrive que
qu’une section de longueur I'ne soit pas chauffée. Ainsi, il y
n'aura pas de transfert de chaleur sur la longueur 0<x<TI".
Le développement de la couche limite visqueuse commence
a partir de x=0, par contre le développement de la couche
limite thermique ne commence qu’a partir de x=T .

A
v

Figure V. 14. Couche limite avec une section non-chauffée de
longueur I'.
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Si la température de la plaque est T, a partir de x=T, les
nombres de Nusselt locaux pour I'écoulement laminaire et
I’écoulement turbulent sont alors donnés par les formules

Nu, (T =
Nu, = Lo)l (V.266)
375
()
X
Nu, (T =
Nu, = Lo)l (V.267)

Si nous remplacons, les expressions de Nu,(I'=0) a partir

des équations V. 257 et V. 258, nous pouvons réécrire les
relations précédentes sous la forme

1
0,332/Re,, Pr?
- 1

Nu, (V.268)
373
()
X
1
0,0296Re %8 pr3
U, = S (V.269)

9 o

(2
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V.19. Nombre de Nusselt pour une plaque soumise a un
flux de chaleur uniforme
Quand la plaque solide est soumise a un flux de chaleur
uniforme, pour un écoulement laminaire, le nombre de
Nusselt local est

1
Nu, =0,453,/Re, Pr? (V.270)

et pour un écoulement turbulent, le nombre de Nusselt local

est donné par la formule
1

Nu, =0,0308Re%¢ Pr3 (V.271)

V. 20. Nombre de Nusselt pour un écoulement autour d'un

cylindre et autour d"une sphere
En pratique, le transfert de chaleur par convection en
présence de tubes fait intervenir des écoulements internes et
externes. La longueur caractéristique qui intervient dans le
calcul du nombre de Reynolds du cylindre ou de la sphere
est le diametre D. Ainsi, le nombre de Reynolds est défini
par la relation

u,D
Rep =—= (V.272)
14

ou U est la vitesse d’approche du fluide sur le cylindre ou

la sphere. Le nombre de Reynolds critique pour un
écoulement autour d"un cylindre ou une sphere est de I’ordre

de 2x10°, clest-a-dire que la couche limite autour du
cylindre ou de la sphére reste laminaire si le nombre de

Reynolds reste inférieur ou égal a 2x10° , et elle devient
turbulente si le nombre de Reynolds est supérieur ou égal
a2x10°.

L’allure de I'écoulement d’un fluide autour d"un cylindre ou
une sphere est tres compliquée. Quand le fluide approche un
cylindre, il I'entoure et forme une couche limite de part et
d’autre, cependant au milieu, les particules fluides s’arrétent
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en point appelé point de stagnation ou la pression augmente
énormément. Au-dela de ce point, la pression diminue dans
la direction d’écoulement et la vitesse par conséquent
augmente.

Sans entrer trop dans les détails de I'écoulement autour d'un
cylindre et une sphére, la complexité de I'écoulement
influence considérablement le transfert de chaleur autour
d’un cylindre ou une sphere. La figure montre les variations
du nombre de Nusselt Nu, en fonction de I’angle polaire &

pour différentes valeurs du nombre de Reynolds pour un
écoulement d’air autour d"un cylindre de diametre D.

800

700F—

600F—
Re = 219,000
s00—

170,000

-t‘lOO1

300

Local Nusselt number, NuD=h[9}D!k

200

100

(o] 40 80 120 160

Angle measured from
- - <
stagnation point, &

Figure V. 15. Variatio du nombre ed Nusselt en fonction de
I’angle polaire 6.
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Figure V. 16. Définition de I'angle polaire 6.

La figure V. 15 montre que pour toutes les valeurs de
Reynolds considérés, les nombres de Nusselt ont de tres
grandes valeurs au point de stagnation (6 =0) et diminuent
avec l'augmentation de 1'angle polaire a cause de
I'épaississement de la couche limite. Pour Reynolds égal a
70800 et 101300, les nombres de Nusselt atteignent des
minimums pour & =80°, qui est le point de séparation de la
couche limite laminaire. Ensuite, le nombre de Nusselt
augmente avec I'angle polaire a cause du brassage du fluide
dans la région de séparation. Pour les nombres de Reynolds
allant de 140000 a 219000, les courbes du nombre de Nusselt
en fonction de l'angle polaire possedent deux minimums.
L’augmentation soudaine du nombre de Nusselt au point
€ =90° est du a la transition de I’écoulement laminaire a
I"écoulement turbulent. La diminution qui s’ensuit du
nombre de Nusselt résulte de 1'épaississement de la couche
limite. Un deuxiéme minimum se passe a 8 =140°, c’est le
point de séparation de la couche limite turbulente. Au-dela
de ce point, le nombre de Nusselt augmente avec 1'angle
polaire a cause du mélange du fluide dans la région de
sillage turbulent.

En pratique, ce qui nous intéresse c’est la valeur moyenne du
nombre de Nusselt, I'une des relations les plus utilisées pour
le cylindre est la relation de Churchill et Bernstein
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(LN

oo | ol

Nup =03+

1
0,62./Re, Pr3
LR F (RG—D] (V.273)

-+ | 282000
2 |4

1+(0,4J3
Pr
Cette relation est valable pour Rep Pr>0,2. Les propriétés
thermophysiques du fluide sont évaluées a la température
du film qui est la température moyenne entre la température
de l’écoulement libre et la température de la surface du
cylindre.

Pour un écoulement autour d’une sphere, le nombre de

Nusselt est donné par la relation dite de Whitaker, dont
I'expression est

1
2 —
= 4
NUp =2+ {0,4,/Re o +0,06Re3 ] Pr°'4(ﬂ—°°J (V.274)
Hp

cette relation valable pour 3,5< Re <80000, 0,7 <Pr<380.
Les propriétés thermophysiques sont évaluées a la
température de I"écoulement libre sauf pour u, qui évaluée
a la température de la surface de la sphere.

Le nombre de Nusselt moyen pour I"écoulement des gaz ou
des liquides autour d"un cylindre peut étre représenté par la

relation générale suivante
1

Nu, = ARe% Pr3 (V.275)

ou la constante A et la puissance a dépendent du nombre
de Reynolds et sont reportées dans le tableau V. 3.
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Rep A o
0,4-40 0,989 0,330
4-40 0,911 0,385
40-4000 0,683 0,466
4000-40000 0,193 0,618
40000-400000 0,027 0,805

Tableau V. 3. Valeurs de la constante A et la puissance «
pour la formule V. 275.

Pour 1'écoulement des gaz autour d'un cylindre de section
non-circulaire, la constante A et la puissance o sont
données dans le tableau ci-dessous.

Géométrie Re b A o

.I D 5x10% —10° 0,102 0,675

5%x10° —10° 0,246 0,588

5x10° -195x10° | 0160 0,638

19,5x10° —10° 0,0385 0,782
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D 5x10% —10° 0,153 0,638

D 4x10% —-15%x10° | 0.228 0,731

25%x10° —15x10° | 0,248 0,612

V. 21. Ecoulement a travers un faisceau de tubes
L’écoulement de fluide autour d'un faisceau de tubes est tres
répandu en pratique surtout ors de l'étude des échangeurs
de chaleur. Les tubes sont généralement arrangés dans la
direction de I'écoulement soit en faisceau en ligne soit ou en
faisceau en quinconce. L’arrangement des tubes est
caractérisé par trois grandeurs qui sont le pas
longitudinal S, , le pas transversal S; et le pas diagonal S .
Le pas diagonal S, est relié aux pas longitudinal S, et le pas
transversal S; par la relation

2
S5 =S+ %T (V.276)

Quand le fluide arrive sur le faisceau de tubes, la surface
d’écoulement passe de la surface A;=S;L a la surface

A; =(S; =D)L, ott L est la longueur des tubes. Dans le
faisceau de tubes, la vitesse d’écoulement U, (vitesse
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maximale) entre les tubes est différente de la vitesse
d’approche du fluide U, et ainsi le nombre de Reynolds sera
défini par rapport a la vitesse U, plutdt que par rapport a la

vitesse U, nous avons alors, pour le nombre de Reynolds, la
définition

u,D

m

(V.277)

N

La vitesse U, est obtenue a partir du principe de

conservation de la masse pour un fluide incompressible. En
effet, pour un faisceau en ligne, nous avons

PUA, = pU, A (V.278)

en utilisant les définitions de A, et A;, nous obtenons alors

PUS;L=pU,.(S; -D)L (V.279)

soit

=U St

R Gy

(V.280)

Pour un faisceau en quinconce, le fluide traverse la surface
A, puis il passe a travers la surface A; et en suite il passe a

travers deux fois la surface Ay quand il entoure les tubes
dans la ligne suivante. Si 2A, > A;, la vitesse U est
toujours atteinte a la surface A; et la relation précédente
reste valable pour la détermination de U,. Si maintenant,
2A, < A;, la vitesse U, est atteinte a travers les surfaces

diagonales Aj. En écrivant la conservation de la masse, dans
ce cas, nous obtenons

PUA, =2pU A, (V.281)
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en injectant I'expression des deux surfaces A, et Ay, nous

obtenons
PUSL=2pU,(S, -D)L (V.282)
soit
U, —U—T (V.283)
" T 2(S,-D) '

Pour les faisceaux de tubes, Zukauskas proposa une
corrélation de la forme

V4
Nup = ARe Pr” (PP_rj (V.284)

o

ou A, a, p et y sont des constantes qui dépendent du
nombre de Reynolds. Cette corrélation est valable pour
0,7<Pr=<500 et pour 0<Rep < 2x10°. Les propriétés
thermophysiques sont évaluées a la température moyenne
du fluide et qui est définie par

T, +T

2

ou T, et T, sont respectivement les températures d’entrée et

T= (V.285)

de sortie du fluide travers le faisceau de tubes. Le nombre de
Prandtl Pr, est calculé a la température de la surface des

tubes T,. Le tableau V. résume les différentes valeurs des
constantes A, a, f et y.
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lignen°1 ligne n°2 lignen°3

Figure V. 17. Faisceau de tubes en ligne.
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Figure V. 18. Faisceau de tubes en quinconce.
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Faisceau Rep A a B 5
0-102 0,9 040 | 036 1
4
10% -10° 0,52 050 [036] 1
4
Ligne
10° —2.10° 0,27 063 | 036 1
4
210° —2.10° 0,033 080 [040] 1
4
0-5.10° 1,04 040 | 036 | 1
4
5.10% —-10° 0,71 050 [036] 1
4
Quinconce
10° -2.10° s, \°% | 060 [ 036 1
0,35 = 4
SL
2.10° -2.10° s, \°2| 080 036 1
0,031 =T 2
L

Tableau V. 5. Valeurs des constantes A , | et 6 pour la
formule V. 284 pour différentes valeurs du nombre de
Reynolds Rep .

Si le nombres de tubes dans le faisceau est inférieur a seize,
nous introduisons un acteur de correction C, et nous
pouvons calculer le nombre de Nusselt dans ce cas a partir
de la formule
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Nup (N <16)=CNu, (V.286)

Le tableau suivant résume les valeurs du facteur de
correction C.

N 1 2 3 4 5 7 10 13

Ligne 0,70 | 0,80 | 0,86 | 0,90 | 0,93 | 0,96 | 0,98 | 0,99

Quinconce | 0,64 | 0,76 | 0,84 | 0,89 | 0,93 | 0,96 | 0,98 | 0,99

Tableau V. 6. Valeurs du facteur de correction C pour
différentes valeurs du nombre de tubes.

V. 22. Convection forcée interne
V. 22.1. Vitesse et température moyennes
Lors de l'étude de la convection externe, la vitesse de
référence utilisée dans le calcul du nombre de Reynolds et du
coefficient de frottement pariétal est la vitesse de
I"écoulement libre. Dans un tube, la situation est différente
car il n'y a pas de vitesse de I'écoulement libre. La vitesse du
fluide dans un tube varie de zéro sur la paroi jusqu’a une
vitesse maximale au centre, par conséquent, la vitesse de

référence sera la vitesse moyenne U définie a partir de la
définition du débit massique.

Considérons un tube de section S dans lequel circule un
fluide de masse volumique p avec une vitesse U(r,z), le

débit massique qui traverse la section du tube est
m=pUS = [ pU(r,2)ds (V.287)
s

d’ou I'expression de la vitesse moyenne
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j pU(r,z)dS
T . (V.288)

Si le fluide et incompressible et si la section du tube est une
section circulaire de rayon R, la vitesse moyenne devient

R
JpU (r,z)2ardr
— 2
Uu=2 ==
paR? R?

U(r,z)rdr (V.289)

o t—T

Comme pour la vitesse, la température du fluide dans tube
varie aussi entre la température de la surface et la
température maximale atteinte au centre du tube. Il est donc
nécessaire de définir la température moyenne du fluide
T.,(z). L’énergie transportée par le fluide a travers la section

S est
E =mC,T, ()= j CpT(r,z)dm (V.290)

m
A partir de la définition du débit, nous avons la relation

dm = pUds (V.291)
En combinant ces deux équations, la relation devient

E =chTm(z)=ijPu (r,2)T(r,2)dS (V.292)

Par conséquent la température moyenne T, (z) est

ijPU(r,z)T(r,z)dS
T(z)=2

V.293
e (V.293)

Si le fluide est incompressible et ayant une capacité
calorifique constante, dans le cas d’'un tube de section
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circulaire de rayon R, la température moyenne T(z), se
calcul aisément a partir de la relation suivante

pCPJFiU(I’,Z)T(r,Z)Zﬂde’ o

= 2
T(z)= 0 — =——|U(r,z)T(r,z)rdr (V.294
() e e Ve 25

V. 22. 2. Ecoulement laminaire et écoulement turbulent
L’écoulement des fluides dans es tubes peut étre laminaire
ou turbulent. Le critere de passage du régime laminaire au
régime turbulent est le nombre de Reynolds défini par
rapport a la vitesse moyenne d’écoulement. Pour un tube de
section circulaire, le nombre de Reynolds est

Rep = vb (V.295)
v
ou D est le diametre de la section du tube et v est la
viscosité cinématique du fluide dans le tube.
Pour les tubes non-circulaire, le calcul du nombre de
Reynolds est défini par rapport au rayon hydraulique D,

defini par la relation
_8

p

ou S est la surface de section du tube et p son périmetre. Le

D, (V.296)

tableau suivant résume quelques exemples de rayons
hydrauliques. Le régime d’écoulement dans un tube est
considéré comme laminaire si le nombre de Reynolds

ubD P ) c.
Re, =—— est inférieur 2300, il est transitoire si le nombre de
1%

Reynolds Rep = ub est compris entre 2300 et 10000 et il est
v
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turbulent dans le cas ot le nombre de Reynolds Rep = vb
14
est supérieur a 10000.
Section Rayon hydraulique

Section circulaire

Section carrée

|

Section rectangulaire

2
4ab[m
D, = _ 2ab

2(a+b) a+b

+—>

aIb

Tableau V. 7. Diametre hydrauliques pour différentes
géomeétries de tubes.
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V. 22, 3. Région d’entrée
Quand un fluide s’écoule a l'intérieur d’un tube, la vitesse du
fluide sur la paroi du tube est nulle a cause du frottement et
augmente vers le centre pour garder un débit constant. Il se
développe alors une couche limite le long de 'axe du tube.
L’épaisseur de cette couche limite augmente le long de l'axe
du tube jusqu” au centre et ainsi rempli tout le tube.

A 4

C
YV

vy!

v

CcC
—_
=

N
N—"

7

Y

& »d
< Ll |

v

régiond' entréehydrodynanique  Fégionhydrodynaniquement
développée

Figure V. 19. Développement du profil de la vitesse dans un
tube.

La région située entre l'entrée du tube et le point ou la
couche limite atteint le centre est appelée la région d’entrée
hydrodynamique et la longueur de cette région est la
longueur d’entée hydrodynamique L. L’écoulement situé

dans la région d’entrée hydrodynamique est dit écoulement
en développement hydrodynamique, c’est dans cette région
que le profil de la vitesse se développe. Au-dela de cette
région, le profil de la vitesse du fluide dans le tube ne change
plus le long de I'axe, dans ce cas, la région est dite la région
hydrodynamiquement développée.

Considérons un fluide a température uniforme entrant dans
un tube a la température Tp(z). Les particules fluides au
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contact de la paroi, auront la température T(z), cela initie la

convection et le développement d'une couche limite
thermique. Cette couche limite thermique se développe le
long de I'axe du tube et atteint son centre. La région ou la
couche limite se développe est appelée région d’entrée
thermique et la longueur de cette région est dite longueur

d’entrée thermique L, . L’écoulement dans la région ou la

couche limite se développe est dit écoulement en
développement thermique. La région apres la région
d’entrée thermique ou le profil de la température

To(2)-T(r,2) . . .
———~——=-— reste constant région thermique completement
To(2)-T(2)

développée. La région dans la quelle l'écoulement est
hydrodynamiquement et thermiquement développée est

appelé, écoulement completement.

To(2)
N\ \ —
S r I T(r)
T —1----- --;Zf:—:-}ﬁ—‘;:—:—:—: —_ . Z-
e — T2

P »d
<« Ll |

régiond’ entréethermique regionthermiquenent
développée

v

Figure V. 20. Développement du profil de la température
dans un tube.

Mathématiquement, le fait que le profil de la vitesse est
hydrodynamiquement développé (écoulement établi) se
traduit par la relation suivante
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urz)_, (V.297)
0z
Se qui revient a dire que
u(r,z)=U(r) (V.298)

sachant que le coefficient de frottement pariétal est
proportionnel a la pente de la vitesse calculée sur la paroi du
tube, et comme le profil de la vitesse est indépendant de la
direction z, le coefficient de frottement pariétal lui aussi sera
constant le long de cette direction.

Le fait que le profil de la température est thermiquement
développé, s’exprime mathématiquement par la relation

2(Te)-T(02))
R R

Dans la région thermiquement développé, le rapport
To(2)-T(r,2)

Te(2)-T(2)
dérivée de ce rapport par rapport r sera indépendant de la

direction 1z, cela s’exprime mathématiquement par la
relation

E{L(”)) _ ?L_(MLR £ F(z) (V.300)

ol T,-T To-T\ or

est indépendant de la direction z, ainsi la

La quantité de chaleur échangée entre le fluide et la paroi du
tube, conformément a la loi de Newton, est

q=h, (T -T)= —/{%ﬁr)j ) (V.301)

ainsi, le coefficient d’échange convectif h, s’écrit
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h, =— - V.302
S

coefficient qui sera constant et indépendant de la direction z .

V. 22. 4. Longueurs d’entrée
Pour un écoulement laminaire dans un tube, les longueurs
d’entrée hydrodynamique L, et thermique L, sont données

par les relations

Loy )

(L[Z'am' =0,05Re,, (V.303)
L)
(et—[))'am' =0,05Re Pr (V.304)

Pour un écoulement turbulent dans un tube, la longueur
d’entrée hydrodynamique L, est définie par la relation
1

(Lep o =1359Re, (V.305)

Généralement, dans un écoulement turbulent, les longueurs
d’entrée hydrodynamique L., et thermique L, sont limitées

dans une région égale a 10D, ainsi, nous pouvons écrire

(Leh turb (Let )turb =10D (V306)

V. 23. Analyse thermique pour 1’écoulement dans un tube
Considérons un fluide de capacité calorifique C, qui
s’écoule dans un tube avec débit massique m.

Si le fluide entre a la température T, et sort a la température
T,, la quantité de chaleur échangée entre le fluide et
I’'environnement sera chaleur Q est

Q=mC,(T,-T.) (V.307)
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B L |, T4dT

I

a.

Figure V. 21. Volume de contole dans tube.

Conformément a la loi de Newton, le flux de chaleur échangé
entre le fluide et la paroi du tube est

a, =h,(To =T) (V.308)

La température moyenne T, du fluide croit linéairement
dans la direction de I'écoulement. Par conséquent, quand le
coefficient d’échange convectif h, est constant, le flux de
chaleur g, doit changer quand la température de la paroi Tp
change et de méme la température de la paroi T, change
quand le flux de chaleur g, change.

V. 23. 1. Flux de chaleur pariétal constant
Considérons le cas ot un fluide s’écoule a travers un tube
dont la paroi est soumise a un flux de chaleur pariétal q,
constant.

A partir du principe de la conservation de l'énergie, nous
pouvons écrire
0,5, =mCp(T, -T,) (V.309)

ou S, estla surface latérale du tube.

Cette relation nous permet de calculer la température de
sortie du fluide, soit
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T, =T, + 350 (V.310)

ot

a,

Figure V. 22. Tube soumis a un flux de chaleur pariétal.

Il est important de noter que la température de sortie croit
linéairement dans la direction de l’écoulement puisque la
surface latérale croit aussi dans cette méme direction.
Calculons a présent la température de la paroi du tube T,
quand le flux de haleur pariétal est constant a partir de la
relation

o]

Tp =T +-2 (V.311)

z

|

Considérons un volume de controle de longueur dz et
écrivons le bilan énergétique en régime permanent, ce bilan
est tout simplement le suivant

mC,dT = q,Pdz (V.312)

ol P est le périmetre du tube. Si la capacité calorifique et le
débit sont constants, nous pouvons écrire alors la relation

dT _ q,P

: (V.313)
dz mCp

-85-



Transfert de chaleur II

Et comme le flux de chaleur pariétal est constant, nous
déduisons que la dérivée de la température moyenne du
fluide dans la direction de I'écoulement est constante, soit

ar _ const (V.314)
dz

Sachant que le flux de chaleur et le coefficient d’échange
convectif sont constants, nous avons a partir de la relation,
que la dérivée de la température de la paroi dans la direction
de I’écoulement est aussi constante, et cela nous conduit a la
relation

e _d7 (v.315)

dz dz
Sachant que le profil adimensionnel de la température dans
la région thermiquement développée est constant dans la

direction z, nous avons alors la relation

I1Te=T |y (V.316)
0z\Tp -T

Mais comme T, —T est constant, nous pouvons réécrire la
relation précédente sous la forme

l_ 2(TP ~-T)=0 (V.317)
soit
e T _y (V.318)
oz oz

En combinant les relations V. 313 et V. 315, nous pouvons
écrire que

4T _dT,

dT _ q,P
dz dz dz mC;

(V.319)
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Ainsi, pour un écoulement établi dans un tube soumis a un
flux de chaleur pariétal constant, la variation de la
température dans la direction z est constante et par
conséquent le profil de la température du fluide ne change
pas dans cette direction.

A NP W

o
—

Figure V. 23. Variations de la température T, et T le long du
tube soumis a un flux de chaleur pariétal.

V. 23. 2. Tube isotherme
Considérons 1'écoulement d’un fluide dans un tube dont la
paroi est maintenue constante. La quantité de chaleur
échangée par le fluide est

Q=hs, (Tp —f) (V.320)

ou h est le coefficient d’échange convectif moyen, S, est la

surface latérale du tube et (TP —T) est une température

moyenne entre le fluide et la surface du tube. Essayons
d’exprimer la moyenne de la différence de température

(TF> —T) quon notera par AT. Si le fluide entre a la
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température T, et sort a la température T,, nous pouvons

écrire que

AT = > (V.321)
En réarrangeant cette expression nous trouvons
— T +T _
AT =Tp—-¢ 10 =T, T (V.322)

ott T est la température moyenne du fluide entre 'entrée et
la sortie du tube.
Si nous considérons un fluide qui s’écoule dans un tube
isotherme a la température T,, nous pouvons écrire le bilan
énergétique suivant

MCodT = h(T, —T Jis, (V.323)

Comme la température Ty est constante, et sachant que

dS, =Pdz ou T, est le périmetre du tube, la relation V. 323
devient

—mCpd(Ty —T)=hP(T, —T kiz (V.324)
En séparant les variables, nous obtenons
aft, -7)__ L (V.325)
(r.-T)  mCs
En intégrant, nous avons
To = L
jd(TP _T):_j AL (V.326)

Te (TP _T) omcF’

Soit

inle~To_ NPL__ 1S, (V.327)
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Relation a partir de la quelle nous pouvons calculer la
température de sortie du fluide qui est
hSL

T, =To (T, —T,)e ™ (V.328)

o]

Si nous tirons le terme MC, de la relation, nous obtenons

mC, = _ S (V.329)
To T,
In——*>
TP _Te
En utilisant la relation
Q=mC,(T, -T.) (V.330)
Et en y substituant la valeur de mC;, nous avons
Q:_hSL(TO _Te): hSL(Te _TO) (V331)
nip~To  pTp=To
TP _Te TP _Te

Cette relation peut étre écrite différemment sous la forme
Q=hS AT (V.332)

ot AT est la différence logarithmique moyenne donnée par

la formule
AT = (T =To) (V.333)
TS _To
In
TS _Te
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T 4 E
T |
A |
AT, 1
AT, //// i i
T, v i
0 L |

Figure V. 24. Variations de la température T le long du tube
isotherme a la température T;.

V. 24. Ecoulement laminaire dans un tube
Considérons I"écoulement d"un fluide dans une conduite de
section circulaire de rayon R. Puisqu’on est dans la région
hydrodynamiquement développée, la vitesse du fluide est
paralléle a I'axe du tube et il n'y pas de mouvement du fluide
dans la direction radiale. Si nous plagons I'axe Oz le long de
I'axe central de la conduite et en utilisant les coordonnées
cylindriques, l'équation de continuité et I'équation de
Navier-Stokes, dans ce cas, sont

ECLVE N (LR (V.334)
p 0z ror or

Ou bien

12(,20) 10P

— = (V.335)
ror or U oz

La condition aux limites pour cet écoulement est définie par
U,=0r=R (V.336)

La solution de I’équation différentielle est
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U,(r)= i(@}ﬂ +C,Inr+C, (V.337)
4ul\ oz
P P—dP
.. iy 0 N
| | z
5 U,
z z+dz

Figure V. 25. Ecoulement laminaire dans un tube.

Mais remarquons qu’a l'origine des coordonnées, la vitesse
est indéfinie et par conséquent, la constante C, doit étre prise

égale a zéro, la constante C, se calcule a partir de la
condition aux limites et on trouve ainsi

u,(r)= %(— %)(1— (%TJ (V.338)

Le débit massique du fluide qui traverse le tube est

m = P_[Uz (rds= pIU ,(r)2zrdr (V.339)
S 0
. pmRY( P
=20 ( az) (V.340)

Ce débit massique est lié a la vitesse moyenne d’écoulement
du fluide par la relation

m=pU,7R? (V.341)
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Soit

2

= R—(— @j (V.342)
8u\ oz

La vitesse maximale est atteinte au milieu de la conduite

(r=0)

R?( oP
U, =—1/—— V.343
-] (V349

2,0

1,6 +

1,2 +
() ]
U z 0,81

0,4 +

0.0 —_—

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

0=

U,(r)

Figure V. 26. Profil de la vitesse o

z

Le profil de la vitesse peut étre exprimé en fonction de la
vitesse moyenne sous la forme

U,(r)=20, (1— (éﬂ (V.344)
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En comparant les relations, nous remarquons que

Uy =2U, (V.345)
La contrainte de cisaillement pariétale est
T, = u(éu—Z(r)j (V.346)
or J._r
au,(r) . . .
Calculons le terme poanl partir de la relation, en effet on
a
CHUNPyy (A IO (V.347)
r
. = . . au,(r)
En substituant la valeur de R ‘rivée de la vitesse pe

prise pour r =R, nous obtenons I'expression de la contrainte

de cisaillement pariétale
4 ,uU_
T p == TZ (V348)

Au sein du fluide la contrainte de cisaillement est

o(r)=u GUaZr(r) _ 4‘:'2’ zy (V.349)

En combinant les relations, nous trouvons la distribution de
la contrainte de cisaillement au sein du fluide, cette
distribution est

o) _r (V.350)

(V.351)
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En y substituant I'expression de la contrainte de cisaillement
pariétale, nous avons

4uU,
Cp=—R_ - B4 _ 10u (V.352)
plU,f YR pU,D
2
. . . pU_ZD
Si nous introduisons le nombre de Reynolds Rep = ,le
7
coefficient de frottement pariétal s’écrit alors
=0 (V.353)

V. 24. 1. Chute de pression pour un écoulement laminaire
dans un tube
Calculons la chute de pression sur une longueur L pour
I’écoulement laminaire dans le tube. Comme le gradient de

. oP o
pression — est constant, nous pouvons écrire alors

oz L L L

(V.354)

En utilisant la relation, la chute de pression AP s’écrit en
fonction de la vitesse moyenne sous la forme

L 2 2
U :R_(_G_PJZR_A_P (v.355)
8u\ oz 8u L
soit
32ul —

Introduisons un coefficient adimensionnel [~ appelé
coefficient de Darcy-Weisbach ou coefficient de pertes de
charge, défini par
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r-— 4% _ (V.357)

o0, &

En comparant les équations V. 352 et V. 357, nous
remarquons que

co-— 2 T (V.358)

V.S

D 2

Si nous remplacons le coefficient de frottement par son

expression dans l'équation V. 353, nous trouvons que le

coefficient de Darcy-Weisbach est
64

= V.359
o (V.359)

Cette formule est valable pour un écoulement laminaire et
donc pour Rep <2300.

V. 25. Distribution de la température et détermination du
nombre de Nusselt
L’équation de la chaleur en coordonnées cylindriques est

. + +U,—=a4a
or r 06 0z

oT U, aT oT 1 a( 8T) 10%T %
——+U = — tS st
r’ 00* oz

T lr= V.360
rorl or Zj( )

Nous avons déja vu que la seule composante non-nulle de la

vitesse est la composante U,(U,=0,U,=0). Pour des

raisons de symétrie, la température ne varie en fonction de

o°T . :

I'angle 6 (E: ), de plus nous négligeons la conduction
2

de la chaleur dans la direction z (8_2 =0). Apres ces
z

considérations, I'équation de la chaleur dans ce cas, se réduit

a
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uzﬁzﬁﬁﬂrﬂj (V.361)
0z ror\ or

V. 25.1. Tube soumis a un flux de chaleur pariétal
uniforme
Pour un écoulement établi dans un tube soumis a un flux de
chaleur pariétal constant, la variation de la température dans
la direction z est constante et par conséquent le profil de la
température du fluide ne change pas dans cette direction.
Ce fait est traduit par la relation suivante

dr dTg dT, q,P

(V.362)

dz  dz dz  mCp

Le débit massique m est li¢ a la vitesse moyenne U, par la
relation
m=pU,S = pz R?U, (V.363)

en substituant cette relation dans 1'équation V. 362, nous
arrivons a
dT _ dTg dT,  @,22R 2q,

dz  dz dz prR?U,C,, - pU,CoR

(V.364)

. . . dT .
introduisons les expressions de ’m et de la vitesse
z

U, (r)dans I'équation de la chaleur, et on obtient

2
U, 1—(1) ﬁzﬂﬁ(rﬁ} (V.365)
R) JpU,CoR ror{ or

équation qui apres certaines simplifications devient
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2
44, 1_(Lj _ li(r ﬂj (V.366)
AR R ror{ or
Ecrivons cette équation différemment avant de I'intégrer, en
effet, nous avons

g(r %} _ %[é _ (%n (V.367)

Une premiére intégration nous donne

2 4
r aa—T - 4%(2? - :?j +C, (V.368)
r
Soit
ar 4q,(r r? C,
L 1 L B I} V.369
or /I(ZR 4R3j+r ( )

Intégrant encore une autre fois et nous obtenons I'expression
de la distribution de la température sous la forme

r2 r.4
(— ——J +C,Inr+C, (V.370)

4q
T(r)=12
(r) 4R 16R®

A

Comme la température doit rester finie au centre du tube, la
constante C;doit étre nulle. La constante C, est calculée a
partir de la condition aux limites suivante

r=RT=T,(2) (V.371)
Ainsi, on a
4q,(r®  rt
To(z)=—%] —— +C V.372
o)A Lot ] e wam

D’otu la valeur de la constante C,
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C, =Tp(2)- SZ—ZR (V.373)

En substituant cette valeur de C, dans la relation, nous
avons pour la distribution de la température

T()-To(2)= 22" [(EJ ro) ‘ﬂ e

Calculons a présent la température moyenne T(z) du fluide a

partir de la relation

T(z)= 2

T U, (r)T(r,z)rdr (V.375)

e Y

0

Avant d’effectuer lintégrale, calculons la fonction
U, (rJT(r,z), en effet on

U, (T (r,2)= 2@{1-(%}7{%[(%)2 _%@4 _ﬂnp (z)]

(V.376)

oorea- S A

Soit

(V.377)
Et l'intégrale V. 376 s’écrit
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(V.378)

En effectuant les calculs, nous trouvons

T(z)=4&R{7 > +i—§}+ 1 RZT,,(z) (V.379)

JR |16 24 32 8] R? 4

soit

- 11 q,R

T(z):—ﬁqz +T5(2) (V.380)
D’ou

— . 119,R
T.(2)-T(z)= 22222 V.381
p(2)-T(2) 4 1 (V.381)

A partir de la loi de Newton, nous avons

9, =, (T (2)-T(2)) (V.382)
C'est-a-dire que
_p 114.R
q, =h, & (V.383)

D’ot1 le nombre de Nusselt
Nu, =MD _ 48 _ 4 363 (V.384)
A 11
Ainsi, le nombre de Nusselt pour un tube soumis a un flux

de chaleur pariétal uniforme est constant le long du tube.

V. 25. 2. Tube isotherme
Reprenons 1'équation de la chaleur en coordonnées
cylindriques
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or A o0( ot
U, —=——|r— V.385
FCe ' oz rar[ arJ ( )
Pour résoudre cette équation introduisons les variables
adimensionnelles suivantes

T-T r 7 U, (n)
o(r) = Y I() t V386
(r) T, =% < R () U ( )

ou T, est la température au centre du tube.

Si nous transformons les dérivées en fonction des nouvelles
variables, nous obtenons les égalités suivantes

or _oTos_1oT

= (V.387)
oz 0f 0z ROE

or _oTong_101 (V.388)
or onor Ron

En substituant ces relations dans 1'équation de la chaleur,

nous trouvons

oy T _ 4 a[ GTJ (V.389)

R toe Rigon”on
De méme remplacons le profil de la vitesse U, (77) en fonction

du profil de la vitesse adimensionnelle W(7), il vient alors

PCPUZW(U)Q — i i nﬂ (V390)
R 0& Rfpon on
En simplifiant, nous arrivons a I'équation suivante
PRy () L= 2 T (V.391)
A o5 mon\ on
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U,R
Travaillons le terme constant % , en effet, nous avons
pCPU_ZR:pCPU_ZR:u:pCPU_ZD:u:ReD Pr (V392)
A At 21 2
Ainsi, ’équation de la chaleur s’écrit
Ren Pr or 1 0 oT
— W ()= - (V.393)
2 o, non\ oOn

La température adimensionnelle 6()est définie par

'expression
T (77 N ) -Tp
0(n)= T, (V.394)
Dans ce cas, nous avons
GLEPYRYGIN(9)
6§ = 0(77) 86 (V.395)
T _r (2)_1.1200)
T = (rofe)-Te) X (V.39
T re)-1,)22) v397)
" on

Introduisons ces relations dans 1'équation de la chaleur et
nous obtenons

2 Yy n on\" on

Equation que nous pouvons réécrire sous la forme

Rep P, (77)9(77\8T0(§) _ (T (e‘)—Tp)i(U %(")J (V.398)
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10 [ 59(77)]
Rep Pr aTo(&) non\’ oy

To(£)-Tp 0 W (17)0(1)
2

(V.399)

Cette équation est une équation a variables séparables, qui

s’écrit en introduisant la constante —a?, comme

15[,709(77))

Rep Pr aTy(¢) non" on 2

Q)T e wopn) ¢ VY
2

Ainsi, nous arrivons a deux équations différentielles
ordinaires indépendantes

oTo(£)
o a
To(6)-To  RepPr (V.401)
10(,00)), B
nan[" on j* 5 W()o(n) =0 (V.402)

Comme la température T, de la paroi du tube est constante,
I"équation différentielle peut étre écrite comme

d(TO(g)_TP) _ a2 dé: (V403)

T,(&)-Tp Re, Pr

Et dont la solution est

a2

- 4
T,(£)-T, =C,e D™ (V.404)

Si nous substituant le profil de la vitesse adimensionnelle

wir)=2h ) 409
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dans I'équation différentielle, nous trouvons
10 ae(n)j ol 2
——|\n——|ta"ll-n (77):0
n 877( on ( )9

soit

0%0n)  10600) o2l o) =0

on® n on

Avec les conditions aux limites suivantes
r=0,T=T,

n=0,60=1
n=1,60=0

(V.406)

(V.407)

V.408
V.409

(V.408)
(V.409)
(V.410)
(V.411)

V.411

Cherchons la température adimensionnelle 6() sous la

forme d’une série infinie en fonction de la variable 7.

Ecrivons alors cette série sous la forme condensée suivante

0(7)= Z:‘,Anmm
m=0

Explicitement, la série s’écrit comme

0(n)= A + A+ A + A’ + A* + ..+ A"

Dont la dérivée premiere et la dérivée seconde sont

(V.412)

(V.413)

9000) _ p 1 243807 4 AR+t (MAD)A ™ V.414)

dn

d?6(n7)
d772

=2A, +6A +12An°% ...+ (M+1) m+2)A,.,n" (V.415)
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En substituant les relations dans 1'équation différentielle ci-
dessous, appelée équation d’Euler-Cauchy

329(2;7)+ 1 60(n)+az(1_,72),9(,7): 0 (V.416)

on n on

Nous trouvons I'équation algébrique suivante

2A, +6An +12A,n% + ..+ (M+1 M+ 2)A,.,n"

+ﬁ+ 2A, +3A +4A % + ..+ (M+ DA, 7™
n

ra(l-n? ) Ao + An+ A? + Agr® + A+ A )=0

(V.417)

En égalisant les termes en 7 de méme puissance, il vient
alors

A =0 (V.418)

4A, +a’A, =0 (V.419)

9A, +a’A =0 (V.420)

25A +a’ Ay = a® A, (V.421)

[(m+2) m+1)+(m+2)A,., +a’A, =a®A,, (V.422)

Remarquons que tous les coefficients d’indice impairs sont
nuls (A =A;=A;=...=0).

En posant quem =2n, I"équation devient
[2n+2)2n+1)+(2n +2)|Ay,., + d* Ay =’ A, ,  (V.423)
soit
(2n+2)* A, + @Ay = Ay, (V.424)

D’ou la relation
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A2n+2 ( ( 2n-2 A2n) (V'425)

Par conséquent la solution 6’( ) peut étre écrite sous la forme
()= Aouit™ (V.426)

ol les coefficients A,, sont donnés par 1'équation

0!2

(enf

Remarquons que la solution ne renferme que les puissances
paires de la variable 7, soit

()= Ao + Am® + Ap* + A + .+ Agp™ (V.428)

A partir des conditions aux limites pour la température

Aoy = (Apns—Pynp) , N22  (V.427)

adimensionnelle 6’(77)
n=0,0=1 (V.429)
n=1,60=0 (V.430)
nous arrivons aux relations suivantes pour les coefficients

A,,, a savoir

A =1 (V.431)
A+A+A +A+...+ A, =0 (V.432)
A partir de la relation, il nous est possible de calculer les

différents coefficients et nous trouvons ainsi A,, A, et Ag

2
A, = —“T A, (V.433)
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2
Ag= (=) (V.434)

0(2
A =55 (A - A) (V.435)

Remarquons que le coefficient A, est fonction du coefficient
A,, si nous exprimons aussi les coefficients A, et A; en

fonction du coefficient A,, nous trouvons alors que

(ZZ a2
Ay =—|1+— V.436
=1 Ay (V.436)

A = g_;(_%_%;(l+ %ZJJAO (V.437)

Substituant ces coefficients dans la relation, il vient

2 2 2 2 2 2 2
o o a o’ a® o a
_ I+ A+ - |1+ = +...=0
% 4AO 16( 4}% 36( 4 16( 4BAO

(V.438)
réarrangeant cette égalité sous la forme

2 2 2

a? a a a?(5a®> o
Ag— A+ —| 1+ —— |Ay— | =+ = |Ay +...=0 (V439
4 16 4 36( 16 64 ( )

ou bien

2 2 2 2 2 4
Agl1-E+ L |14+4 |- e 2y |20 (v.a40)
4 16 4 36( 16 64
soit

a’ a_2 a* 5a* 5a6+
4 16 64 576 2304

Ao[l__"‘ =0 (V.441)
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En se contentant du quatrieme ordre pour le coefficient o,
nous obtenons alors I"équation
2 2 4 4
5
Afl-Z+E 222 19 (V.442)
4 16 64 576
Sachant que A, =1, et en réduisant cette équation au méme

dénominateur commun, nous aboutissant a la relation

4a* ~108a% +576

0 (V.443)
576
Ou bien
4a* —108a® +576=0 (V.444)
D’ou
a' —27a% +144=0 (V.445)

La solution de cette équation algébrique du quatrieme ordre
en o est
a =2,704364 (V.446)

Reprenons I'équation de la chaleur
—mpuzﬁﬂzii[rﬁ (V.447)
R o ror\ or

Intégrant les eux membres de cette équation entre r=0 et
r =R, sur une surface rdr

R R
J‘PCPUz‘gairdr: &E(rgjrdr (V.448)
d R o0& o " or\_ or

Commengons par l'intégrale du membre gauche de
I'équation. Comme la conductivité thermique est constante,
I'intégrale s’effectue aisément et donne
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T%;( }d _4 r[r—jd _/1[ ZILO (V.450)

0

En explicitant un peu l'intégrale, il vient alors

[ GTT_R [ 6T} [ 6T} { 6T} (aTj
r—| =|{r—| -—-|r—| =|r—| =R —
or o or J,_gr or 1o or J,_gr or )._r

(V.451)
L’équation s’écrit dans ce cas comme
j S PU 90 qr— 1R L (V.452)
o0& or

Introduisons la température adimensionnelle 49(77) définie
par l'expression

o(r)=1—1¢ (V.453)
To—Tp
d’ou
R
| PCeY, [ T=Te J o rgr = /IR(aT j (V.454)
ou bien
aT,
- Ty
| PCeV: 05 (1, )rdr= m(mj (V.455)
R T,-Tp or ) _q

Remarquons que le terme (@ :l(ﬂj est le flux de
r=R

chaleur sur la paroi du tube, et faisons quelques petites
transformations pour faire apparaitre le nombre de Prandtl
et de Reynolds, en effet, apreés cela, I'équation s’écrit
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Ty
— 2R u OF

IPCP 2RZZTO—TP

soit

U, 2R? To-Tp
A partir de I"équation

aTy (&)
o¢ _ a’
T,()-Tp  RepPr

L’équation V. 457 s’écrit

—Z(T —T, )rdr=Rgp

ji da® U
. 2R*U,

Et en réarrangeant, nous arrivons a

UL (T T )rdr
I z P qu
0

2

En séparant I'intégrale, on a

_ﬂa
2 R2

R
I/IUZPrReD % (T -7, )rdr =Rqp
0

(T -To)rdr=Rq, (V.456)

(V.457)

(V.458)

(V.459)

(V.460)

R
-
— |U,Trdr—- —2—|U,rdr|=R V.461
J‘ RZUZ'([ qP ( )

En divisant par le nombre deux, nous faisons apparaitre les
définitions de la vitesse moyenne et de la température

moyenne
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_/105
4 | R%U

2T, |

—_— P —
_ju Trdr R2U_Zluzrolr Rop  (V.462)
Ainsi, nous aboutissons a l’égalité suivante

A )R, (V.463)

Le flux de chaleur sur la paroi du tube est

da’® =
-4 (TP _T)— ha” (o =T)=h(T, -T)  (V.464)
qP - E - 2D P = p .
2
Et par conséquent le nombre de Nusselt est
hD «?
Nup =—=— V.465
o= =2 (V.465)

En replacant la constante o par sa valeur numérique, nous
obtenons la valeur du nombre de Nusselt pour un tube
isotherme, a savoir

2
Nup == w = 3,656 (V.466)

V. 26. Ecoulement turbulent dans un tube

Pour un écoulement turbulent dans un tube (Rey >10), les
corrélations sont le plus souvent déduites d’études
expérimentales car leurs dérivations théoriques sont tres
quasiment impossibles a cause de la complexité de la
turbulence. Pour les écoulements turbulents dans des tubes
lisses, le coefficient de Darcy-Weisbach 7~ est donné par la
formule

1
(0,790INRe,—1,64)*

10* <Rep <10°  (V.467)
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Le nombre de Nusselt dans ce cas est donné par la relation

dite de Chilton-Colburn
1

Nug = 0,125 Re, Pr3 (V.468)
Pour un écoulement turbulent établi dans un tube lisse, le

coefficient de Darcy-Weisbach 7~ est donné par la relation

o 0,184

(V.469)

[wlSaRR

Re

En substituant 'expression de 7/° dans 1'équation V. 468,
nous obtenons une autre formule pour le nombre de Nusselt,
a savoir
1
Nup =0,023Re3® Pr3, Rep ~10*, 0,7 <Pr<160 (V.470)

Cette relation est appelée relation de Colburn. Une autre
version de cette équation est

Nup =0,023Re%° Pr, «

0,4 chauffage
(V.471)

0,3 refroidisgment

Cette équation modifiée est dite relation de Dittus-Boelter.
Les propriétés thermophysiques sont évaluées a la

) = T +T, .
température moyenne T = - Il existe une autre formule

plus précise dite relation de Petukhov, c’est

r
— |Rep Pr
(8) P 10* <Rep <5.10°

s L '{O,SSPrsZOOO
1,07+12,7(8J Pra-1

Pour des faibles nombres de Reynolds, la formule V. 472
s’écrit

(V.472)
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rj(
( Re,—1000)Pr . 6
Nug = 18 {3.10 <Rep <5.10° o0

Mo L )" |05<Pr<2000
1+12,7(8j Pr3-1

Pour les métaux liquides, le nombre de Nusselt pour un tube
isotherme est donné par la relation

: {104 <Rep <10°

Nug =4,8+0,0156Re® Pr3, (V.474)
0,004 < Pr<0,01

Pour un tube soumis a un flux de chaleur, le nombre de
Nusselt est donné par la relation

- {104 <Re, <10°

Nup =6,3+0,0167Re%® Pr3, (V.475)
0,004 < Pr<0,01

Dans les deux cas, le nombre de Prandtl est évalué a la
température de la paroi du tube T;.
Pour un tube rugueux, le coefficient de Darcy-Weisbach

I est donné par la relation

&
1 D . 251
—=-2,0log 2 +—= V.476
JT 937 Rey T (v470)

ou est la rugosité relative de la paroi interne du tube.

£
D
Cette relation s’appelle relation de Colebrooke.

V. 27. Convection libre (naturelle)
Dans la convection libre le mouvement du fluide est dti aux
effets de la flottaison est liée au gradient de la masse
volumique et le mouvement du fluide est induit par une
force proportionnelle a la masse volumique. Généralement,
la force motrice dérive du potentiel de la gravitation. Dans ce
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chapitre nous étudions la convection dans le cas ou le
gradient de la masse volumique est causé par la différence de
température et la force motrice est due a la gravitation.

V. 27.1. Equations de la convection libre
Considérons une couche limite laminaire causée par 'effet de
flottaison. si le fluide est incompressible et si 1’écoulement est
bidimensionnel et que les propriétés thermophysiques sont
constante, les équations de la couche limite dans ce cas

s’écrivent
Y, Ny (V.477)
ox oy
2
gy _ g 1R, 0V (V.478)
OX oy pox oy
2
TRV (V.479)
OX oy oyl
X A :
U(xy)

N
v

Figure V. 27. Couche limite pour la convection libre le long
d’une plaque plane verticale.
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Puisque la pression P ne dépend pas de la variable y et loin
de la plaque le fluide est stagnant (U =V =0), nous pouvons
écrire que

oP _

- V.480
o~ PO ( )

En substituant cette relation dans 1’équation du mouvement,
nous obtenons

2
v M g Py, TY (V.481)
ox oy P oy’
Soit
2
oM Ny Lemp ), OV (V.482)
x oy p oy

Comme la masse volumique du fluide p est fonction de la
température, il est légitime d’écrire un développement limité
autour de la température T,

2
p(T)=p(T,)+T =T )Z’T’ (T—Tw)Z;_—’Z+... (V.483)

Si nous nous limitons au premier ordre, nous obtenons

pT)= p(T.)+(T-T,)2 (V484

Introduisons le coefficient d’expansion thermique £ défini
par la relation

B= —L—) (V.485)

p(T) 0

La relation devient

p(T)= p(T,,)-po(TNT -T.,) (V.486)
Si nous notons par p,, = ,o(TOO ), alors I'équation s"écrit

Po=P o B(T-T,) (V.487)
Yo
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Cette simplification est appelée approximation de
Boussinesq. Apres cette manipulation les équations de la
couche limite laminaire pour la convection libre s’écrivent

alors sous la forme
U, v _

KNy (V.488)
ox oy
ou . oU o°U
U &'FVE: gﬂ(T —TOO)+V? (V489)

2
Uy _ 0T

Vo i (V.490)

V. 27. 2. Adimensionnalisation
Si nous considérons le changement de variables suivant

. X .Y

R=2 y=2 V.491

CY=1 ( )

g2 vV p_T-Te (V.492)
Uoo Uoo TP_Too

Nous obtenons les équations de la couche limite laminaire
sous leurs formes adimensionnelles

M _ N, (V.493)
ox oy
__ J— _ . 27
g,y 9T )Ly 10U (V.494)
& oy Uz Re, of°
A A 2
g a1 o7 (V.495)
& &) Re_Proy?
9T T, )L

Le terme peut étre transformé comme suit

2

o0
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gﬁ(TP _Too )L — gﬁ(TP _Too )L3 V2 — Gr
u? v? U222 Re?

0

(V.496)

ou Gr est un nouveau nombre adimensionnel appelé
nombre de Grashof, défini par I'équation

or= 980T (V.497)

2
14

Le nombre de Grashof est le rapport entre les forces de
flottaison et les forces d’inertie. Ainsi, les équations de la
couche limite deviennent

M NV _g (V.498)
ox oy
L -
UGS 10T
oX oy Rey Re_ oy
. .
G gt _ 1 o (V.500)

+ =
o8 &y Re Prgy?

. Gr
Regardons de pres l'influence du terme Re? sur le transfert
&L

. Gr .
de chaleur. Si R_2 ~1, nous sommes en présence des deux
e
L

types de convection, la convection forcée et la convection

libre, c’est ce que nous appelons la convection mixte. Si

Gr , ) , . . .
— =<1, c'est la convection forcée qui domine et finalement

2
Rel
. Gr , .. . , ,
si —- -1, c’est la convection libre qui est prépondérante.
Rep
Comme nous l'avons fait en convection forcée, nous pouvons
déduire certaines relations fonctionnelles concernant les

profils adimensionnels des vitesses et de la température. Ces
relations fonctionnelles sont
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U =F,(%,§,Re ,Gr) (V.501)
V =F,(% 9,Re ,Gr) (V.502)
T =F, (% y,Re,Gr,Pr) (V.503)

V. 27. 3. Convection libre sur une surface plane verticale et
isotherme

Pour une surface plane verticale et isotherme, les équations

de la couche limite laminaire sont

NV, Ny (V.504)
ox oy
2
Vv _gp —Tw)+v—alj (V.505)
x oy oy
2
TECLRRVICLINNCh (V.506)
x 'y ey
Avec les conditions aux limites
y=0,U=0,V=0,T=T; (V.507)
y=0,U=0,V=0,T=T, (V.508)
Introduisons la variable adimensionnelle suivante
4
y( Gry
== = V.509
p=) [ ! j (V.509)

gﬂ(TP _Too )X3 .

2
v

ou Gr, =

Introduisons aussi une certaine fonction f(r) telle que la
fonction du courant W¥(x, y) s'écrit

w(x, y)=4v[6m f(n) (V.510)
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Sachant que

U= 2F) Ly o¥y) (V.511)

oy OX

Nous pouvons calculer la composante U de la vitesse, en
effet nous avons

U- O¥(x,y) _ o¥(x,y)on (V.512)
oy on oy

En utilisant la relation, nous trouvons
1

U= Z—XVGrX2 f(n) (V.513)

En calculant aussi la composante V de la méme fagon et en
introduisant la température adimensionnelle 6(7) telle que

T-T
0n)=——2=
() T

(oo}

(V.514)

Les équations deviennent
t7()+3% () "(7)-2(f (7)) +0()=0  (V.515)

0"(r7)+3Pr f(r)0'(7)=0 (V.516)

Avec les conditions aux limites
n=0, f=1=0,0=1 (V.517)
n=w, f'=0,6=0 (V.518)

Le nombre de Nusselt local Nu, est calculé a partir de la loi
de Newton, a savoir

( Op jx

Tp T

Nu, = X LT T (V.519)
A A

Le flux de chaleur pariétal g, en vertu de la loi de Fourier

est
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oT

Op = — (a_T)yo (V.520)

: . o . .
Le gradient de température rr écrit en fonction de la
variable 7 et de la température adimensionnelle 6(17) comme

A q (Cr)e[20t)
Up = X(TP Too)( 7 J ( o LO (V.521)

Et par conséquent le nombre de Nusselt devient

Nu, = —(%T(&(mj (V.522)
4 on ),

De I'équation de la chaleur, nous pouvons écrire la relation

fonctionnelle du nombre de Nusselt local sous la forme
1

Nu, = (G; j“ F,(Pr) (V.523)

La fonction F,(Pr) a été corrélée numériquement a partir du

graphe par une formule d’interpolation sous la forme
1

2
3 (Pr): 0,75Pr

, 0<Pr<o (V.524)

1
1 4
(1,238Pr+ 1,221Pr2 + 0,609]

Le coefficient d’échange convectif local h, s’écrit a partir de
la relation sous la forme

A(Gr, \a
h, =;( 1 ] F,(Pr) (V.525)

si nous utilisons la définition du nombre de Grashof local
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3
Gr, = M (V.526)
1%

L’équation s’écrit alors comme

1
h, = %(@j“ F,(Pr) (V.527)
= %
X4

sachant que Le coefficient d’échange convectif moyen h est

L
h-1 j h, dx (V.528)

I_O

soit
(Mo =TV o
= A(gB(Tp-T,)\a dx
h=2[22p =) |"F (pr)[ 22 V.529
L( 4y? j 4( r)‘([ % ( )
X

En effectuant I'intégrale, nous obtenons

1
c_42(gp(T -T, )L )
h_3L( 0 j F,(Pr) (V.530)

Ainsi, le nombre de Nusselt moyen s’écrit

1

Nu = f[ij“ F,(Pr) (V.531)
3 4
ou bien
Nu = g Nu, (V.532)

Comme aussi dans la convection libre il y a un mouvement
du fluide, il est possible d’avoir des instabilités qui menent
vers la turbulence. La transition vers la turbulence dépend
du rapport des forces de flottabilté aux forces visqueuses
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dans le fluide. Le critére de transition dans ce cas est le
nombre de Rayleigh défini comme le produit du nombre de
Grashof par le nombre de Prandtl, soit

_ 3
Ra, =Gr, pr= 9 (TPVaTw LSO (V.533)

V. 27. 4. Corrélations expérimentales pour la convection
libre
Généralement les corrélations sont de la forme

Nu = ARa? (V.534)

1 . 1
ou a est égale a ;4 pour le cas laminaire et 3 pour le cas

turbulent.
V. 27.4.1. Plaque verticale
Pour une plaque verticale, le nombre de Nusselt moyen est

donné par les formules
1

0,59Raf, 10*<Ra, <10°
1
0,10Ra?, 10° <Ra, <10%

Nu = (V.535)
I existe une autre formule plus générale qui s’applique pour

I'ensemble des valeurs du nombre de Rayleigh, c’est la

formule de Churchil et Chu

- 12

1

0,387Raf
8

9 \27
(O,492j16
1+
Pr

Z|
I

0,825+

(V.536)
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Si l'écoulement est laminaire, il est péférable d’utiliser la

formule
1

- 4
Nu =0,680+ — OTRAL " pa <10°  (v.537)
9 Yo
1+(0,492j16
Pr
Géométrie Lc Rayleigh Ra, Nu
L 10* <Ra, <10° :
— |0,59Ra/
L 10° < Ra, <10 Nu = 1
0,10Ra?
Ra, <10° 2
L gcospf(T, ~T, )L

va
10* <Ra, <10’ 054R !
u= y aL
= 10’ <Ra, <10" .
s . 1
S Nu = 0,15Ra3
P~ 110° <Ra, <10 )
E— : - 1
Nu =0,27Ra}

o> ¥

L GrLZ
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1
Ra, <10% 6

Ak

Z|
I

1+(0,559)
Pr

1

. 4
D RaD 31011 NU = 2+ O,589RaD .
o Ve

Pr>0,7 (0,464) 16

1+ Br

Tableau V. 8. Corrélations pour Nusselt moyen en
convection libre sur des surfaces.

V. 27. 4. 2. Convection libre pour surface ailettées et circuit
imprimés

Le cas de la convection libre entre deux plaques paralléles

constituant un canal est trés répandu en pratique. Quand les

plaques sont chaudes, I'air entre par le bas dans le canal et se

chauffe a fur et a mesure au contact des plaques et monte

vers la sortie supérieure.

En pratique, ce cas de figure se rencontre avec les surfaces

ailettées ou les puits de chaleur des circuits imprimés.

Les surfaces ailettées sont tres utilisées comme puits de

chaleur pour le refroidissement des équipements

électroniques.

Considérons le cas d'une surface ailettées orientée

verticalement, si les ailettes ont une longueur L et sont

éspacées d'une distance e , le nombre de Rayleigh dans ce

cas est défini par I'expression
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Ra, — T T, (V.538)

3
Ra, = M = Rae(kj (V.539)

Figure V. 28. Convection libre dans un canal vertical et

\ H
‘

A

A
\ /

<+>
m e

Figure V. 29. Surface verticale ailettée.
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Pour ce cas de figure, le nombre de Nusselt moyen pour le

cas ou les plaques sont isothermes est donné par la formule

1
2

Nu=—= >+ (V.540)

he 576 2,873
A

Un puit de chaleur avec un espacement des ailettes est tres
réduit aura une grande surface d’échange mais un coefficient
d’échange convectif tres réduit a cause de la résistance
induite vis-a-vis du mouvement du fluide. Un puit de
chaleur avec un espacement des ailettes tres grand aura une
faible surface mais un coefficient d’échange trés grand. Par
conséquent, il existe un espacemebt optimal qui maximise le
transfert de chaleur par convection. Pour des plaques

isothermes, 'espacement optimal est

[N

3L )4
Copt = 2,71{E] 27145 (V.541)
Ra, =
Raf
En substituant cette expression dans léquation nous obtenons

he
;pt =1,307 (V.542)

Nu
La quantité de chaleur échangée dans ce cas est

Q=2NLH(T, -T,) (V.543)

o0
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ou N est le nombre d’ailettes et les propriétés
thermophysiques sont évaluées a la température moyenne
Tp +T,

T= .
2

Si les plaques sont soumises a un flux de chaleur pariétal g,

le nombre de Grashof dans ce cas est

4
Ra, == 95aee” (V.544)
va

et par conséquent le nombre de Nusselt moyen sera

Nu ==+ 0,4 (V.545)
Rae* Ra E
L e L

Pour des laques soumises a un flux de chaleur pariétal,

—— he | 48 2,51
A

'espacement optimal est

1

4

e"L |5

eopt = 2,71{§] (V546)
e

La quantité de chaleur échangée dans ce cas est
Q =2NLHqp (V.547)

Ou N est le nombre d'ailettes et les propriétés

thermophysiques sont évaluées a la température moyenne

o0

, T, est la température du bord supérieur de

lailette et elle déterminée a partir de la relation
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T, =J 7 (V.548)

V. 27. 4. 3. Convection libre dans les enceintes
L’étude de la convection libre dans les enceintes est tres
importante. Dans une enceinte verticale, le fluide au contact
de la paroi chaude monte puisque sa masse volumique
diminue et le fluide au contact de la paroi decendre puisque
sa masse volumique augmente. Il se crée alors au sein de
I'enceinte un mouvement du fluide de bas en haut ce qui
contribue a une augmentation du transfert de chaleur entre
le fluide et le milieu extérieur.

Dans le cas d'une enceinte horizontale, la situation dépend
de la position de laparoi chaude. Si la plaque chaude est en
haut, il n'y aura pas de mouvement du fluide puisque le
fluide est au contact avec la paroi froide qui est en bas. Ainsi,
le transfert de chaleur se fera par conduction pure. Si la paroi
chaude est en bas, le fluide au contact de cette paroi voit sa
masse volumique diminuer et il monte chassant ainsi le
fluide en haut qui au contact de la paroi froide. Il se crée
donc un mouvement de circulation du fluide de bas en haut
et le transfert de chaleur se fera par convection libre.

Pour I’enceinte le nombre de Rayleigh est

To —Tg L3
RaL __ gﬂ( c F) C (V538)
va
ou L. est la longueur caractéristique qui est dans ce cas la
distance séparant les parois chaude et froide, T, et T sont

respectivement les températures de la paroi chaude et la

paroi froide.
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fluide chaud (l1éger)

Te

pas de mouvementdu fluide

Tc

fluide froid (lourd)

(a)

fluide froid(lourd) _

Q:K

-

- \\
\
1
/
>

Tc quide chaud (léger)

v._-"7

(b)

Figure V. 30. Courants de convection dans une enceinte
horizonatale. (a) plaque chaude en haut, (b) plaque chaude

en bas.

V. 27. 4. 3. 1. Enceintes rectangulaires et horizontales

Pour

en enceinte de forme

rectangulaire et placée

horizontalement et contenant de l'air ou autres gaz, le
nombre de Nusselt moyen est donné par les relations

1

1

0195Ra?, 10* <Ra, <4.10°

02<Pr<2
(V.535)

0,068Ra?, 4.10° <Ra, <10’

0,2<Pr<2

pour les liquides, le Nusselt moyen est
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1
Nu =0,069Ra? Pr®®* 3.10° <Ra, <7.10° (V.535)

Pour Iair, nous pouvns utiliser cette autre formule

1 +
- | Rga
Nu=1+1441-1708) 1R 41 pa <108 (v.535)
Ra, 18

L’expression [ |* indique que si la quantité entre crochets est
négative, il faut la prendre égale a zéro.

Cette formule peut étre utilisée pour 'eau et les liquides de

faible nombre de Prandtl pour Ra, <10°.

v

A

Figure V. 31. Enceinte horizonatale avec parois isothermes.

V. 27. 4. 3. 2. Enceintes rectangulaires et inclinées
La convection libre de I'air dans une enceinte réctangulaires
inclinées est tres présente lors de l'étude des capteurs
solaires plans. En effet, 'échange de chaleur dans l'air
présent entre la plaque métallique noire et le vitrage qui
constitue une enceinte réctangulaire inclinée se fait par
convection libre. Si I’enceinte est inclinée d"un angle ¢ par
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rapport au plan horizontal, le nombre de Nusselt moyen est
donné par la relation qui est valable avec les conditions

%212, 0°<6<70°Ra, <10°.

— 1708 ]|, 1708in186)"°
NU =1+1,44/1— 1- :
Ra, cosé Ra, cosé

. (V.535)
1

1
. (Ra_cos@)s
18

H . . o
Pour T <12, nous définissons un certain angle critique 6,

dépendant du rapport % comme le montre le tableau ci-

dessous.
H O (°)
L
1 25
3 53
6 60
12 67
>~12 70

Tableau V. 9. Valeurs du facteur de correction C pour
différentes valeurs du nombre de tubes.

Dans ce cas, le nombre de Nusselt moyen est donné par les

formules suivantes
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— Nu(@=90°)\c ..\ 0
Nu=Nu(@d=0°) ——————~ sing , 0°<60<6-(V.535
( {Nu(ezoo)j ( C)4‘90 C( )

- 1
Nu = Nu(@ =90°)sin8)a, 6, <8 <90° (V.535)

Nu =1+ (Nu(0=90°)-1)sing, 90° <6 <180°  (V.535)

Figure V. 32. Enceinte inclinée avec parois isothermes.

V. 27. 4. 3. 3. Enceintes rectangulaires verticales
Pour des enceintes rectangulaires verticales, le nombre de
Nusselt moyen est donné par les relations
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l<ﬂ<2

0,29
Nu=o01¢ TrRaC | JPrRa. s (V.535)
0,2+ Pr 0,2+ Pr

0<Pr<w

2<E<10
1 L

0,28 =
N_“:°’22(;;Ra$rj (%) * JRa, <10°  (V.535)
2+

0<Pr<ow

A
v

Figure V. 33. Enceinte verticale avec parois isothermes.
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. H . s
Si le rapport T est tres grand, nous pouvons utiliser les

realtions suivantes

10<i<40
L

1 -03
Nu = 0,42Ra? Pr°’°12(%j , 410* < Ra, <10’ (V.535)
1<Pr<210*

1<E<40
1 L

Nu =0,42Ra?, {10° <Ra, <10° (V.535)
1<Pr<20
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