MARTINGALES ET TEMPS D’ARRET

Martingales

Définition

Un processus stochastique : X = {X;},5( est une F;martingale si :

i) X est ¥ adapté.
ii) E(IX]) < +o0 Yt > 0.
iil) E(X¢s/Fs) = Xs YVt >0,¥s > 0.

Définition X; est une Sous-martingale si i) et ii) sont vérifié et iii) est remplacée par :
iii) E(Xy4s/Fs) =2 X V> 0,Vs > 0.

Définition

X; est une Sur-martingale si i) et ii) sont vérifié et iii) est remplacée par :

iii) E(Xps/Fs) < X VE>0,Vs > 0.

Remarque

Une sur martingale et sous martingale a la fois alors c’est une martingale (en abrégée).

Exemple

n

Soit y1, Y2, - - - des vaa. (i.i.d) et intégrables avec [E(Y;) = 0,Vi le processus X,, = Z y; est
i=1

une martingale par rapporta: ¥, = 0(Xy,--- , X,) en effet :



n
— X, = Z Y; = y; est F; mesurable alors y; sont adaptée donc X, est ¥, adaptée.

i=1

on a y; sont intégrables = X,, = Z y; est aussi intégrable.

EXm/Fn)

i=1

=E

f ]/i/ﬁ)

i=1

Z Yi + Z yi/ﬁ)
i=1 i=1

Zn: yiﬁ) +E (f ]/z‘/ﬂ)
i=1 i=1

E(Xy4m/Fn) = X, = X, est un martingale.

— Soit (Q, F,F:, P) un espace de probabilité filtré et Y € ILY(Q,F,F;,P) posons
Xy = E(Y/F:), X; est une martingale. En effet : X; = E(Y/¥;) alors d’apres la

définition d’espérance conditionnelle on X; est ¥; mesurable.
y € LY(Q, F, 71, P) = E(E(Y/F)) <
E(Xi4s/Fs).B(E(Y/Fiis) [ Fs) = B(Y/Fs) = X,

= X est martingale.

Proposition

Tout martingale et une espérance constante.

Démonstration

Soitt >0ona:t>s

E(X() - X(s)/Fs) = EX®)/Fs) - E(X(s)/F)
= X(s) — X(s)
=0

-VYh >0, telle que t — h > 0 et X; est une martingale

]E(Xt/ﬁ—h) = Xin
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plus générale :

]E(Xm/ﬂ) = Eunnn

Proposition

Si (X,) est une martingale et f une fonction réelle convexe : tq : IE(|f(x,])) < oo alors
f(x,) est une 7, sous-martingale.

Démonstration

1) X,, et ¥, mesurable et f est continue alors f(x,) est £, mesurable comme composition.

2) Par hypothése :

E(f(xn)l) < o0

ona:

E(lp()l/G) = ¢(E(X)/G)
E(f (xu45)/Fs) = f(E(Xo45)/Fs)
]E(f(xn+s)/7:s) = f(Xs)

= f(X,) est une sous-martingale.

Exemple

1) Soit (X,,),>0 une martingale alors (|X,|).>0 est une sous martingale.

2) (X2)us0 si X2 est intégrable alors : (X?) est une sous martingale.

3) (X,)n=0 une sous martingale alors X} = sup(X,) est une martingale.

Proposition

I) La somme de deux martingales est un martingale.

IT) L'ensemble des martingales est un espace vectoriel sur R. I) (X,)nen €t (Yy)nen deux

martingales

EXoss + Yours/Fs) = E(Xurs/Fs) + EVuis/Fs)
=X+ Y,
=(X+Y)



= la somme est une martingale.
II)1) 0 emartingale car IE(0/F;) = 0.
2) Martingale stable par rapport a 'addition d’apres I)

3) A € R, X,, est une martingale.

B(AX1s/Fs) = AB(X,1s/Fs) = X

alors martingale est un s-espace vectoriel.

Proposition (Décomposition de Doob)

Tout sous martingale (X,,),en s’écrit de fagon unique sous la forme X, = M,, + A, ou
(M,)nen est une martingale et (A,),en est un processus croissant et prévisible.Ay = 0.
Preuve

Par hypothese (X,) est une sous martingale, A, prévisible Ag = 0. A1 — A, >0

Apr1 = Xyt — M

A, =X, — M,

lE‘(14n+1 - An/ﬁ) = ]E(Xn+1 - Mn+l - Xn + Mn/ﬂ)
An+1 - An = ]E(Xn+1 - Xn/g:n) >0

(Ay)uso est croissant. 2) (M,,).=0 est une martingale.

Mn+1 = Xn+1 - An+1

EM1/Fn) = EXps1 — Anir/Fn)
= E(Xu1/Fn) = Ann
= E(Xu+1/Fn) = B(Xue1 — Xu/Fu) — An
= E(Xu+1 — Xur1 + Xu/Fn) — An
= E(X./F) — Au
=X, -A, =M,
L'intérét de la décomposition de doob Reside dans le fait que I'étude d"une sous mar-

tingale peut souvent ramener a celle d'une martingale.

Unicité



Supposons que :

(Xi)new admet deux décompositions X, = M, + A, et X, = N, + B,
- A, croissant et prévisible et Ay = 0.

- B, croissant et prévisible et By = 0.
M,+A,=N,+B,=>M,—N, =B, —A,.

= B, — A, est une martingale.

= E(Bys1 — An+1/ﬂ) =B, - A,.

1E(Bn+1 - An+1/7jn) = Bn+1 - An+1

B, - A, = Bn+1 - An+1
=B,.1—Aua
= Bo - AO =0

= (By)uen et (A,)nen coiside.

alors = (M,,),en et (N,,)nen aussi.

= la décomposition est unique.

Lemme

Soient X une ¥, martingale et (H,),>1 un processus prévisible on pose M, = 0, pour
n > 0.

M, = Hi(Xq — Xo) + Hy(X5 — Xq) + - + Hy(X,, — Xi-1)

alors M, est une martingale.

Démontration

EM,/F) = M,y

EM1 = M /Fn) = E(Hpa (Xne1 = Xa/Fn))

(H,) est prévisible, X, est une martingale.

EMy1 — Mu/Fn) = Hy B(Xni1 — X /F) = 0

= E(M,s1 — M,,/F,) = 0 alors M,, est une martingale.



Temps d’arrét

Soit (Q, ¥, (F1)nen, IP) un espace probabilisé filtré, on a Fi, 1ty = 0(U,»0F,). Définition
Une variable aléatoires T : Q —> IN U oo est un F, temps d’arrét si pour tout entier
neN:{T <n}eF,.

Remarque

Notons que les deux définitions suivantes sont equivalentes a cette derniere.
DA{T =n} e F,, Y¥n e N.

2) 11—, est F, mesurable ¥n € IN.

Preuve
1y
{T=n} ={T<n}n|{T > n}
={T <n}N{T <n}
={T<n)n{T>n-1)
{T=n}eF,

{T = n} est la méme définition.
2) C’est evident car {T = n} est F, mesurable de la lere alors 11—, ¥, mesurable.

Temps d’entrée

Soit X = (X,)senw un processus stochastique et B € B(R), la variable aléatoire Tp

inf{n € N, X,, € B} est un temps d’arrét adapté a la filtration naturelle i.e. Vn € IN 7,
O(Xll e /Xn)'

en effet :
Tp ={X;1¢BIN{X,¢B}N{X3¢B}N---N{X,1 ¢ B}N{X, & B}

= {X; € B} n{X, € B} Nn{X,, € B}
Tp € ¥, donc Tp est un 7, temps d’arrét.

- Temps de sortie
Le temps de sortie Sp telle que Sg = sup{n € IN, X,, € B} n’est pas un temps d’arrét.
{Sp=n} ={X; € BN {X; € B} N {X3 € B} N {X,, € B} N {Xy1s1 & B}
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alors Sg n’est pas un temps d’arrét.

Propriétés de temps d’arrét

1) SiT et S sont deux temps d’arrét alors : S+ T, S AT, S A T sont des temps d’arrét.
2) Si T est un temps d’arrét et k € IN constante alors : T + k est un temps d’arrét.

3) Si (T)nen est une suite de temps d’arrét alors sup,enT, et inf,enT, sont des temps
d’arrét.

Définition

SiT est un F, temps d’arrét 'ensemble :

Fr={AeF ,¥neN: AN(T <n}eF,}

est une tribu des élements anterieur a T.
Définition
Si T est un temps d’arrét et (X,),en un processus stochastique on appelle processus

arrété a l'instant T la suite aléatoire X7y,

Définition (Processus arrété au temps T)
Soit X un processus F,adapté et T un ¥, temps d’arrét on appelle processus arréte au

temps T le processus X' définit par :
Xy = Xunr ie. X (@) = Xuar(e)(@)

Lemme

L’application Xr est #r-mesurable.
XT : (Q/ 7:T) — (]Rr B(]R))

T=nTEe%F

X B)N{T =n} =
Qngﬂ

X;l(B) NA{T =n} € F,
alors Xt est F; mesurable.

Proposition



Soient T un temps d’arrét et X une martingale (resp sous martingale sur martingale)

par rapport a la filtration (7)o alors :
X" = (XuaT)ns0€st une martingale (resp sous martingale sur martingale)

Démonstration

n
Xunr = Xo + Z Ter(Xi = Xi—1)
pa)

k<TeT>k-1

Xn/\T = XO + Z ]1T>k—l

posons Hy = 17.4—1 étant prévisible, positif donc d’apres le lemme précédent X, r est
une martingale (resp sous martingale, sur martingale).

Proposition

Soit (X,)nen une ¥, martingale et un temps d’arrét T borné par m € IN, T < m alors Xr
est intégrable de plus E(X7) = E(X)).

Démonstration

OnT<msurQ,T<m=1qg

m m
Xr = Xrlg = Xrlyr r= = X7 Z 1ro = Z Xrlr=i
k=0 k=0

= X € L{Q)

Montrons que :

E(X7) = E(Xo)

E(X7) = E [kZO‘ leT:k) = kZO‘ E(Xr1r—) = ; E(1rEX,l75) = B(Xyl1=) = E(X,) = E(Xo)

E(X7) = E(Xo)

Théoréme d’arrét de Doob



Soit (X,,) une martingale et S et T deux temps d’arrét telle que: S < T < m € IN alors :

E(X7lF;) = X,
Démonstration
Soit A € F,
R =514+ T.1
S(w)siwe A

R =
T(w) si w € A°

R est un temps d’arrét car il est la somme de deux temps d’arrét d’apres la proposition
précédente :

E(X) = E(Xr) = E(Xo)

E(Xr.1a) = E(X7) — E(X;.14)

E(X;.14) = E(X7.14) VA€,

JUEXq|F) dP = [ XrdP = [ dP = [, E(X,|F;) dP

E(X7|Fs) = X, p-s.

E(X7|Fs) = X,

Inégalités maximales et théoreme de convergence

Lorsque 1'on étudie processus aléatoire une question importante en pratique est de sa-
voir contrdler son évolution. En particulier il s’avére que pour tout les sous martingales
et sur martingales positives, nous pouvons obtenir des inégalités sur son processus
supremum a savoir :

M, = supock<nMi, n € N

On les appelle inégalités maximales de Doob.

Dans cette partie, nous établisons des inégalités par les sous et les sur martingales



positives qui nous serviront comme ingrédient de base dans la démonstration des
théoreme de convergence.
Théoréme : inégalités maximales de Doob

Soit (M,),en une sous martingale positive alors pour toutn € Nona:

>0

EM,. 1>
( MizA) - ]E(Mn)’ A

P(M: > 1) <
(M, 2 A) < T <

Par ailleurs, si (M,).en a tout ses éléements dans IL” ou p > 1 alors : pour tout n € IN

P(M:, > A) <

E(M,
(pn),A>0

Enfin, si (M,,),en une sur martingale positive on a :

E(M;)

P(M, > ) < =

,A>0

Démonstration
Etablissons tout d’abord la premiere inégalité notons que pour une sous martingale
My < B(Mu|Fk)osksn-

Ce qui entraine que pour tout A € ¥ en par ailleurs, on peut écrire I'identité suivant :

M, >A)={t)<n},neN

ol 7, est un temps d’arrét.
T, =infn € N,M, > A.
Sity>n:

A']l’r,\ﬁﬂ < MT,\']IT/\SH

]E(/\']]-T/\Sﬂ) < IE:(]\/L[/\ -]]-”L'/\Si’l)
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= EM; > 1) < X

AE(Lr <n) = AP(1) < 1) < EMe, Xjg Le,k)

Mn-]lkSn)

A
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< Yoo E(Me, 1, p)
< Ykeo BE(M 1z, 1)
= E(M-1k<n)
< EM,. 1k<n)



