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Vecteurs et valeurs propres
(E > F

f € L(E,F): A <x=1> . (yf)‘:’ AX =Y
k ' ' avec A € M,,(K)

Xn Yn

f/ s S Gl=le =3[



Vecteurs et valeurs propres

[8 —1] 1] H_3 B]

AX = 1X

X = B]:vecteur propre de A x

Y

correspondant a la valeur propre A =
3




Vecteurs et valeurs propres

Définition
* On dit que A est une valeur propre de la matrice A

s’il existe un vecteur x non nul solution de
Ax = Ax

* Le vecteur x est alors dit vecteur propre associé a A




Calcul des vecteurs et valeurs propres

* Les valeurs propres d’une matrice A d’ordre n sont: les
racines dans K du polynbme caractéristique associé a A

- racines de P,(4) =det(Al — A)

» A toute valeur propre 1 d’une matrice 4, est associé au
moins un vecteur non nul v tel que Av = Av, appelé vecteur
propre de la matrice A correspondant a la valeur propre A.
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A=?
onaAdAx = Ax
0 = Ax—Ax
0 = AlIx— Ax
0 = (UI—-A)x
= Bx=0

e det(Al—A4) =0: équation caractéristique de A
e det(Al —A4)
polynbme caractéristique de A, noté P,(4)



Calcul des vecteurs et valeurs propres

Exemple:
Trouver les valeurs et les vecteurs propres de la matrice A

Az(é —21)

1) Les valeurs propres de A sont les solutionde det(4 — AI) = 0

det(4A — AI) = det (((1) _21)_/1((1) 2))

1-4 2 )=|1—/1

_ y
_det( 0 —1-2 0 —1—)L|

=A-AH)(1-4

Doudet(A—Al) =0 A =1;4, = -1



Calcul des vecteurs et valeurs propres

2) Vecteurs propres

X
y

(4—1D) (;) =0
(o 2D6)0)
(£2,)= )

5) =) ==()

D’ou la famille des vecteurs propre associé a 1;=1 est ((1)),

* Pour A{=1, le vecteur propre ( ) associé est solution de ’'équation

caractéristique



Calcul des vecteurs et valeurs propres

X

y) associe est solution de

* Pour A,=-1, le vecteur propre (
(- DD () =

2 2 0
BUAl

x+y=0->y=—x (;):(fx)zx(_11)

D’ou la famille des vecteurs propre associé a 1,=-1 est (_11)



0 0
Calcul des vecteurs A={] 2
et valeurs propres Lo

L'équation caractéristique de A est

N e

}

{:]i - 2]2{:]& - ]] — ﬂ

d'ou les valeurs propres sont Ay = let A» = A3 = 2.

1. Cas Ay = 1. On doit trouver X = (x7.x7.x3) tel que

Par conséquent : I=Ax=0
» la solution du systeme d'équations est x; = =2x3, X2 = X3 €L X3 est
une variable libre: 10 21170
» (=25,5,8) estun vecteur propre correspondanta A =1; -1 -1 =1||x2]]0
-1 0 =2 3] [0

» en fait, tout vecteur de la forme (=2,1,1) estun vecteur propre corres-
pondanta A =1.

Ainsi, (=2,1,1) est une base de vecteurs propres correspondant a A = 1.
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Calcul des vecteurs et valeurs
propres

L'équation caracteristique de A est

2. Cas Ay = As = 2. A-22A-1)=0,

2I-A)x =0
Solt
2 0 27[x1]]0
-1 0 =1]]x2]10
-1 0 -1 . ] ()
Par consequent :
» la solution est x; = —x3, x> et x3 sont des variables libres;

» (5.1.—%) est un vecteur propre correspondant a A = 2

BRI

Ainsi (1,0,—1) et (0,1,0) forment une base de vecteurs propres corres-
pondant a A = 2.

= O a



Spectre, Rayon spectral, ...

* Le spectre de A, noté ox(A)est 'ensemble des valeurs propres de A dans K.

* Siog(A) # ®, le rayon spectrale de A est le réel positif défini par
p(A) = max{|2| /1 € og(4)}

Quelques propriétés

» og(4) = og(AY)
 Soitla matrice A d’ordre n a coefficients dans K, et possédant

toujours n valeurs propres 4;,i = 1, ..., n distinctes ou confondues, on
a les propriétés suivantes:

tr(4) = zn: A det(4) = ﬁ/li
i=1 =1
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Spectre, Rayon spectral, ...

0 0 =2
A=(1 2 1
1 0 3.

* Les valeurs propres de la matrice A ( calculées

/gl)réc/lédemzment et associé aux vecteur propre) sontA; =1,
2= A3 =

n

tr(A) = ) 2 =5

=1

n
det(4) = Hai — 4
=1
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