Partie IV
Courbes elliptiques

Résumé. Cette partie est le coeur de ce rapport. Elle définira ce qu’est
une courbe elliptique et le groupe topologique d'une telle courbe. Il
sera également montré qu'une courbe elliptique peut s'écrire sous une
forme particuliére appelée “équations de Weierstrass”.

IV.1 Définition

Définition 46. Une courbe elliptique est une paire (E, O), ou E est une
cubique irréductible non singuliere et @ € E. La courbe elliptique E' est
définie sur un corps K si E est une courbe sur K et si O € E(K).

IV.2 Equations de Weierstrass

Théoreme47. Si £ est une courbe clliptique définie sur un corps K, alors

il existe une application
¢: E(K)— P*(K)

qui fournit un isomorphisme de E(K) sur une courbe C(K) donnée par
Uéquation de Weierstrass

C.F(X,Y,Z) =Y Z+a, XY Z+asY Z?— X° — s X2 Z — a, X 2% —as 2% = 0,
o ay,... a5 € K ; et tel que ¢(O) = (0,1,0).

Preuve. Voir section IV.3. O

Pour alléger les notations, nous allons éerire I'équation de Weierstrass en
coordonnées non homogenes: == X/Z et y=Y/Z,

E:y?+aizy+ asy = 2° + asa® + asx + ag, (IV.1)

plus le point a l'infini @ = (0,1,0). Remarquons que O est le seul point
a l'infini et qu'il n'est pas singulier car (0F/0Z)(0,1,0) = 1 # 0. Nous
définissons également les quantités suivantes:

bQ = a.% + 4&-2_._ b4 = 2&-4 + aydsg, bﬁ = ﬂ-g + 4&-5_._
bg = alag + dasas — ajazay + azald — a2,
cy = b2 —24by et cg= —b3 + 36byb, — 216bg.
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Introduction élémentaire a la théorie des courbes elliptiques 29

Définition 48. Le discriminant A de I'équation de Weierstrass est la quan-
tité

A = —b3bg — 8b} — 27bZ + 9bobbs, (IV.2)

et le j-invariant de la courbe elliptique E est la quantité
(E) =—. V.3
j(B) = % (v 3

Corollaire49. Soit un corps K de caractéristique p. Une courbe E définie
sur K donnée par une équation de Weierstrass prend alors une forme sim-

plifiée,
1. sip#2etp+#3,
V=2 +ax+as, A= —16(4&2 + 27’&%),
4a}

[(E) = 1728————~ .
J( ) { 4&2 + ;)Tag!

2. sip=2etsij(E)#£0,
V:+aoy=a"+aat+a, A=as j(E)=1/ag (IV.5)

sip=2etsij(E)=0,
vV +asy=2+ar+a5, A=a3, Jj(E)=0; (IV.6)

3. sip=3cetsijE)#0,

v =2 +ax® + a5, A=—ddas, j(E)=—a3/as (IV.7)
sip=3ctsij(E)=0,
v =2+ a4+ a5, A=—al, j(E)=0. (IV.8)

Preuve. (i) Si p # 2, nous pouvons remplacer y par (y — 5(a1x + az)). Nous
obtenons alors y? = 2% + %23:2 + %2} + ch, De surcroit, si p # 3, alors nous
remplacons = par (z — %) pour obtenir y? = 2% — ar— 2

(ii) L’invariant (en caractéristique 2) de 1'équation générale de Weierstrass
Yy +arzy+azy = 23+ a2’ + ayx+ag vaut j(E) = alZ/L\ Sij(E ) =0, et donc
sia; = 0, alors la substitution = + (x+ay) donne y*+azy = 2°+ (a2+a4)3:+

(a3 +asas+ag) ; sinon, nous remplagons (z, y) par ((afz+ £), ajy + = MH%)

. aa+a+aaa+aa+aaa+aa
pourav01ry2—|—$y::r3—|—“‘—(f§+“—3 2_|_ 4783 304 l213 203 6

(iii) En (i), nous avons montré que si p # 2, alors y? = 2° + ay2? + a,x + as.
L’invariant de cette courbe (en caractéristique 3) vaut j(E) = a3/A. Si

j(E) =0, alors ay = 0 et nous avons l'expression demandée; sinon il suffit
. : 2
de remplager x par (z + £4) pour obtenir 2 = 13+ apr® + M 0
2
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Lemme50. Soit un corps K et une courbe E donnée par l'équation de
Weierstrass :

E:f(z,y) =y*+ aixy +asy — 2° — aya® — ayx — ag = 0

dont le discriminant vaut A et le j-invariant, j(E). Le changement de va-
riables

(z,9) + (Vx4 r v’y +usz+1t) avecr s t,u(#0) e K (IV.9)

transforme U'équation précédente en

2

E': f(z,y) = " + diay + dyy — o — ah? — dyr — dj — 0,

ot les coefficients sont donnés par

!
ua, = a + 2s,
2 1 . 2
u“ay = a2 — sa; + 3r — 57,
3 1 .
u'as = as + ray + 2t,

114a’4 = ay — sag + 2ras — (t + -r's)a.l + 3r2 — 2st.
De plus, u?A’'= A et j(E') = j(E).

Preuve. 11 suffit de remplacer x et y par leurs nouvelles expressions pour
obtenir les relations désirées. O

Il est a noter que toutes les transformations effectuées dans la démons-
tration du corollaire 49 sont de la forme (IV.9).

Théoreme51. Soit K un corps de caractéristique p. Deux courbes données
par leur équation de Weierstrass dont le discriminant est non nul sont iso-
morphes si et seulement si elles sont le méme j-invariant.

Preuve. (=) Par le lemme précédent.

(<) Pour simplifier les calculs, nous allons supposer que p # 2, 3. Soient deux
courbes E et E' ayant le méme j-invariant dont les équations de Weierstrass
sont données par

E:y? =2+ aux+ ag,
E':y"? =2% + a\z+ ay.

Comme j(E) = 17 984&—_'_24,—2 et j(E') = 17984742,—,2 sont égaux, cela im-
GG :

plique que .czﬁajl3 = a.4a.ﬁ . Cherchons des isomorphismes de la forme (z, y) <
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(u?z, udy).

1° Siay = 0, alors ag # 0 (car A # 0) et donc a), = 0. Nous obtenons un
isomorphisme en prenant u = (ag/ag)"®.

2° Siag = 0, alors ay # 0 (car A # 0) et donc ay = 0. Nous obtenons un
isomorphisme en prenant u = (as/aly)/*.

3% Si aqag # 0, alors ajjag # 0. Nous obtenons un isomorphisme en prenant
u= (as/d)"® = (ag/ag)'".

Sip = 2 ou 3, la démonstration se fait de la méme facon en prenant les
équations de Weierstrass correspondantes. 0

Théoreme52. Soit £ une courbe donnée par une équation de Weierstrass.
Alors E' est non singuliére si et seulement si A # 0.

Preuve. (<) Soit I'équation générale de Weierstrass :
E: f(zy) =y*+ aizy + azy — 2° — aza® — ayx — ag = 0.

Montrons d’abord que le point a 'infini @ = (0, 1,0) n'est jamais singulier.
Regardons F comme une courbe de P?:

FIX,Y,Z)=Y’Z+aXYZ+a3YZ* — X* — X’ Z —ay X Z* — asZ* = 0.

Comme (JF/0Z)(O) = 1 # 0, O n'est pas un point singulier de E. Par
I'absurde, supposons que E soit singuliere en un point Py = (xq, y0). Par le
changement de variables (z, y) <= (2 — zg, ¥y — o), nous ramenons le point Py
en (0,0). Parle lemme 50, cette transformation ne modifie pas le discriminant
(car u = 1). Nous avons alors ag = f(0,0) = 0, ay = (0f/0x)(0,0) = 0 et
az = (0f/9y)(0,0) = 0. La courbe E a donc pour équation :

E: f(z,y) = y*+ ajoy — 2° — aza® = 0.

Le discriminant de cette équation est nul, ce qui contredit I'hypothése.
(=) Pour simplifier les calculs, nous allons supposer que p # 2, 3. Soit alors
la courbe E donnée par I'équation de Weierstrass :

E:y?=2"+ ayx+ as.
Si la courbe est singulicre en un point Py = (zq, yp), alors

2y = 0= yo =0,
a
3754+ a, = 0=z} = —?.
Or Py = (xg, yo) est un point de la courbe, par conséquent, yg = 0 = x) +

. . 90}

a,To + ag = %a-4$0 + ag. Il s'ensuit que 25 = —5 = —% et donc A =
4

—16(4a} + 27a2) = 0. Si p = 2 ou 3, la démonstration se fait de la méme

facon en prenant les équations de Weierstrass correspondantes. O
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Les théoremes 47, 51 et 52 permettent de donner une définition alternative
d’une courbe elliptique.

Définition 53. Une courbe elliptique est une courbe isomorphe a la courbe
donnée par une des équations de Weierstrass (IV.4) a (IV.8) o A # 0 plus
le point a l'infini O = (0, 1,0).

IV.3 Réduction d’une cubique

Soit un corps K de caractéristique différente de 2. L'équation projective d'une
cubique irréductible non singuliére est donnée par f(U, V., W) = 0 ou

FIUV, W) = 5,U3 + 53UV + s3UV2 + s,V +
(s5U2 + ssUV + s:V2)W + (ssU + saV) W2+ s10W3. (IV.10)

L’'équation (IV.10) peut également étre vue comme un polynéme de degré
3en W

FUV,W) =W + ey (UV)W? + (U V)W +e5(U V). (IV.11)

Soit Py = (ug, vg. wy) un point de la courbe. La tangente en P, intersecte la
courbe en un troisieme point unique P; = (uy, v, wy). Cette tangente a pour
équation

%(uo, v, wo)U + %(uo, vy, wo)V + %(uo, v, wo)W = 0. (IV.12)
Sans perdre de généralités, nous pouvons supposer que w; # 0 (nous pouvons
toujours nous ramener a cette situation en permutant éventuellement W avec
U ou avec V7). Faisons le changement de variables (U, V, W) < (U —u,, V —
vy, Z). Le point P; a maintenant pour coordonnées (0,0, 1). Etant donné que
ce point appartient a la tangente, la dérivée partielle de f par rapport a W
en Fj, est nulle. Comme la courbe est non singuliere, les dérivées partielles
par rapport a U et a V en P ne peuvent pas s’annuler simultanément. Pour
fixer les idées, supposons que la dérivée partielle par rapport a V en Py soit
non nulle (si cette derniere est nulle, nous permutons les variables U et V).
Le point Py = (0,0, 1) appartient aussi a la courbe et donc s19 = 0.

Aprés changement de variables, les équations (TV.10), (TV.11) et (IV.12)
deviennent:

FIUV,W) = 51U + 5,0V + 53UV + s,V +
(55U + 56UV + s:V)W + (s5U + soV)W?, (IV.13)
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FU VW) = ey (UVIW2 4+ ey (U V)W + e5(U, V), (IV.14)

i
V=AU oul\= ﬂ—“’ (TV.15)
iy ‘po
de plus, Py = (ug — uy, vo — vy, wo) et P = (0,0, 1).

Théoreme54. Avec les notations précédentes et nos hypothéses de travail,
st nous notons

d(U,V) = (U, V) = dei (U, V)es(U, V)
et
d(U MU+ 1) = AU+ BU> 4+ CU*+ DU+ E,
et si Py n'est pas un point a linfini, i.e. wy # 0, alors

1. A=0etB#0;

2. la transformation

Y = 26U V) + (U V)

est une transformation birationnelle dont 'inverse est donnée par
BY — ¢2(X,AX + B)

2e3(X,AX +B) '
BY —cy(X,AX + B)

2e3(X,\X +B) '

U=X

V=(X+B)

3. Uapplication birationnelle précédente transforme l'équation de la cu-
bique en l'équation de Weierstrass

YV?=X"+CX?+ BDX + B’E.
Preuve. (i) Si nous caleulons d(1,A) et ££(1, 1), nous obtenons

d(1,A) = (554 s6A + 520%)% — 4(s5 + 59A) (51 + 52X + 5347 4 54A%)

et

ad 802 8(‘.3 8(‘.1

— (1L, A) =2c5(1, A)=—=(1,A) —dey (1, A)=—(1,A) —4——=(1, A)es(1, A
817( ) ) CQ( ) )(‘)IT( ) ) Cl( ) )817( ) ) 817( ) )C3( ) )

= 2(55 + Sﬁ/\ + S',’Az) (Sﬁ + QSTA) - 4(88 + Sg)\)(Sz + 283A + 384A2)
—489(81 + SQA + SgAQ + S4A3)
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Développons ensuite d(U, AU + 1):
d(U, \U +1)
= c5(U XU+ 1) — 41 (U AU + 1)es(U, AU + 1)
= [(s5 4 86X + 57A)U? + (56 + 25:0)U 4 57]2 —
4[(sg 4+ 5gA)U + 89] * [(51 4 52X\ + 830 % 4+ 5, AU +
(89 + 283\ + 354/\2) U? + (s34 354U + s4
= [(55 4 s6X + 57A%)% — 4(55 + sg)) (51 + 52X + 5307 + 5,0%)|U* +
[2(55 4 56X + 57A?) (56 4+ 2570) — 4(5g + S9)) (82 + 253\ + 35,0%)
—459(s1 + 52X + 832+ s MU + [ U+ [ U+ [+

= A0 U+ SN + |0 [ U+ -]

Le point P, est un point de la tangente, il a donc pour coordonnées
(a, A, 1) avec a # 0 car Py # Pi. Le point Py est une racine double de f. En
résolvant par rapport a U dans (IV.14), nous avons ci(a, Aa) + caoa, Aar) +
c3(a, Aa) = afe; (1 A) +acy(1, A) +a?e3(1,A)] =0; a = 0correspond & P et
c1 (1, A)+acy(l, \)+a?e3(1,A) = 0 correspond a la valeur double en Py. Cette
racine étant double, il s’ensuit que le discriminant est nul, i.e. d(1,A) = 0 et
que c3(1,A) # 0. Nous trouvons

ca(1, )
T 2e5(1N)

Comme d(1,\) = 0, nous avons démontré que A = 0. Il reste & montrer que
B # 0. Calculons:

af
3 (cv, ;\)a 1) " )
C1 C3
=57 (aA)—FW(a)\) m(-‘A&)
g? (1, ) +a%(l A) + g? (1, )
_ AL ) FR(1,A) — 2ea(1, Mea(L, NGB (L, A) +c5(L,A) G (1, A)
4e2(1, )
(1, A)
car a = ——203(1 N
—des(1,0) (1, A) + 2¢,(1, M) 22(1, ) — dey (1, 1) S2(1, A)
T dcs(1, )
car A=d(1,\) = c2(1,A) — 4e (1, N)es(1,0) =0
2d(1,)) B
== == £0

des(1, ) des(1, M)
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car la dérivée partielle par rapport a V' en F, est non nulle par hypothese.
(ii) Par substitution, nous voyons que si B # 0, les applications (U, V) —
(X.Y) et (X)) — (L V') sont les inverses 'une de l'autre.

(iii) En remplacant U et V' par leurs expressions respectives, nous obtenons

B*Y?=d(X,\X + B).

Or, comme d(U,V) est un polynome homogene de degré 4, nous voyons
immeédiatement que

d(X,\X + B) = B(BX®) + C(B*X?) + D(B*X) + E(B").
Pour s'en convaincre, il suffit de regarder le développement de d(U, AU + 1)
(voir p. 34). Nous avons finalement
B*Y?=B*(X*+ CX?+ DBX + EB?),

ce qui termine la démonstration. O

IV.4 Loi de groupe

IV.4.1 Regle de la “sécante-tangente”

Proposition 55. Soient une cubique irréductible non singuliére C' et une
droite L définies sur un corps K. Si la cubique C' a deux points d’'intersec-
tion (comptés avec leur multiplicité) avec la droite L, alors C' a trois points
d’intersection (comptés avec leur multiplicité) avec la droite L.

Preuve. Comme (' est irréductible, C'N L a un nombre fini de points. Soit
la droite L : aX + bY + ¢Z = 0 ou, par symétrie, nous supposons ¢ # 0. Les

points d'intersection de C' et de L sont les racines du polynome
X +0Y
(X, Y) = p(X, v, -2 c KXY,

C

Notons P; = (a1, by, ¢)) et Py = (ay, by, ¢y) (avec éventuellement Py = Py),
deux points d'intersection de C' avec L, alors, comme q(ay, by) = qlay, by) = 0,
il vient que

2
g(X,Y) V) [[b:X —aY) oiv(X,Y) e K[X, V]
i=1

Le troisieme point d’'intersection de C' avec L est alors donné par

adas + bbg )

ol (ag, b3) est I'unique racine de v(X,Y). O

Py = (a3, b, —
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Cette proposition permet de définir la loi de composition de la sécante-
tangente :

1. Si P,Q € C(K) et si P # @, alors nous définissons L = PQ, la droite
sécante qui passe par P et (). Par la proposition précédente, nous savons
qu'il existe un troisicme point unique (en comptant les multiplicités)
qui appartient a C'N L, nous notons ce troisieme point P * ().

%]

Si P € C(K), alors nous définissons L = PP, la droite tangente a C' qui
passe par P. Par la proposition précédente, nous savons qu'il existe un
troisieme point unique (en comptant les multiplicités) qui appartient &
C' N L, nous notons ce troisiecme point P * P.

jdmdmo

Figure 3: Regle de la sécante-tangente.

Proposition 56. Soient un corps infini K et une cubique irréductible non
singuliére C'. Pour tous points P, Py, Q1 et Q2 € C(K), nous avons

(P‘L * PQ) * (QL * Qg) = (PL * QL) * (PQ * Qz) (I\’rlﬁ)

Preuve. Construisons les matrices

P’l PQ P’L * PQ
M = 1 Q2 Q1 * Q2
Py Q PyxQy (P + Q1) * (Py* Q)
ef
_M P o Py x Q)
JI = PQ QQ PQ * Qz ,

Py Py Q1% Q2 (Py + Py) % (Q1 % Q2)

ou les éléments de la ligne i de M (respectivement ﬁ) sont des points de
C(K) de la droite L; (respectivement L;) passant par ces éléments. Nous
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devons montrer que M = M. N

(i) Considérons d’abord le cas o L; et L; ont uniquement un point d’inter-
section (c'est ce que nous appellerons I'hypothese de travail (i)).

Posons L = L{L,L5 et L = Elfgig. Choisissons ensuite a, as et az non tous
nuls tels que

a1C(R1) + a2 L(R1) + asL(Ry) = 0
ﬂ-lC(Rz) + CI-QL(RQ) + G3L(R2) =0 !

avec Ri(# P, Pyet Py x P,) € L) et Ry ¢ L. Remarquons que R, et R,
existent car K est infini. Construisons la cubique

(IV.17)

Co=a,C + asL + a.3E.
a) Par I'absurde, supposons que Cy # 0.

(1) Notons M; un élément quelconque de la premiere ligne de la
matrice M. Par le lemme 37,

I(Myj, Ly, L) = I(My;, Ly, Ly) + I(My;, Ly, Ly) 4+ [(My, Ly, Ly)
> 1.

Or, par le lemme 38,

I(Jflj, Ll_\ Cg) 2 mlll{.[(jlflj, Ll_\ C), I(Jflj, L]__, L), I(Jflj, L]__, L)}
> 1.

Par (IV.17), R, est un point de Cy et donc I(Ry, L, Cy) > 1
car Ry € L. Nous avons finalement que )., I(P, L, Cy) > 4
et, par conséquent, par le corollaire 45, Cy = F'L; ou F' est une
conique.

(2) Notons My, un élément quelconque de la deuxiéme ligne de la
matrice M.
1° Par le lemme 38,

I(_-nl-i(gk_, LQ_, CU) 2 min{f(ﬂ-fzk, LQ_, C), I(.-nl-fgk_, Lz_, L), I(.-nlfzk_, LQ_, E)}
> 1
De plus, par le lemme 37,

I(May, Ly, Co) = I(May, Lo, F) + I(Myy, Ly, Ly) > 1.

Si .-nl-fgk &, Ll_, alors I(_-‘ql-i(gk_, LQ_, Ll) = 0 et donc I(ﬂ-fgk, LQ_, F) 2 1.
2° Sinon, si My, € Ly, alors dj tel que My, = My; et donc My, €
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Ej. Par I'hypothese de travail (i), LgﬂEj = Mj; et par conséquent
J = k. My apparait donc deux fois dans L; car Mop = M; = M.
Nous avons alors, par le lemme 38,

[(Mayy, L;, Co) > min{I(My, L;, C), I(My, L;, L), I(My, L;, L)}
> 9.

Par 'hypothese de travail (i), (Mg, Ej, L;) = 1. Par le lemme
37,

I(Ma, L, Co) = I(May, L, F) + I(Mgy, Lj, Ly) > 2.

Nous avons finalement (M, Ej, F)>1; My, est donc un point
de F et I(ﬂ-fgk, LQ_, F) 2 1.

3° Comme (Mo, Lo, F') > 1 indépendamment du fait que Moy €
L, ou non, nous avons chL2 I(P, Ly, F) > 3 et, par conséquent,
par le corollaire 45, F' = D L5 ol D est une droite.

1° Considérons le cas ou P, * Q, = P x (. Appelons ce point
commun M;.. Alors, par I'hypothese de travail (i), I(Ms., Ls, L) =
I(Mj;., Ly Ly) = 0. En effet, si P, *Q, = Py * Q3 = Py * P, (les
autres cas sont triviaux ou symétriques), alors @ *Q, = P, * P et
les droites Lj et E3 ont alors deux points communs. Par le lemme
38,

I(Ms., L3, Co) > min{I(Ms., Ls,C), I(Ms., Ls, L), [(Ms., L3, L)
2

2
>

Or, par le lemme 37,

I(M;., L3, Cy) = 1(Ms., L3, D) + I(Ms., L3, Ly) + I(Mj., L3, L)

>2,

et donc I(Mj., Ly, D) > 2. Ce qui signifie, par la corollaire 45, que

D = kL5 ou k est une constante non nulle.

2% Supposons que le point M3 = Py * Q) apparaisse n fois dans

L;. Alors, par le lemme 38,

I(Msy, L;, Co) > min{I(Ms,, L;, C'), I(My,, L;, L), I(Ms, L;, L)}
> n.

De plus, par le lemme 37,

I(Msy, L;, Cy) = I[(Msy, L;, D) + I(Msy, L;, Ly Ly).
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Or, par le lemme 37 et compte tenu de I'hypothese de travail (i),
I(ﬂfm, EJ‘, L']_LQ) =n— 1_,

et donce I(Ms, Ej, D) > 1. Cela signifie que M3, € D. Comme
le méme argument est valable pour le point M3y = Ps * (0o, nous
avons que M3y € D. La droite D a par conséquent deux points dis-
tincts communs avec Ly et done, D = kL3 ot k est une constante
non nulle.

Finalement, nous avons C' = kL LoLs = kL ot k est une constante non
nulle. Or, par hypothese, C(R2) = 0 et L(R2) # 0, ce qui est impossible
car k # 0. Nous avons donc

a,C' + asL + asi =0.

Montrons que a; # 0.

Par I'absurde, supposons que a; = 0, alors ay # 0 ou az # 0. Par
symétrie, supposons que ap # 0, alors L divise E, et donc i, j tels
que L; est la méme droite que L , ce qui est contraire a 'hypothese de
travail (i). Nous avons demontro que

C =0b,L+0byL, (IV.18)
avec by = ay/a; et by = az/a,.

Notons T le point d'intersection entre Ly et Ly. Par (IV.18), C'(T) = 0:
T est donc un point de C. Comme T € Ly N C., T est égal a

Py« Qy, Py x Qg ou (P Q) * (Py* Q). (IV.19)
Et comme T € L3N C', T est cgal a
Pyx Py, Q1+ Qg ou (P x Py) + (Q1 + Q). (IV.20)

Par I'hypothese de travail (i), les deux premiers points de (IV.19) sont
différents des deux premiers de (IV.20). @11 effet, si, par exemple, P,
Q1 =T = P, * Py, alors les droites L; et L ont deux points communs.
Il reste donc les cas

(Pr#@Q1) * (Pax Qo) =T = (Py* Py) % (Q1 %Q2), (IV.21)
PrxQ=T= (P *Py) x(Q1%Q), (IV.22)
P« Py, =T = (P, % Q1) * (P2 xQ2),
Py x Q2 =T = (P1 % Py) * (Q1 * Q2),
Q1 *Qa=T = (Py*Qy) = (P2 Q).
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Si la relation (IV.21) est vérifiée, alors la démonstration est terminée.
Les quatre dernieres relations étant symétriques, nous allons unique-
ment montrer que la relation (IV.22) n’est jamais vérifiée ou implique
la relation (IV.21). Considérons le point M3z = (P * Q1) * (P2 * Q2).
Ce point appartient a C'N Ls. Donc, comme ¢3 # 0 (car sinon C' serait
réductible), Ms; € L, c-a-d. Mj; est un point de Ly, L, et/ou Ls.
1°Si My3 € E-l, alors Mss € Ly N El et est donc égal a Py x ()4, i.c.

(P'L *Ql) * (PQ*QQ) =P Q.

Ce qui, remis dans (IV.22), termine la démonstration.
2° 8i Ma3 € Lg, alors M3z € L3N Ly et est done égal a Py * ()9, i.c.

(P % Q1) * (P % Qy) = Py % Qo (IV.23)
Si Py % Q2 = Py * (01, alors nous avons un cas équivalent a 1°. Sinon,
par (IV.18) et par le lemme 38,
I(Py % Qy, Ly, C) > min{I(P, * Q1, L3, L), I(P, = Qy, Ly, L)} > 2,

car, par (IV.22), I(P, Q1 L3, E] > 2. De plus, comme Py *Q| # Py*(Qs,
par (IV.23),
I(Py%Q3, L3, C) = 2.

Nous avons finalement ) .., I(P, L3, C) > 4; ce quisignifie, par le co-
rollaire 45, que L3 divise C', ce qui est impossible car C' est irréductible.
3° Si M3z € Lj, alors M3z € L3N Ly et est done égal & T, i.e.

(Prx Q1) * (Pyx Qo) =T = (Pr x Py) * (Q1 x Q2),
ce qui termine la démonstration.

(i) Considérons a présent le cas ou 34, j tels que L; = L;. Par symétrie, les
seuls cas a envisager sont

P’L = QZ!
P=Q,%Qy (etdonc P xQ, = Qy),
Py xPy= P x@Q; (et donc Py = Q).
La relation (IV.16) devient alors respectivement
(P * Py) # (Qux Pr) = (Pr o+ Q) x (Pyx Py,
(P‘L*PQ) *P‘lZQQ*(PQ*QQ)!
(P]_ *PQ) #* (PQ*QQ) == (P]_ *PQ) *(PQ *Qz)

Comme la deuxieme relation se réduit a P, = P, et que les deux autres
relations sont immédiates, le théoreme est démontré. O
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Théoreme57. Soit un corps infini K. Si (E, Q) est une courbe elliptique
définie sur K, alors l'opération

P+Q=0x(Px*Q) (IV.24)

définit une structure de groupe commutatif ayant O comme élément neutre.
De plus, si O' est un autre point de la courbe elliptique, alors 'opération

P+'Q=0"+(PxQ)
définit une structure de groupe isomorphe au premier.

Preuve. (i) a) Vu la définition dela loi de composition de la sécante-tangente,
la commutativité est évidente: P+Q = O (PxQ) = O0*(Q*P)=Q+ P.
b) O est I'élément neutre, car P+ 0 = O*(P*0) = O*(0+P) = O+P = P.
c¢) L'élément symétrique d'un élément @ est défini par:

—Q=(00)xQ. (IV.25)

Q

Figure 4: Symétrique d'un élément (.
Ce qui est bien le symétrique, car
Q+(-Q)=0x@Q=((0%0)%Q)) =0*(0+x0)=0+0=0
et

—R+Q=0x(((0x0)*Q)*Q)=0x(0x0)=0+0=0.
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d) 1l reste a montrer I'associativité. Calculons:

«(Q + R) ( +(@+R))
Q) *Q) (0 +(Q+R)) car P=(Px*Q)*Q
Q) *0) x(Q *(Q +R)) par la relation (IV.16)
Q) x0O) xR car Q *(Q+R)=R

Q)

(P+Q)*R=P*(Q+R)

Figure 5: Vérification de I'associativiteé.

En appliquant O sur les deux membres de I'égalité, nous trouvons P +

(Q+R)=(P+Q)+ R

(ii) Construisons I'application bijective
¢:(E,+) = (E,+'),P—P—-0,
alors

¢(P+Q)=(P+Q) —
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= 0 x[(0*(PxQ)) = ((0x0) x0O)]
=0*[(0*(0%0)) *((P*Q) *O")] par (IV.16)
=0 [0 (P+'Q)]

=P+'Q=9(P)+¢(Q).

L’application ¢ est donc un isomorphisme. O

Figure 6: Loi de groupe sur une courbe elliptique.

IV.4.2 Théoréeme de Poincaré

Le théoreme 57 peut étre généralisé a un corps de caractéristique quelconque.

Théoreme 58 Théoreme de Poincaré. Soit un corps K. Si (E, Q) est
une courbe elliplique définie sur K, alors Uopération

P+Q=0x(Px*Q)

définit une structure de groupe commutatif ayant O comme élément neutre.
De plus, si O' est un autre point de la courbe elliptique, alors I'opération

P+'Q=0"*(PxQ)
définit une structure de groupe isomorphe au premier.

Nous allons démontrer ce théoreme dans le cas ou K' = F,. Pour cela,
nous avons besoin d'introduire 'application réduction modulo q.
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IV.4.3 L’application “réduction modulo ¢q”

Notons P5(Q), I'ensemble des points rationnels dans P,. Un point P = (a, b, ¢)
est normalisé si a, b et ¢ sont des entiers sans factenr commun.

Ezemple 16. Le point (1/2,—2/3,3/4) est représenté par (6, —8,9) en coor-
données normalisées.

Si z représente le résidu de x modulo ¢, i.e. T = = mod ¢, alors a chaque
point normalisé P = (a,b,¢) de P2(Q) correspond, au signe pres, un et un
seul point P = (a, 33) de P,(F,), car au moins un des trois nombres a, b ou
¢ n'est pas un multiple de q.

Définition 59. L’application réduction modulo g est 'application
0 : Py(Q) = Py(F,), P — P. (IV.26)

Soit C' € Q[X,Y, Z]; une courbe définie sur @Q dont les coefficients sont
normalisés, nous dirons que C' est normalisée. Alors, nous associons la courbe
C € F,[X)Y, Z]; en réduisant les coefficients de C' modulo ¢.

Proposition 60. Avec les notations précédentes, si P € C(Q), alors P e
C(F,).

Preuve. Comme v : Z — F,, « — & est un homomorphisme de groupe, la
theése est immeédiate. O

Corollaire61. 5t C et Cy sont deux courbes, alors

(C1(Q) N C2(Q) € C1(F,) N Co(F,).
Preuve. Trivial. O
Lemme 62. Soit une droite normalisée L € Py(Q) donnée par
L:aX+bY +cZ=0.

Alors il existe une tranformation linéaire

X X' by tg T3 X
T:P(Q = P(Q), | YV | = | Y| = | tor l22 23 Y
Z z' t31 t32 L33 A

compatible avec la réduction modulo q qui transforme L en la droite & linfini
L':Z'=0.
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Preuve. Notons d = pged (b, ¢). Par le corollaire 4, 3r, s € Z tels que re —
sb = d. Remarquons que r et s sont nécessairement premiers entre eux.
De plus, comme L est en coordonnées normalisées, pged(a,d) = 1, et donc,

par le corollaire 5, 3t, u € Z tels que td + ua = 1. Comme pged(r,s) = 1,
Jv, w € Z: vs — wr = u. Définissons la matrice (t;5) :

tvw
(tU) = Or s
abc

Le déterminant de cette matrice vaut 1 par les hypothéses sur r, s, ¢, u, v et
w. Par conséquent, la matrice (m;;) = (¢;;)~' aura des éléments entiers. Les

matrices réduites (f;;) et (7;;) sont donc inverses I'une de 'autre, fournissant
un changement de Coordonnces correspondant modulo q. O

Proposition 63. Soient une cubique irréductible non singuliére C' et une
droite L deﬁmes sur Q. Alors, si CN L = {PL, Pz, P3} en foordonnees nor-

malisées et si L n'est pas une composante de C Cﬂ L= {PL, Pg, P3}

Preuve. (i) Supposons que L soit la droite & l'infini Z = 0. Notons P, =
(a;, b;,0) (i = 1,2,3), les trois points d’intersection de C' et de L en coor-
donnés normalisées et F(X,Y, Z) = 0, 'équation de C. Alors,

F(X,Y,0) = kH — b, X), (IV.27)

avec k # 0 car C' est irréductible. Comme L n'est pas une composante de 5
il s'ensuit que ﬁ(X, Y,0) # 0 VX, Y. Par ailleurs, étant donné que les points
P; sont en coordonnées normalisées, (Eﬁ,l;) # (0,0); et donc k # 0. Nous
pouvons par conséquent réduire (IV.27) modulo ¢:

F(X,Y,0) = ?Ef[(a;}’ —b,X),

et donc, CNL = {IF;L P, }3;,}
(ii) Si L n’est pas la droite a I'infini, alors nous 'y ramenons par la transfor-
mation définie par le lemme 62. O

IV.4.4 Démonstration du théoreme de Poincaré

Par le théoreme 57, nous savons que si (E, Q) est une courbe elliptique définie
sur @, alors 'opération P+ Q = O = (P Q) définit une structure de groupe.
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Nous devons donc démontrer que, si (E 5) est une courbe elliptique définie
sur F,, l'application modulo ¢ : E(Q) — E(F,), P — P est un homomoi-
phisme de groupe.

Preuve. Soient P et Q deux points de E(Q) tels que P + @ = R. Notons
respectivement L, et Ly, les droites PQ et (P *Q)R; et done

ENnL ={PQ,PxQ} e FENL,={P*xQ R, O}
Par la proposition 63,

ENL ={P.Q.P+Q} et EnL,—{P+Q RO},
etdoncﬁzmzﬁ+@. O

Il reste a montrer que cette structure de groupe est indépendante du choix
de O € E(F,).

Preuve. Construisons l'application bijective
¢:(E,+) = (E+),PsP-0,

alors, par le théoreme 57 et comme l'application modulo g est un homomor-
phisme de E(Q) dans E(F,),

6(P+Q) =0P+Q =(P+Q -0 =(P+Q) -0 =P+Q

= o(P) +' 6(Q).

L’application ¢ est donc un isomorphisme. O

IV.4.5 Formules explicites

Nous allons & présent donner les formules explicites pour additionner deux
points P et () et pour doubler un point P sur une courbe elliptique donnée
par l'équation de Weierstrass

E: f(zy) = y* +aizy + agy — 2° — agr® — ayr — ag = 0 (IV.28)

oll nous prenons, comme ¢lément neutre, le point a 'infini @ = (0, 1, 0). Etant
donné que O est le seul point a I'infini, nous allons travailler en coordonnées
non homogenes.

Soient P = (p1,p2) et @ = (q1, ¢2) deux points distincts de E.
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B=(zp 3) R*B=(z3y)

R+B=(z3~1)

Figure 7: Addition de deux points sur une courbe de Weierstrass.

Calculons —P = (z(_p), y(=p)). I'inverse du point P. Ce point appartient
a la droite L : = = py, car O x O = Q. En substituant dans (IV.28), nous
obtenons

f(P'L.‘ ’E)’) e ’E)’Q +apy + agy — P% - H-QP% — 4P — Qg
c(y —p2) (Y — yep))
=cy’ —c(pa + Y—p)Y + cP2y(p).-

Si nous égalons les coefficients, nous avons ¢ = 1 et a1p, + az = c(pa + y—p)),
et done

—P = (p1, —p2 — aip1 — a). (IV.29)
Addition des points P et @ (i) Sip, = q, et si gy = —py —a;p, —as, alors

P+Q=0.

(ii) Notons R = (ry,73), la somme de P et de ). Remarquons que R
n'est pas le point & I'infini (cas (i)). Supposons que ¢z # —pa—ap; —as.
a) Si p1 # q1, posons

\ = 2 — P2
g1 — M

et 7 =ps—Ap1.

La sécante passant par P et () a pour équation y = Az + . En substi-
tuant dans (IV.28), nous avons
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fl@, Az +7)
= Az + )’ +az(A\z +7) + as(hz + 7) — 2° — agz® — asz — ag
=2+ (—ay+ A+ a1 \)2® + (—ay + 22Xy + a17 + az)\)z
—ag +7° + azy
=c(z —pi)(z—q)(z—r)
= ca® —c(p1 + qu + 1) + c(qry + pugy + piri) T — eprury.

Si nous égalons les coefficients, nous avons ¢ = —1 et —c(p;+q1+71) =
—ay + A2+ a; )\, et donc

r=—as+ AN+ a)—p—aq, (IV.30)
ro=—(Ari+7) —air; —as. (IV.31)

b) Si py = q, alors P = @. L'addition de P et de @ revient alors a
doubler le point P.

Doublement du point P Les formules vues ci-dessus restent valables, si ce
n’est que maintenant A représente le coefficient angulaire de la tangente
a la courbe en P:

A= @ — _%}L(PL‘IJZ) _ (_))p% + Qa'zpl +ay — aips
dx P %‘;‘,(Phpz) 2})2 + ap; + as

Ezemple 17. Soit la courbe elliptique
Y =+z+1

définie sur Faz. Les seuls points de cette courbe sont

(0,1) (0,22) (1,7) (1,16) (3,10) (3,13) (4,0) (5,4) (5,19)
(6,4) (6,19) (7,11) (7.12) (9,7) (9,16) (11,3) (11,20) (12 4)
(12,19) (13,7) (13,16) (17,3) (17.20) (18,3) (18,20) (19,5) (19, 18)

plus le point & Uinfini @. Prenons P = (3,10) et @ = (9,7). Calculons
R = P + Q. Les formules précédentes donnent

7-10 -3 -1
f =3 ol e Fy, e y=10-11-3=-23=0¢ Fy,

A= —
9-3 6 2

1y =—0+11240-11-3—-9=109 =17 € Fys
rg=—(11-17+0) —0-17T— 0= —187 = —3 =20 € Fo3
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Par conséquent, (3,10) + (9,7) = (17,20). Calculons maintenant R = 2P.
Les formules précédentes donnent

\_3:3+42:0:3+1-0-10 28 5 1
B 2.10+0-3+0 200 20 4
y=10-6-3=—8 =15,

r=—0+6"+0:-6-3-3=30=7
rg=—(7-64+15 —0-6—-0=—57 =

Par conséquent, 2(3,10) = (7,12).

Ezemple 18. Soient le corps Fy: généré par la racine o du polynome irréduc-
tible sur F, donné par f(z) = z* + x + 1 et la courbe elliptique

V¥ +ay=2>+a'a? +1

définie sur Fys. Avant toute chose, calculons les puissances successives de «

o’ = [0001],

o' = [0010],

a? = [0100],

o = [1000],

ot =a+1=10011],

a’ = a’+ a = [0110],

ab = a® 4+ a? = [1100],

a'=a'+a* =0+ a+1=1[1011],
o*=a'+ o’ +a=0a’+1=][0101],

o’ = a® 4+ a = [1010],

o’ =o'+’ =a’+a+1=[0111],

a'' = o’ 4 o’ + a = [1110],

a? =o'+’ +a? =0’ +a’+a+1=[1111],
aBP=a'+ o’ +a’+a=a’+a’+1=[1101],
a'* =o'+ 0o’ +a=0a’+1=[1001],

o' =o'+ a=1=[0001].

Remarquons que pour étre cohérent avec nos notations, nous aurions di
écrire 1'équation de la courbe sous la forme

[0001]y? + [0001]zy = [0001])2* + [0011]2% + [0001],
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mais comme [0001] est 'identité multiplicative, la premiere écriture est cor-
recte. Les seuls points de cette courbe sont

(0, 1) (1_,0:?] (1_,0:1.3) (a3,a§) (a?,aw) (a'?_, ' 2 al
(a® al?) (0 a'®) (@, a') (@' a') (0!, a®) (a'2,0) (a2, a?)

plus le point & l'infini O. Prenons P = (a® a®) et Q = (a? a'?). Calculons
R = P + (. Par les formules précédentes,
a—a®  (aP+a’+ 1)+ (a?+1) b

A f— f— = — =0,
23 — b (@) + (a® + a?) 2.

8 6

y=a*—aa’=at+a" = () + (@ +a+1)=a’+a’+a=0a"

r=-a'+a’+1l-a—a®—a*=(a+1)+a’+a+ (a’+a?) +a?
=1
rp=—(a-1+a'')=1-1-0=0a+a?+1=a"

Par conséquent, (o a®) + (a3 a!?

) = (1, a'®) ou de facon équivalente,
([1100], [0101]) + ([1000], [1101]) = ([0001], [1101]).

Calculons maintenant R = 2P. Par les formules précédentes,

\ 30 +2a%a®+0—-1-a® a'?2+a® ot o
= == — o a” =a”,
208 4+1-a%+0 6 ;
7:0:8—0:3036: (&2+1)+(&3+&) :&,12!
rm=-a'4+a®41.03-a-af=0a'4+a’+a?=a’+a+1=0a'
ro=—(0%a® +a?) =1 a®—0=a®+a'2+a® =a?+1=ab

Par conséquent, 2(a® o®) = (o' a®) ou de facon équivalente,

2([1100], [0101]) = ([0111], [0101]).
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A retenir.

» Soit un corps K. Une courbe elliptique est une cubique irréductible
non singuliere de Py(K) qui possede un point O.

» Une courbe elliptique est une courbe birationnellement équivalente
aux points de I'équation de Weierstrass

yQ + a1xy + azy = z3 + 0-2332 + a4x + ag,

plus le point a I'infini O = (0, 1, 0).

» Si(E, O) est une courbe elliptique, alors 'opération P+Q = O (P x
Q) définit & un isomorphisme pres une structure de groupe commutatif
dont @ est I'élément neutre ot la loi de composition P * () définit le
troisieme point d’intersection de la droite passant passant par P et ()
avec la courbe elliptique.

» Si une courbe elliptique est donnée par une équation de Weierstrass
plus le point & U'infini @, alors I'addition de deux points P = (py, p3)
et Q = (q1, g2) vaut

O siq=p etsi @@= —py—a1p; —as;
R = (r, ) olt
{ n=-—t+Atad-p-q,
ry = —(Ary +79) — airy — as;
avec
42 — P2

A=—=—— si p#q,
@ —p

_ 3p; + 2agpy + ag — a1ps
2p2 + a1pr + a3

A sl p1=q

et v =p2s— Ap1.

Remarquons que y = Az + 7 est soit la sécante passant par P et
(), soit la tangente a la courbe si P = ().
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