Partie Il|
Plan projectif et courbes planes

Résumé. Cette partie définira de plusieurs facons le plan projectif
sur un corps. Ensuite, I'intersection de droites et de courbes du plan
projectif sera analysée pour aboutir au théoréme de Bezout.

I11.1 Le plan projectif P,

Définition 27. Soit un corps K. Le plan projectif Py(K) est 'ensemble des
points P = (a,b,¢) # (0,0,0) € K? de sorte que deux points P = (a, b, c) et
P'= (d', V', ') sont considérés comme étant des points équivalents s'il existe
t € K* tel que (a,b,¢) = t(a' b, ). Les nombres a,b et ¢ sont appelés les
coordonnées homogénes du point P.

Plus généralement, nous définissons le n-espace projectif P,(K) comme
I'ensemble des classes d'équivalence des (n + 1)-uples suivants:

P, (K) {(ao, a1, ... a,) € K" | ag,ay,..., a, non tous nuls}
T - ]
ou (ag, ay, ..., a,) ~ (ag, a} al) s'il existe t € K* tel que

(ag,ay, ..., a,) = tag, aj, ..., al)

Définition 28. Soit un corps K. Le degré d'un terme d'un polynome p de
l'anneau K[X, ..., X,]| est la somme des exposants des variables X; appa-
raissant dans ce terme. Le degré du polyndéme p est le plus grand degré de ses
termes.

Ezemple 15. Le polynéme p(X,Y, Z) = 3X3Y + 4X?Y2Z — Y Z? est un po-
lynoéme de degré 5.

Définition 29. Soit un corps K. Un polynéme p € K[X,, ..., X,] est un
polynéme homogéne de degré d si chacun de ses termes est de degré d. De
plus, p est dit irréductible s'il ne peut pas s'écrire comme le produit non
trivial de deux polynémes de K[X], ..., X,

Notation. Si p est un polynome homogene de degré d défini sur un corps K
et & n variables, alors nous écrirons p € K[X|, ..., X, |4
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Introduction élémentaire a la théorie des courbes elliptiques 17

Proposition 30. Soient un corps K et un polynome non nul p(X,, ..., X,,)
a coefficients dans K. Alors, p est est un polynéme homogeéne de degré d > 0
si et seulement si, pour une variable auziliaire t,

p(tX, .. tX,) = t(X), ..., X,). (IIL.1)

Preuve. La condition nécessaire est évidente. Démontrons la condition suffi-
sante. Ecrivons p comme une somme de polynémes homogénes non nuls de
degré d;:

P=Dpq, +Pa + P, di <dy < < dg.

La relation (II1.1) implique que
tdlpdl + tdzpdz + + tdkpdk — tdp = tdpdl + tdpdz + 4+ tdpdk!

et donc, t% = 14 pour tout i. Par conséquent, k = 1 card, < dy < +++ < dj,
et P = D4, = Pa- U

Corollaire31 (Formule d’Euler). SiF € K[X,,..., X,], est un polyndme
homogéne de degré d défini sur un corps K, alors

"\ . OF
;Aia—&:d-p

Preuve. Ta proposition 30 donne F(tX,, ... tX,) = t‘F(X,,..., X,). En
dérivant par rapport a t, il vient que

3 X.ia—,(tXl, LX) = dtTIR(X LX),
= 0

Sinous prenons ¢t = 1 dans la relation précédente, nous obtenons la these. O

Remarque. La dérivée d'un polynome se définit de maniere purement alge-
brique. Si p(X) = >__, @ X" est un polynéme de 'anneau K [X], alors

T ! T
ay o = apk : .
(Z X ) > agk Xt

k=0 k=1

Définition 32. Soit un corps K. Une courbe C' de P,(K) est 'ensemble des
points qui satisfait a

p(X,Y Z) =0,
oup € K[X,Y, Z]; est un polynéme homogene de degré d > 1. Si d = 1,
alors C' est appelée une droite; si d = 2, une conique; sid = 3, une cubique,
etc... Le nombre d est appelé le degré de la courbe.
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Introduction élémentaire a la théorie des courbes elliptiques 18

Le plan usuel (x,y) sur un corps K, encore appelé plan affine et noté
Ay (K), est 'ensemble des point (z,y) € K2 Si nous introduisons les coor-
donnés XY, Z telles que 2 = X/Z et y = Y/Z, alors a tout point (z, y) de
Ay (K) correspond le point (X,Y, Z) de Py(K). Réciproquement, si Z # 0,
alors & tout point (X,Y, Z) de Py(K) correspond le point (z,y) de Ay (K).
Voyons a présent ce qui se passe quand Z = 0. Considérons, dans Ay (K),
deux droites paralleles L : ax+by+c=0et L' : d'z+b'y+c=0o0ua' =taet
b' = tb. En coordonnées homogenes, c.-a-d. dans P, (K ), ces droites s'écrivent
L:aX+bY +cZ=0cetL:adX+0bY +c'Z = 0. Lintersection de ces
droites a lieu en un point pour lequel Z = 0. Un tel point est appelé point d
Uinfini. Cela permet de donner une nouvelle définition de Py (K):

P,(K) = Ay (K) U {I'ensemble des directions dans Ay (K)}.

Nous voyons done que l'introduction des coordonnées homogeénes n’oblige
plus a faire la distinction entre droites paralleles ou non: deux droites dis-
tinctes s’intersectent en un point unique comme le montre la proposition

Figure 1: Intersection de droites paralleles.

Lemme 33 (Théoréme du rang). Soient V un espace vectoriel de dimen-
sion finie, W un espace vectoriel quelconque et T : V. — W une application
linéaire. Alors,

dimKerT +dimImT = dim V.

Preuve. Dans la suite, nous avons uniquement besoin du cas on W est de
dimension finie; nous allons donc uniquement démontrer le lemme avec
cette hypothése supplémentaire. Soient {vy, ..., v,} et {w,..., w,} des bases
respectives de KerT et de Im T

(i) Par définition de Im T, Jy; € V tel que T(y;) = w;. Montrons que les
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Introduction élémentaire a la théorie des courbes elliptiques 19

vecteurs ¥, ..., Y, sont lineairement indépendants. Par I'absurde, si oy, +
cotagy, = 0, alors

T (Zq: o:.a-y.é) = i:o:.iT(yi) = i: azw; = T(0) = 0.
i=1 i=1 i=1

Par conséquent, wy, ..., w, sont linéairement dépendants et ne forment pas
une base.
(ii) Montrons que {vy,..., v, ¥1,...,Yy,} est une base de V. L'indépendance
linéaire de wvy,..., vy, y,...,y, se démontre de la méme facon que pour
Ui, ..., Yg llreste a démontrer le caractere générateur de vy, ... vy, ¥y, ..., Yq,
. T . 1 _ P o q Ao, A A
Le. Vo € V,3a;, § tels que x = > 7 | ayuy + .1 | fiy;. Or, étant donné que
{wy,... w,} est une base de Im T,
q q q
T(z) = E Biw; = E BiT(y;) =T E Bivi |,

i=1 i=1 i=1
et donc x — Y " | fBiy; € KerT et est une combinaison linéaire de vy, ..., v,;
ce quli signifie que x est une combinaison linéaire de vy, ..., v, y1,..., Yy, O

Proposition 34. Soient un corps K et deuz droites distinctes
L:aX+bY +cZ=0 e L:dX+4+VY+Z=0

de Py(K). Alors L et L' ont un unique point d'intersection. De plus, deux
points distincts de Py (K) définissent une et une seule droite.

Preuve. (i) Considérons I'application linéaire

X ab e X
T:Py(K)—=P(K), | Y | — (al’ p C,) Y.
Z ' ' Z

alors, comme L et L' sont distinctes, le rang de la matrice des coefficients
vaut 2, et donc le noyau est de dimension (3 —2) = 1.

(ii) Soient Py = (ay, by, 1) et Py = (ag, by, ¢2) deux points distincts de L et
I'application linéaire

(15} bQ Co

a
T:Py(K)— Py(K), [ b ]| = (“‘1 by "'1)
C

Comme P, et P, sont distincts, la matrice des coordonnées des points est de
rang 2, et done le noyau est de dimension 1. O
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Introduction élémentaire a la théorie des courbes elliptiques 20

Revenons a la définition de Py(K). Toute droite de Ay (K') est parallele
a une droite passant par l'origine de la forme L : ax = by. Cependant, si
(a',b") = (ta, tb), alors la droite L' : d'x = b’y est la méme droite que L. Par
conséquent, I'ensemble des directions de Ay (K') est donné par les points (a, b)
de la droite projective P, (K'). Nous avons alors

Py(K) = Ay (K) U P (K).

I11.2 Intersections et théoreme de Bezout

111.2.1 Intersection d’une droite et d’'une courbe

Etudions I'intersection d'une droite L et d'une courbe C' de degré d dans Py
définies sur un corps K. Dans un premier temps, nous allons supposer que
K est un corps de caractéristique nulle! ou de caractéristique p > d. Fixons
les notations:

C:F(X)Y,Z)=0.

Nous savons que deux points distincts définissent une droite. Soient P, =
(a1, 0y, ¢1) et Py = (ag, by, ¢3) deux points distinets de la droite L, alors L
peut se paramétriser sous la forme

X = sa, + tay
L:<{Y =5sb + tby
Z = sc) + tes

Les points d’intersection de la droite et de la courbe sont done donnés par
F(say + tas, sby + tha, sc1 + tea) = 0. (II1.2)

Le point d’'intersection P, correspond & s = 1 et t = (0. Considérons cette
fonction comme une fonction de ¢ et notons-la f(¢). Le développement en
série de Mac-Laurin donne

f0),  f"(o)

F(t) = F0) + =t 5=t e et

Définition 35. Nous dirons que L intersecte C' en P} avec un ordre m si
F(0) £ 0 et si f(0) =0 pour I < m.

Notation. Si P est un point d’intersection d’ordre m entre une droite L et une
courbe C| alors nous notons I(P, L, C) = m. Par convention, si P ¢ LN C,
alors I(P,L,C) = 0.

tCela signifie que K est infini.
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Supposons que P; soit un point d’ordre m > 2. Cela signifie que f'(0) = 0
et donc, par (IIL2), que

or
dX

JdF

oF N
az 2 -
p 0Z

p L 0Y

Py

Définition 36. Un point P d'une courbe C': F(X Y, Z) = 0 est dit singulier

51
OF| _9F| _oF

x|, " av|, " 9z
sinon P est dit non singulier ou simple. De plus, la courbe C' est appelée
courbe non singuliére si tous ses points sont simples.

P

P

Supposons que Py soit un point non singulier. La relation (ITL.3) implique
que le point Py = (ay, by, ¢3) appartient a la droite

JF

0X

JdF

Y

0Z

-

Z=0. (II1.4)

P

B IS

Par le corollaire 31, le point Py = (ay, by, ¢1) appartient également a cette
droite. La relation (II1.4) définit la tangente a la courbe C' au point (simple)
P,.

Si K est un corps de caractéristique p < d, alors la formule de Mac-
Laurin n'est plus applicable. En gardant les mémes notations que ci-dessus,
nous pouvons écrire f comme un polynome en T, i.e.

f(t) =ko+ kit + -+ + kat®.

La seule différence avec ce qui précede est que nous ne pouvons plus exprimer

les coefficients k; sous la forme " ® Nous dirons que le point P, est un point

d’ordre m si k,, # 0 et si k) = OLpour [ < m; les autres définitions restant

les mémes.

Lemme37. Soient un point P, une droite L et deux courbes Cy et Cy. Alors
I(P,L,C\Cy) =I(P,L,Cy)+ I(P, L,Cy).

Preuve. Trivial. O

Lemme 38. Soient un point P, une droite L et deux courbes C| et Cy. Si
C, et Cy ont le méme degré et si C, + Cy # 0, alors

I(PL,C,+ Cy) >min{I(P,L,C\), I(P,L,C5)}.
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Preuve. Trivial. O

Proposition39. Si F(X,1,0) est un polynome en X et si L : Z =0 est la
droite a Uinfini, alors I((r,1,0), L, F) est égal & la multiplicité de r comme
racine de F'(X,1,0).

Preuve. Soit la transformation linéaire

X X' 1—r0\ /X
T: PP |V ||V ]|=(001]]|YV],
z VA 010/ \z

qui envoie le point (r,1,0) en (0,0, 1) et dont 'inverse est donnée par

X X' 107 X
TV P, =P [ Y| =Y |=]001 Y
Z z' 010 Z
Notons
F(X.Y) = FTY(X,Y,1)) = F(X +7,1,Y),
I(X,)Y)=L(T"'(X,Y,1)) =Y.
Done, I[(X,Y) est de la forme bX — aY avec b = 0 et @ = —1 que nous

. L It _t
pouvons paramétriser par ¢(t) = (gf) B ( 0 ) o

f(()(f)) = f(_t! 0) = F(_t +r1, 0)

I((r,1,0), L, F) est alors donné par I'ordre de la racine de f(¢(t)) en t = 0,
soit encore par 'ordre de la racine de F/(—t +r,1,0) en ¢t = 0, ce qui est égal
a la multiplicité de r comme racine de F'(X,1,0). 0

111.2.2 Théoreme de Bezout

Le théoreme de Bezout apparait sous plusieurs formes en géométrie algébri-
que. Nous allons uniguement présenter une version faible de ce théoreme.
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Définition 40. Soit un corps K. Le résultant, noté R(f, ¢g), de deux po-
lynémes f et g € K[X] est le déterminant

p Gpq ... ...a; ag 0 ...... 0l)
0 a, Gup_y...a9a; ag 0 ...0 )
) . L > m lignes
0 0 P Lo . 0
RO =y by b be O 0* !
0 bm bme1...0201 bg 0 ...0 _
> 1 lignes
0 0
)

s1

f(X)= i:a..iX“' et g(X)= Zm:biX".
i=0 i=0

Lemme41. Soit un corps K. Deuz polynémes f et g € K[X] ont un facteur
non constant en commun si et seulement si il eriste des polynémes non nuls
¢ et Y € K[X] de degré respectivement strictement inférieur a celui de f et
a celui de g tels que ¥ f = ¢g.

Preuve. (=) Si f et g ont un facteur commun h, alors f = h¢, g = hy et
uvf =og.

(<) Si ¢ f = ¢g, alors tout facteur irréductible de g divise soit 1, soit f. Or,
comme le degré de ¢ est strictement inférieur a celui de g, au moins un des
facteurs irréductibles de ¢ divise f. O

Théoréme42. Soit un corps K. Deuz polynomes [ et g € K|[X| donnés par

f(X) = Z a X' et g(X)= Zb.L-X"
i=0 i=0

ont un facteur non constant en commun si et seulement si
Ap Gpei ... ...apag 0 ...... 0

0 a, Gu_1...a2a; ag 0 ...0

o o0 . - 0

R(f.9) = by by o b by O ... o| =0
0 by by ...b2 by bg 0 ...0
o o0 . - 0
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Preuve. (=) Par le lemme précédent, ¢ et ¢p € K[X] tels que ¢of = ¢g on

n—1 m—1
o(X) = Z&.;Xi et Y(X)= Z g X'
i=0 i=0
avec au moins un «; # 0 et un g; # 0. Il s’ensuit que
ay o = by,
ay B + ap = biag + boary,
azflo + a1y + agfs = byovg + by + boag |
a‘n,ﬁm—l - bm&n—l-

Si nous considérons ce systeme comme un systeme homogene de m + n
équations a m + n variables, nous avons une solution non ftriviale

(.*30! ey .ﬁm—ly gy .- vy Ojn—l)-

Le déterminant du systéme est donc nul et par conséquent R(f, g) = 0.
(<) Si R(f, g) = 0, alors il existe un a; ou un J3; différent de 0. Si a; # 0,
alors ¢ # 0, et ©f = ¢g avec ¢ # 0 et donc 1) # 0. 0

Lemme43. Soit un corps K. Si F et G € K[X,Y,Z] sont deuz courbes
de degré respectif n et m vues comme des polynomes en 'unique variable Z
a coefficients dans U'anneau K[X, Y], alors le résultant de F et de G par
rapport o Z, noté R(X,Y), est soit nul, soit un polynéme homogéne de degré
mn.

Preuve. Solent

F(X,Y,Z) = Ay(X,Y)Z" + A((X,Y)Z" " 4 -+ 4+ A, (X, Y),
G(X,Y,Z) = Bo(X,Y)Z™ + Bi(X,Y)Z" " 4+ 4 Bu(X,Y),

ou A;(X,Y) et B;(X,Y) sont des polynémes homogenes de degré i. Alors,

AgtA, ... t"A, 0 ... 0

0 Ag tA, ... ("A, 0

o 1o 0 0 A tA(X,Y) ... mA,
RUXOY)=\p g mp o .. 0
0 By tB, ... ("B, 0

0 0 0 By (B .. .i"B,
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Si nous multiplions la ™ ligne par ¢'~! et la (m + j)™®™° ligne par t/~!, nous
obtenons

AgtA, .. t"A, 0 0
0 tAy 124, ... tnti4, 0

: . m—.l.. m A Ek Ve h ﬂlm:—l .
taR(tX, t}r) — 0 0 0 t 440 t zih(z\_,} ) R A ‘471

BytB, ... t™B,, 0 0

0 tB, *B, ... B 0

0 0 0 t"'B t" B, I A nimty W
=t"R(X,Y),

ol la deuxiéme égalité est obtenue en mettant ¢* en évidence dans la (74 1)"*"¢

colonne. Nous avons donc

a=1+4+2+-+(m-1)+0+2+ -+ (n—1)) = ('nl—l)-n1+(-n_1).n

2 2
et
m+n—1)(m+n
;’3:1—|—2+---+(m+n—1):( 9)( )
Comme 3 —a = mn, R(tX tY) = t"R(X,Y), et donc, par la proposition
30, R(X,Y) est soit un polynéme de degré mn, soit un polynéme nul. O

Théoreme 44 (Théoreme faible de Bezout). Soit un corps infini K. Si
F e K[X,Y, Z],, et G € K[X,Y,Z], sont deuz courbes ayant plus de mn
points commauns, alors F' et G ont un facteur non constant en commun.

Preuve. Les courbes F' et G ont au moins mn+1 points en commun ; joignons
chaque paire de points par une droite. Comme le nombre de droites est fini
et que K est infini, il existe un point P qui n'appartient a aucune de ces
droites, ni a ', ni a G. Choisissons un systeme de coordonnées homogenes
tel que P = (0,0, 1). Nous pouvons considérer F et G comme des polynomes
en /:

F(X,Y,Z) = Ay(X,Y) 2™ + A(X,Y) 2"} 4 A (X,Y),
G(X,Y,Z) = By(X,Y)Z" + Bi(X,Y)Z" 4 - + B,(X,Y),
o A4;(X,Y) et B;(X,Y) sont des polynémes homogenes de degré i. Par le

lemme 43, le résultant de F' et de G par rapport a Z, i.e. R(X|Y), est soit
un polynéme nul, soit un polynéme de degré mn. Notons (a,b,¢) un des
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mn + 1 points d’intersection. Ce point appartient a F N G, ce qui signi-
fie que F(a,b, Z) et G(a,b, Z) ont une racine commune c¢. Par conséquent,
R(a,b) = 0. Comme aucun des couples (a,b) correspondant aux mn + 1
points d’intersection ne sont proportionnels (car ils ne sont pas colinéaires
a P =(0,0,1)), R(X,Y) ne peut pas étre de degré mn. Il vient donc que
R(XY) = 0 et, par le théoreme 42, F et G ont un facteur non constant en
commun. g

Figure 2: Intersection d'une courbe de degré 4 et d'une courbe de degré 2.

Corollaire45. Soit un corps infini K. Si C € K[X,Y.Z]; est une courbe et
si L est une droite telle que Y., I(P,L,C) > d, alors L divise C.

Preuve. Par I'absurde, supposons que L ne divise pas (. Par le théoreme
44, nous savons que C' et L ont un nombre fini de points communs et, par
conséquent, ., (I, L, C) est fini. Montrons que ), , I(P,L,C) < d. Par
une transformation projective, nous pouvons supposer que L est la droite a
I'infini Z = 0. En faisant éventuellement une translation sur la variable Y
nous pouvons également supposer que tous les points d'intersection ont une
coordonnée en Y non nulle. Notons P; = (r;, 1,0) les points d'intersection de
C(X,1,0) avec L : Z = 0. Comme K est infini, il existe (r, 1,0) qui n’appar-
tient pas a CNL et done, C'(X, 1,0) est un polynome non nul. Ce polynoéme a
donc au plus d racines comptées avec leur mutiplicité. Par conséquent, par la
proposition 39, >~ ., I(P,L,C) < d, ce qui est contraire a I'hypothese. O
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by

A retenir.

» Soit un corps K. Le n-espace projectif P,(K) est 'ensemble des
classes d’équivalence des (n + 1)-uples

o {(ag,ay,...,a,) | ay, ay,..., a, non tous nuls}
P(K) = — :
ou (ag, ay, ..., a,) ~ (ap, ay,... a) si
(ap,ay,. .., a,) = t(ag,ay, ..., a,)

avec t € K\{0}. Si n =2, alors Py(K) est le plan projectif.

» Une courbe de Py(K) est un polynéme homogene de degré d > 1 de
l'anneau K[X,Y, Z]. Si d = 1, alors c’est une droite; si d = 2, une
conique; sid = 3, une cubique.

» Un point P d'une courbe C': F(X,Y,Z) = 0 est un point singulier

si

OF| O0F|  OF| 0

oxX|, 09Y|, 07|,
Une courbe dont tous les points sont non singuliers est une courbe non
singuliére.

» Une courbe est irréductible si elle ne peut pas s'écrire comme le
produit non trivial de deux polynomes.
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