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ڲؠڲ١

ሌᇿإ اৎگ٭؇س ۱ڍا ዛኗڎف اܳޚݠافݑ. ۱ٷڎݿ۰ ෛູݱݧ ሒᇭ ۰ਃ؇اܳټ اܳފٷ۰ ܳޚܹٴ۰ ෛݱݱ۰ اᄴᄟروس ۱ڍه
ඔ൹درۏٺ أو ۰༥در ذات اَޙ۰݄ ሒᇭ اܳݱ؞ଫଃة اܳٺڍࢻًࣕ؇ت ذات اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اଐ۱ازات ޖ؇۱ݠة ّިݪ٭ں

اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰. ا༥ިৎ؇ت اཹྥލ؇ر دراݿ۰ ሌᇿإ ً؇ݪ؇ڣ۰ ل۰، اࠍݠ ݆݁
.ሌᇿوا اܳފٷ۰ ݆݁ ل؇ء ଃواܳڰ ل؇ݪ٭؇ت ීෂا ݁ڰ؇۱ࡗࡲ اৎޚߺࠊ۰ً: اৎފٴگ۰ اৎأݠڣ۰

:ඔ൹ފ٭ཬر ඔ൹݄ڢފ ሌᇿإ ྾ཏ݁گ ا൞ശܳ؇ب ا൞ശܳ؇ب: ႟ၽ۱٭
اिऻמॴబပڎמ١ اચઁ٢ेूازات اॊूول: ༯ເاڤؠ

༇ຍاරජ ݁أ؇دت ሒᇭ ݁گڎ۰݁ اول: اܳڰݱܭ .1
وا༡ڎة ل۰ රඞ ۰༥در ذات ఋዳዧَޙ۰݄ اࠍݠة اܳٺڍࢻًࣕ؇ت :ሒᇃ؇اܳټ اܳڰݱܭ .2

وا༡ڎة ل۰ රඞ ۰༥در ذات ఋዳዧَޙ۰݄ ل۰ ཏاܳگ اܳٺڍࢻًࣕ؇ت اܳټ؇ܳت: اܳڰݱܭ .3
ل۰ اࠍݠ ݆݁ ඔ൹درۏٺ ذات ఋዳዧَޙ۰݄ اࠍݠة اܳٺڍࢻًࣕ؇ت اෂීاًؕ: اܳڰݱܭ .4

ل۰ اࠍݠ ݆݁ ඔ൹درۏٺ ذات ఋዳዧَޙ۰݄ ل۰ ཏاܳگ اܳٺڍࢻًࣕ؇ت اࠍ؇݁ݴ: اܳڰݱܭ .5
اिऻܙոຖت :ᆃᄴոاڤ ༯ເاڤؠ

اܳٴأڎ أ༡؇دل۰ اཹྥލ؇ر ޖ؇۱ݠة اول: اܳڰݱܭ .1
اଐ۳ৎة اوّ؇ر :ሒᇃ؇اܳټ اܳڰݱܭ .2

اܳފިافܭ ሒᇭ ۰ਃಾިاܳݱ ا༥ިৎ؇ت اܳټ؇ܳت: اܳڰݱܭ .3
اܳـ۳᠌ݠو݁؞ٷ؇ޗފ٭۰ ا༥ިৎ؇ت اෂීاًؕ: اܳڰݱܭ .4
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1 ոּب
- اদֈेू ڲո֔دूेت ᅽᅰإ :ڲؠڲ١ ჸთܙڲמոت - اચઁ٢ेूازات

اদֈेू ڲո֔دूेت ᅽᅰإ :ڲؠڲ١ ჸთܙڲמոت 1 .0 .1
١ֵ اႥ႐ور ၿၛۑষاݾ ؉ֵ ׂ֔ۑ

ঌॻل ڣ٭݄؇ َگڎم ل۰. ݁ྥފ؇و ز݁ٷ٭۰ ڣଫଐات ఈః༠ل لگ۰ اܳޚݠ ಸڰݴ ଲ୍ّرت إذا ل۰ دور ؇ዛኡأ ᄎცݠࠍ ݆ َگިل
؇ୖ ཚ؇ل ීෂا اܳިݬژ َگڎم و اᄳᄟࢻًࣕ؇ت و ل۰ اଐ۱از اࠍݠႤ၍ت ۋިل اݿ؇ݿ٭۰ اৎڰ؇۱ࡗࡲ ًأݥ

1 ׂ֔ۑֵ؉
اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اَޙ۰݄ ݁ټܭ ෛٺܹڰ۰ أَޙ۰݄ ሒᇭ ොູڎث اܳٺިازن، َگޚ۰ ۋިل ݁ٺଲ୍رة ᄎცරඞ أي ሒሃ اᄳᄟࢻ۰ًࣕ
ً و༟؇دة اܳگܹص). ཚً؇ت (݁ټܭ اܳٴ٭ިܳިۏ٭۰ أو اଫଐৎدد)، اܳٺ٭؇ر (݁ټܭ ۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ أو اܳٴٷڎول)، (݁ټܭ
۰ਃಮ؇ل ଃڣ ଫଃ༚ ݿ٭؇ڢ؇ت ሒᇭ ألݯً؇ ොຬڎث أن ஓ୷ܝ݆ أَ۬ ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟ ل۰، اᄴᄟور اܳފܹފ۰ ᄎცݠاࠍ لݱژ ؇݁
واނ؇رات اܳٴٷڎوت ᄭᄥ݁ټا و૰݄ܭ .௧ௌਃႤၽ݁٭ اଐ۱از دون ਐಾڍࢻࣕب มฆܳا اܳݯިء، ༥ި݁؇ت ݁ټܭ
۰ਃಮ؇اܳـܝ٭݄٭ أو ۰ਃಮ؇ل ଃاܳڰ اَޙ۰݄ ሒᇭ اܳٺڍࢻًࣕ؇ت ොູڎث أن ஓ୷ܝ݆ اᆙᆊިৎ٭۰. واᄴᄟورات ۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ

اܳٴ٭ިܳިۏ٭۰. أو ۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ أو

࠲ࡆࠬࡆոּت: ᅽᅰإ ༯ເׂؠ

اۋٺႤၽك. أو ሒᇚر؇༠ ࣁ༠ࣖܭ دون ྾ཏاࠍ ਐಱڍࢻࣕب ٷڎ݁؇ ොູڎث اࠍݠة: اܳٺڍࢻًࣕ؇ت .1
اܳٺڍࢻࣕب ّިڢژ ሌᇿإ لޝدي ؇݁ اܳޚ؇ڢ۰، ਊಾڎد اۋٺႤၽك ًگިى ྾ཏاࠍ ਐಱ؊ߜߵ ا௰௯௫݄ڎة: اܳٺڍࢻًࣕ؇ت .2

ࣁࣖرຬ٭ً؇.
اৎڍࢻࣕب. ሌᇿإ ޗ؇ڢ۰ ሒᇚر؇༠ ڣأܭ ಱگܭ ٷڎ݁؇ ොູڎث اܳگཏل۰: اܳٺڍࢻًࣕ؇ت .3

1



- ༇ຍاਵؗ ݁أ؇دت ሌᇿإ :݁گڎ۰݁ ᆇᅦި݁٭؇ت - اଐ۱ازات .1 2ً؇ب

؇ᆙᆘ اۋٺႤၽك، ૭ྟص اܳޚ؇ڢ۰ ڣگڎان ّأިض ل۰ اᄴᄟور اࠍ؇رۏ٭۰ اܳگިة ا௰௯௫݄ڎة: ل۰ ཏاܳگ اܳٺڍࢻًࣕ؇ت .4
اܳٺڍࢻًࣕ؇ت. আॻ༟ ොຬ؇ڣޓ

2 ׂ֔ۑֵ؉
اཏܳلأ۰ اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اܳٺڍࢻًࣕ؇ت ሌᇿإ اܳٺ༲ڎࢴࣖ ۬༥و আॻ༟ اଐ۱از ଫଃ૰ لژ: اܳٺأݠ اଐ۱از: لژ ّأݠ
༠؇رۏ٭۰. ܳگިة ۰ً؇༶اݿٺ ༚؇ܳٴً؇ ،؇ً࿓؇لᎂو ؇ً࿓؇۱ذ ႟၍؇ୖ٭ا أو اࠍފ٭݄؇ت ᄎცරඞ ਐಱݯ݄݆ و۱ި .྾ཏۏ أو ৎ؇دة
اܳٺިازن، ݁ިݪؕ ۋިل اܳݱ؞ଫଃة اܳފأ۰ ذات اཏܳلأ۰ ً؇ࠍݠႤ၍ت ؇ً݁ިᆇᅦ اଐ۱از ߌߵਊಾޔ :ᄎცݠاࠍ َިع

اܳޚ؇ڢ۰. ਊಾڎد ؕ݁ රඞارة أو ؇ً࿙ިݬ ྡྷٺھ ؇݁ و༚؇ܳٴً؇

:ᄭᄥ݁ټا
ਐڰ۳؇. ٷڎ اࠍ٭ٺ؇ر وߙߵ اଐ۱از .1

إނأ؇ر. أು؇ء ا௱௯௫݄ިل اୖ؇ّژ اଐ۱از .2
.ᄭᄟآ أو ௱௯௫ݠك ل۰ اଐ۱از ᄎცݠاࠍ .3

اৎ؇دل۰. ً؇ނ٭؇ء ً ༟؇دة وߌߵਊಾޔ ݁٭ਃႤၽܝ٭۰ **أَޙ۰݄ ༟؇دةً اଐ۱از ਐಱݯ݄݆ اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰: اܳޚٴ٭أ۰ .4
: اႤ႐ࠬࡆոּت و اચઁ٢ेूازات അ೪ּ ا༉ໝൄളۻמ١ اूेػոؔ୴ت

اܳٷޚ؇ق: .1
،۰ਃಮ؇ً۳ݠ (݁٭ਃႤၽܝ٭۰، ݁ٺଲ୍رة ᄎცරඞ أي আॻ༟ ّޚٴ٭گ۬ وஓ୷ܝ݆ ᆇᅦި݁٭۰ ଫأ܋ ݁ݱޚܹں ި۱ اܳٺڍࢻࣕب -

.(ဥإࠍ ਃಸިܳިۏ٭۰،
.྾ཏۏ أو ႟ၽୖ٭ اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اܳٺڍࢻًࣕ؇ت ሌᇿإ اܳٺ༲ڎࢴࣖ ۬༥و আॻ༟ اଐ۱از ଫଃ૰ -

واܳފأ۰: ۰༟ཏܳا .2
اܳٺڍࢻࣕب لܝިن أن ஓ୷ܝ݆ ඔ൹༡ ሒᇭ أݬ؞ݠ، Ⴄ၍රඞت আॻ༟ وಱޚިي أངع اଐ۱از لܝިن ؇݁ ༚؇ܳٴً؇ -

.ᄎცݠاࠍ ݆݁ ଫଊأ܋ َޚ؇ڢً؇ ل؞ޚ و أًޚ؊

اَޙ۰݄: .3
اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰. واނ٭؇ء ۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ اᄴᄟوا߉ߵ ݁ټܭ ۰༟ި݁ٺٷ أَޙ۰݄ আॻ༟ اܳٺڍࢻࣕب ಱޚٴݑ -

.۰ਃಮ؇ل ଃاܳڰ أو اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اَޙ۰݄ আॻ༟ ༟؇دةً اଐ۱از ཡلگٺ -
ෛٺܹڰ۰. أَޙ۰݄ আॻ༟ ಱޚٴݑ ل۰، اᄴᄟور ᄎც࠵࠺ݠ ༟؇م ݁ڰ۳ިم ި۱ اܳٺڍࢻࣕب -

ఋዳዧނ٭؇ء. اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ ᄎცݠاࠍ ሌᇿإ ଫଃ૰ اܳٺڍࢻࣕب ݆݁ ොڎد َިع ި۱ اଐ۱از -



3- ༇ຍاਵؗ ݁أ؇دت ሌᇿإ :݁گڎ۰݁ ᆇᅦި݁٭؇ت - اଐ۱ازات .1 ً؇ب

ـמ֦ أو اݾמ֦ ؉ֲոو܇ ୴ຑل ڲڷ ոًۛמոֵ ر ١ֵ اႥ႐ور ၿၛۑষاݾ و؉ ֵߕߣ ոڲ ոًڤץո - :ཚ؇ل ීෂا ႟ၽاܳލ
֍רٝ જ֔िऻا (f) اڤજઁدد ਫ਼ຢم ١ֵ֔ເاڤ ޠަޫۑပ྾ت ոּڤ༓ۻץ١ .ၿၛޠަޫۑ اिऻાણرة اڤ܋ץמ١֔ ׂ֔ڎۥ ඒ൷واڤ ا߫ࠉոࠗم،

ּܙا۰܋١: Ⴅ႐ոּور وܽݦॻయ܅ (HZ) ոּૃેۑ݊ݤ

f = 1

T
(1)

(۰ਃ؇ٔ/ීادل؇نෂ؇ً وّگُ؇س ،؇ዛዀܳإ (૰ُ؇ر ω ً؇ܳٷٴݯ؇ت ۰ਃ؇اܳټ ሒᇭ اᄴᄟورات ༟ڎد ް݄૭
ω= 2π f = 2π

T
(2)

۰ਃ؇اܳټ ሒᇭ دورة = 1Hz
3H z 10 = 1KHz
1M H z = 106H z
1G H z = 109H z

1 ڲ୴ؼ܊١
.(1 -1 ႟ၽاܳލ) ม٭اࠍ ႟ၽލይዧ دوري ܳگ؇َިن وڣگً؇ اܳٷޙ؇م ّޚިر إذا ݁ٺٷ؇ܾؗ اৎڍࢻࣕب إن 1-لگُ؇ل
มۏ٭ ଫଃ༚ ႟ၽނ ي دوري ܳگ؇َިن وڣگً؇ اܳٷޙ؇م ّޚިر إذا ݁ٺٷ؇ܾؗ ଫଃ༚ اৎڍࢻࣕب أن لگ؇ل -2

.2 -1 ႟ၽاܳލ

x(t ) = A cos(t +φ) (3)

(۰༡زاఇዳዧ اܳگݱިى (اܳگ٭۰݄ اܳٺڍࢻࣕب ݿأ۰ : A
اܳٺڍࢻࣕب ਊݥ : ω

(0 = (t ሒᇿوا اܳޚިر : φ
.؇ዛውزاۋ اৎލٺگ۰ ሒሃ M اৎٺڍࢻ۰ًࣕ اܳٷگޚ۰ ۰༟ང v :۰༟ཏܳا
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اৎٺٷ؇ܾؗ ۰༥ިగጻዧ ม٭اࠍ ႟ၽاܳލ :1 .1 ႟ၽނ

݁ٺٷ؇ܾؗ ଫଃاܳ؞ ႟ၽاܳލ :2 .1 ႟ၽނ

١ؓոاڤ܋ ڲء٤ܙم 2 .0 .1
اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰: ይዧޚ؇ڢ۰ ඔ൹أݿ؇ݿ٭ ඔ൹ၯၽނ ඔ൹ً اৎފٺ݄ݠ اܳٺٴ؇دل واܳٺڍࢻࣕب اଐ۱از ሒᇭ اܳޚ؇ڢ۰ ݁ڰ۳ިم ਐಱݯ݄݆
౫ళݠك اܳٺڍࢻࣕب، أو ଐ۱ఈዳዧاز ਐಾأݠض มฆܳا اَޙ۰݄ ሒᇭ (PE). اႤၽܳ݁ٷ۰ واܳޚ؇ڢ۰ (KE) اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰

دورّ۬. ఈః༠ل اܳٷޙ؇م أو ྾ཏاࠍ ොູݠك أು؇ء ඔ൹ၯၽاܳލ દઊ۱ڍ ඔ൹ً ؇ً࿓؇لᎂو ؇ً࿓؇۱ذ اܳޚ؇ڢ۰

اिऻמॴబပڎמ١: ١ؓոاڤ܋ ᆃᅰոჸცإ

૭ྟص ይዧޚ؇ڢ۰ ڣگڎان وۏިد ༟ڎم (ً؇ڣଫଐاض ۰ਐಸ؇ٔ ݁ٺڍࢻࣕب أو ଐዛᔻ َޙ؇م ሒᇭ اၯၽܳ٭۰ اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ّޙܭ
݆݁ ݁أ٭ٷ۰ َگޚ۰ أي ሒᇭ اႤၽܳ݁ٷ۰ واܳޚ؇ڢ۰ اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ᆇިع ሒሃ اܳޚ؇ڢ۰ ۱ڍه اܳٺ݄ۛ٭ڎ). أو اۋٺႤၽك

.ᄎცݠاࠍ
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ETot = K E +PE =Const (4)
(KE): ၿၛۑষاݾ ١ؓո܈

و۱ި ஓ୷ܝ݆، ؇݁ ً؊ངع ྾ཏاࠍ ౫దݠك ٷڎ݁؇ ؇ୖ ༡ڎ ཡأڢ ሌᇿإ ّݱܭ ሒሃو .ᄎცݠاࠍ ޗ؇ڢ۰ ሒሃ ᄎცݠاࠍ ޗ؇ڢ۰
:ᄎცݠاࠍ ޗ؇ڢ۰ ݬ٭؞۰ රඞ܋ٺ۬). ணਵਦ) ّިازَ۬ ݁ިݪؕ ଫଊ༟ ྾ཏاࠍ ஓ୷ݠ ٷڎ݁؇ ༟؇دةً ොຬڎث ؇݁

K E = 1

2
mv2 (5)

v = ∂x

∂t
= ẋ (6)

⇒ K E = 1

2
mẋ2 (7)

: ᄭᄟأ؇دৎا ّܝިن اᄴᄟوران ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ
T = 1

2
J θ̇2 (8)

اᄴᄟوران ਲ਼م ᄭᄟ؇ޚ ި۱ J ؕ݁
: θاᄴᄟوران و x ا༲૭؇ب ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ و

TTot = 1

2
mẋ2 + 1

2
J θ̇2 (9)

আॻ༟أ ሒᇭ اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ّܝިن اৎٺڍࢻࣕب، اܳٷޙ؇م ሒᇭ - ངٺ۬. ሒሃ v و ྾ཏاࠍ ᄭᄥ ሒሃ m ۋ٭ت
.ᄎცݠاࠍ ොູިل َگ؇ط ٷڎ ݬڰݠاً و૭؇وي أޙ݄٭۰ ۰༟ཏܳا ّܝިن ٷڎ݁؇ ؇ዛኤ؇ل ݁ފٺި

Ⴅኲቘوران ᆃᄷاႤ႐ا اڤؠۢܙر ֍তم



- ༇ຍاਵؗ ݁أ؇دت ሌᇿإ :݁گڎ۰݁ ᆇᅦި݁٭؇ت - اଐ۱ازات .1 6ً؇ب
اܳټگܭ ணݠৎ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ሒᇆاᄳᄟا اܳگݱިر ਲ਼م ႟ၽاܳލ

1
12 ML2 (M ᄭᄥ ،L (ޗިل ڢݯص
1
2 MR2 (M ᄭᄥ൞ശܳا ،R اܳگޚݠ (َݱژ أݿޚިا۰َ
2
5 MR2 (M ᄭᄥ൞ശܳا ،R اܳگޚݠ (َݱژ ாணة

0 m َگޚ٭۰ ᄭᄥ
اܳټگܭ ணݠৎ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ሒᇆاᄳᄟا اܳگݱިر ਲ਼م :1 .1 ༥ڎول

(ଫނٺ؇ل-༥ި۱ ) ل۰ َޙݠ َޚٴݑ ؇؆ڣ اܳټگܭ ணਵਦ ଫଃ༚ ሒᇭ اᄴᄟوران َگޚ۰ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ
2 ١ֵ ֿ܊ۑ

G اܳټگܭ ணਵਦ ݆ ෛٺܹڰ۰ A َگޚ۰ ۋިل ሒᆶލިا ႟ၽނ ذات M ᄭᄥ൞ശܳ ሒᇆاᄳᄟا اܳگݱިر ਲ਼م لأޚް
: اܳٺ؇ܳ٭۰ ً؇ܳأఈఃڢ۰

J/A = J/G +M(AG)2

(ଫނٺ؇ل-༥ި۱ ل۰ (َޙݠ

(PE) اڤပڲר١ ١ؓոاڤ܋
ّܝިن أن ஓ୷ܝ݆ اଐ۳ৎة، اَޙ۰݄ ሒᇭ .۬ಱިّܝ أو ྾ཏاࠍ ݁ިݪؕ ૭ྟص ا௰௯௫ݞ۰َ اܳޚ؇ڢ۰ ሒሃ اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ -
اܳٷޙ؇م ሒᇭ - اܳٴٷڎوت). ሒᇭ) ۰ਃಸذ؇اࠍ وݪؕ ޗ؇ڢ۰ أو (ؕਃಸ؇اܳ٭ٷ ሒᇭ) ۰َਵਦ وݪؕ ޗ؇ڢ۰ اܳޚ؇ڢ۰ ۱ڍه
اᄴᄟوران) (َگ؇ط රඞ܋ٺ۬ َگ؇ط ཡأڢ ٷڎ ྾ཏاࠍ لܝިن ٷڎ݁؇ أڢݱ؇۱؇ اႤၽܳ݁ٷ۰ ޗ؇ڢ۰ ܹؐਊಾ اৎٺڍࢻࣕب،

اܳٷ؇ًݥ: -ᄭᄥ൞ശܳا َޙ؇م ሒᇭ اႤၽܳ݁ٷ۰ ޗ؇ڢ۰ ᄭᄟ݁أ؇د - اߙ߳ان. ݁ިݪؕ ٷڎ ݬڰݠاً و૭؇وي
PE = 1

2
kx2 (10)

اߙ߳ان. ݁ިݪؕ ݆݁ ۰༡زاا ި۱ x و اܳٷ؇ًݥ، ಸ؇ٔ ި۱ k ۋ٭ت
أو اۋٺႤၽك (૭ྟص اܳٺ݄ۛ٭ڎ ྥފྟص أن ஓ୷ܝ݆ اࠍگ٭گ٭۰، اَޙ۰݄ ሒᇭ - اܳޚ؇ڢ۰: وڣگڎان اܳٺ݄ۛ٭ڎ -
- اଐ۱از. ݿأ۰ ሒᇭ ࣁࣖرຬ اෛຶڰ؇ض ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ රඞارة، ႟ၽނ ሒᇭ اܳޚ؇ڢ۰ ڣگڎان ሒᇭ اୖިاء) ݁گ؇و۰݁
.ᄎცݠاࠍ ّިڢژ ሌᇿإ اዛዊܳ؇ل۰ ሒᇭ لޝدي ؇ᆙᆘ اܳިڢب، ஓݠور اၯၽܳ٭۰ اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ౪ౙళڰݥ ا௰௯௫݄ڎّ، اܳٷޙ؇م ሒᇭ

1 ڲոل
اܳިݪؕ ޗ؇ڢ۰ ᄭᄟިො ،؇ً࿓؇لᎂو ؇ً࿓؇۱ذ ᄭᄥ൞ശܳا ౫ళݠك اܳٷ؇ًݥ: -ᄭᄥ൞ശܳا َޙ؇م ሒᇭ اܳྟފ٭ޔ: اܳٺިاڣࠔࠫ اৎڍࢻࣕب -

ොේ٭ں. واܳأܝݴ රඞ܋٭۰ ޗ؇ڢ۰ ሌᇿإ اܳٷ؇ًݥ ሒᇭ ا௰௯௫ݞ۰َ
ೞ؇༥ ݆݁ اܳٴٷڎول ༃ဒر؊ّ أು؇ء اࠍݠ܋٭۰ واܳޚ؇ڢ۰ ۰ਃಸذ؇اࠍ وݪؕ ޗ؇ڢ۰ ོྥٴ؇دل اܳٷިاس، ሒᇭ اܳٷިاس: -
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h!

ඔ൹ܹٺ و ڢݯص ݆݁ ਵਦ܋ص َިاس :3 .1 ႟ၽނ

.රඝآ ሌᇿإ
ᄎცරඞ ଫଐّۏܾ ྲྀٷ݄؇ اܳިݪؕ، ޗ؇ڢ۰ ෛຬݞن اܳިߙߵ ሒᇭ اܳލڎ ڣ؆ن اܳگ٭ټ؇رة، وߙߵ ଐዛኗ ٷڎ݁؇ اܳިߙߵ: اଐ۱از -

රඞ܋٭۰. ޗ؇ڢ۰ ሌᇿإ اܳިߙߵ

2 ڲոل
m2) و (m1 ඔ൹َگޚ٭ٺ ඔ൹ܹٺ ݆݁ ؇ً࿖ ݁ܝިّ֟ ً؇ݿڰܭ ؇ّ֞ ശਃႤၽ݁٭ َޙ؇ً݁؇ ؇ಱᄴᄟ أن اڣଫଐض ঌॻᆇᅦ ݁ټ؇ل
ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ۰ਃدورا ᄎცරඞ اܳٷޙ؇م ۱ڍا .L 2 ᄩᄟިوޗM ܹٺ۬ ܳگݯص દઊݠاࠍ ඔ൹اܳޚݠڣ আॻ༟ ඔ൹݁ټྟٺٺ

1 .3 ႟ၽاܳލ ይዧٷޙ؇م اܳިݪؕ وޗ؇ڢ۰ ᄎცݠاࠍ ޗ؇ڢ۰ اۋފص A. ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ أو A اܳٷگޚ۰

اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ -1 Ⴄ၍݁ٷ۰ ޗ؇ڢ؇ت و3 රඞ܋٭۰ ޗ؇ڢ؇ت 3 ۱ٷ؇ك ዻዧᄳᄟ ܭ، 3 ݆݁ اܳٷޙ؇م :ਐಱܝިن اࠍܭ
KE

K ETot = K EM +K Em +K Em′

K EM = 1

2
JM/Aθ̇

2

JM/A = 1

12
M(2L2)+M(AG)2

AG = L

2

JM/A = 1

12
M(2L2)+M(

L

2
)2 = 7

12
ML2

⇒ K EM = 1

2

7

12
ML2θ̇2

Tm = 1

2
Jm/Aθ̇

2

Jm/A = [0+md 2]
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d = L+ L

2
= 3L

2

Jm/A = m

(
3L

2

)2

⇒ Tm = 1

2

[
4

9
m

]
L2θ̇2

Tm′ = 1

2
Jm′/Aθ̇

2

Jm′/A = [0+m′d 2]

d = L

2

Jm′/A = m′
(

L

2

)2

⇒ Tm′ = 1

2

[
1

4
m′

]
L2θ̇2

TTot = 1

2

7

12
ML2θ̇2 + 1

2

[
4

9
m

]
L2θ̇2 + 1

2

[
4

9
m′

]
L2θ̇2

⇒ TTot = 1

2

[
7

12
M + 9

4
m + 1

4
m′

]
L2θ̇2

PE اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ -2
PETot = PEM +PEm +PEm′

PEM = M g x

x = 1

2
L sinθ

PEM = 1

2
M g L sinθ

PEm = mg hh = d sinθ = 3

2
L sinθ

PEm = 3

2
mg L sinθ

PEm′ =−m′g h′

h′ = d

3
sinθ = 1

2
L sinθ
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PEm′ =−1

2
m′g L sinθ

PETot = 1

2
M g L sinθ+ 3

2
mg L sinθ− 1

2
m′g L sinθ

PETot = 1

2
g L sinθ(M +3m −m′)

اڤܙازن ຸوط 3 .0 .1
� اܳٺިازن Ⴄ၍ن إذا اܳٺިازن ཇوط ඔ൹ّأ٭ لࡤࡲ

F = 0

x = x0 ⇒ F
∣∣

x=x0

: ᆇᅒިن ݆݁ اৎލٺگ۰ ይዧگިة ً؇ܳྡྷފٴ۰
F =−∂U

∂x
:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ اܳٺިازن ᄭᄟ؇༡ ۰ً؇ لࡤࡲ

∂U

∂x

∣∣
x=x0

= 0 (13)
اܳٺިازن: ݆݁ ༟ިَ؇ن ۱ٷ؇ك

ᄭᄟ؇اࠍ ۱ڍه ሒᇭو إܳ٭۬. لأިد ڣ؆َ۬ ّިازَ۬، ݁ިݪؕ ݆݁ اܳٷޙ؇م ۰༡إزا ऍइࣲݠد اৎފٺگݠة: اܳٺިازن ᄭᄟ؇༡ (i
اݿٺأ؇دة: ڢިة ّܝިن

f =−Cx

with
0 Â C

C =−∂ f

∂x
=− ∂

∂x

(
−∂U

∂x

)
= ∂2U

∂x2
(15)

∂U

∂x

∣∣
x=x0

> 0 (16)
اܳٺڍࢻࣕب. ᄭᄟ؇༡ ሒሃ ۱ڍه اৎފٺگݠ اܳٺިازن ᄭᄟ؇༡ إن
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اৎފٺگݠة: ଫଃ༚ اܳٺިازن ᄭᄟ؇༡
আॻ༟ اৎފٺگݠة ଫଃ༚ اܳٺިازن ᄭᄟ؇༡ ّܝُٺص ،ᄭᄟ؇اࠍ ۱ڍه ሒᇭ إزاۋٺ۬. ٷڎ اܳٺިازن ᄭᄟ؇༡ ሌᇿإ اܳٷޙ؇م لأިد 

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި
∂U

∂x

∣∣
x=x0

< 0 (17)
૭ྥٴڎل: اᄴᄟوران ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ

x → θ

x0 → θ0

۰༡زاఇዳዧ ᄭᄟاᄕც اܳޚ؇ڢ۰ ଫଃّ؞ :4 .1 ႟ၽނ

(اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰)، اၯၽܳ٭۰ واܳޚ؇ڢ۰ اࠍݠ܋٭۰، واܳޚ؇ڢ۰ اႤၽܳ݁ٷ۰، اܳޚ؇ڢ۰ :ً؇ਃ؇ਃಸ ޗ؇ڢ؇ت ఈఃٔث ّޚިر ஓټ٭ܭ اৎ݄ܝ݆ ݆݁
.4 -1 ႟ၽاܳލ

3 ׂ֔ۑֵ؉
اܳޙ؇۱ݠة ۱ڍه وّأُݠف ොේ٭ں. واܳأܝݴ اႤၽܳ݁ٷ۰، اܳޚ؇ڢ۰ ߙߵّڰؕ اࠍݠ܋٭۰، اܳޚ؇ڢ۰ ౪ౙళڰݥ ٷڎ݁؇

اܳٷޙ؇م. ሒᇭ اၯၽܳ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ۋڰޓ ًگ؇َިن

اদֈेू ١ոמ 4 .0 .1
اिऻ֔ڵڵ١ اຒॆूاոॴలت

દઊިوّܝ وݬژ ོྥ٭ں มฆܳا اৎݠਊಾޚ۰ أو ᄭᄥފٺگৎا اࠍگ٭گ٭۰ ا༡ڎاਃು؇ت ݆݁ ۰༟ިᆇ ሒሃ اৎأ۰݄݄ ا༡ڎاਃು؇ت
.t وڢب أي ሒᇭ اܳٷޙ؇م ཛྷ؇ٷ ᆇᅹ٭ؕ



11- ༇ຍاਵؗ ݁أ؇دت ሌᇿإ :݁گڎ۰݁ ᆇᅦި݁٭؇ت - اଐ۱ازات .1 ً؇ب

݁ټ؇ل :5 .1 ႟ၽނ

ڲոل
(x, y, z) ا௱௯௫؇ور ޗިل আॻ༟ إ༡ڎاਃು؇ت 3 ًިاݿޚ۰ اܳڰݯ؇ء ሒᇭ M اܳٷگޚ۰ ݁ިڢؕ ොູڎࢴࣖ ஓ୷ܝ݆

إ༡ڎاਃು؇ت: ૭ٺ۰ اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ݬܹص ྾ཏۏ ݁ިݪؕ لژ ّأݠ ஓ୷ܝ݆

اܳټگܭ ணݠஓ ੯੩أਐಾ إ༡ڎاਃು؇ت 03 .1

(θ,ϕ,ψ) لܹݠ أو ߓ߳وال؇ ੯੩أਐಾ إ༡ڎاਃು؇ت 03 .2

اৎأ۰݄݄. ا༡ڎاਃು؇ت :q1(t ), q2(t ), q3(t )....qN (t ) ًـ ਲ਼ਦߖߵ
اৎأ۰݄݄. ا༟ཏܳ؇ت :q̇1, q̇2, q̇3.....q̇ N

١ֵ اݾষۑ ١ຖدر
أي ሒᇭ රඞ܋ٺ۬ أು؇ء اܳٷޙ؇م ཛྷ؇ٷ ݆݁ ཡٷ ႟၍ ݁ިݪؕ ܳٺ༲ڎࢴࣖ اఈዳዧز۰݁ ᄭᄥފٺگৎا ا༡ڎاਃು؇ت ༟ڎد ሒሃ

َܝٺص: وڢب:
d = N − r (18)

ؼמ֛:
ل۰ اࠍݠ ۰༥در : d

اৎأ۰݄݄ ا༡ڎاਃು؇ت ༟ڎد : N
اܳگ٭ިد) (༟ڎد اৎأ۰݄݄ ا༡ڎاਃು؇ت ඔ൹ً اܳأఈఃڢ؇ت ༟ڎد : r

༟ڎد أو༥ڎ .L ᄩᄟިޗ ًگݯص ඔ൹ޚٺਊಾਵਦ M2 و M1 ඔ൹َگޚٺ ݆݁ ਐಱܝިن ؇ً ശਃႤၽ݁٭ َޙ؇ً݁؇ ଫଊܳٷأٺ ݁ټ؇ل:
ل۰. اࠍݠ در༥؇ت

{
M1(x1, y1, z1)
M2(x2, y2, z2)

⇒ N = 6

l =
√

(x1 −x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2 =C st ⇒ r = 1
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إذن:
d = N − r = 6−1 = 5 → d = 5

اদֈेू ١ոמ
༇ຍاਵؗ ᄭᄟدا আॻ༟ ۰༚؇اܳݱ٭ ۱ڍه ّأٺ݄ڎ

L = K E −PE

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ّܝُٺص ᄎცݠاࠍ ݁أ؇دت ۰༟ިᆇ
n∑

i=1

{
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
−

(
∂L

∂qi

)}
= 0 (19)

ؼמ֛:
༇ຍاਵؗ ᄭᄟدا L

ይዧٷޙ؇م اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ K E

ይዧٷޙ؇م اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ PE

ይዧٷޙ؇م. اৎأ۰݄݄ ۰༟ཏܳا و۱ި اৎأ݄ܾ ሒᇉڎا༡ا qi

:( do f = 1 أو N = 1 ) واຒة ١ֵ ബഏ ١ຖدر ذو ڤר܊ոم

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
−

(
∂L

∂q

)
= 0

1

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ༇ຍاਵؗ ᄭᄟ݁أ؇د ّܝُٺص اًأ؇د، أ༡؇دي 1ܳٷޙ؇م
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
−

(
∂L

∂x

)
= 0

:θ ۰ਃدورا ᄎცݠࠍ
d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
−

(
∂L

∂θ

)
= 0
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3 ڲոل
ّڰ؇ݪܹ٭۰ ݁أ؇دت ሒሃ اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎأ؇دت

y
′ +x y = 0 (i

y
′ +e y = 0 (ii

y
′′ + sin(y) = ex (iii
y

′
y + (y

′′′
)2 = 0 (iv

4 ׂ֔ۑֵ؉
.ᄭᄟأ؇دৎا ؇ᘛݯ݄ٷਐಾ ݁ލٺگ۰ আॻ༟أ ۰ਊಾر ᘗ ّڰ؇ݪܹچ۰ ᄭᄟ݁أ؇د ۰ਊಾر

4 ڲոل
ً؇ོଫଐܳص ሒሃ ᄭᄟ݁أ؇د ႟၍ ۰ਊಾر ،3 اৎټ؇ل ૭ٺأ݄ܭ

1 (i
1 (ii

2 (iii
3 (iv

5 ׂ֔ۑֵ؉
اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ ؇ዛኡأ y : I ⊂R→R ᄭᄟدا ݆ َگިل ، ؇ل I ⊂R ܳ٭ܝ݆

Ⴄ၍ن، إذا F
(
x, y(x), y

′
(x), .., y (n)(x)

)
= 0

I ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ਵਦة n ఇዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇ڢ y (1
.I ا௯௫௵؇ل আॻ༟ F

(
x, y(x), y

′
(x), .., y (n)(x)

)
= 0 ොູگݑ y (2

5 ڲոل
.I ⊂R ؇ل أي আॻ༟ y

′ = y ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ y(x) = ex (1
.I ⊂R ؇ل أي আॻ༟ y

′′ + y = 0 ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ y(x) = sin(x) (2
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6 ׂ֔ۑֵ؉
أ݁؇ ل۰)، إۊٺ٭؇ر ಸٔިا) وݿ٭ޔ n আॻ༟ ොຬٺިي ༡ܭ ި۱ n ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ اܳأ؇م اࠍܭ

وݿ٭ޔ. أي আॻ༟ ොຬٺިي  ༡ܭ ڣ۳ި اࠍ؇ص اࠍܭ

6 ڲոل
اࠍܭ আॻ༟ ොຶݱܭ c = 0 أ༠ڍَ؇ إذا . c ∈R ؕ݁ y(x) = cex ި۱ y

′ = y ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍܭ (1
.y(x) = 0 اࠍ؇ص

إذا . c1,c2 ∈R ؕ݁ y(x) = c1 cos(x)+c2 sin(x) ި۱ y
′′+ y = 0 ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍܭ (2

༟؇م. و ༠؇ص ܳݴ y(x) = c2 sin(x) اࠍܭ ڣ؆ن c1 = 0 أ༠ڍَ؇

اݾষ١ֵ واڤໃوط ١ॴటঁاॆूا اڤໃوط 5 .0 .1
আॻ༟ ཇوط إޖ؇ڣ۰ لࡤࡲ اܳިݿ؇فޔ ۱ڍه ڢࡗࡲ ܳٺ༲ڎࢴࣖ ًިݿ؇فޔ، ੯੩أਐಾ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت ༡ߺࠊل أن ؇ಱرأ ܳگڎ

:ঌॻل ڣ٭݄؇ َأݠڣ۳݄؇ ඔ൹༟ިَ ሌᇿإ اདྷܳوط ۱ڍه ྾ཏگಾ اࠍܭ، ᄭᄟاᄴᄟا
اݾষي) اڤໃط و ᆃᄧঁاॆूا اڤໃط ) :7 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ปฆۋ ؇ዛኤ؇݁ލٺگ و ᄭᄟاᄴᄟا ڢ٭۰݄ ༡ڎدة إذا ،n ؇ዛውྟོر x ∈ I أ༥ܭ ݆݁ ݁أٺଫଊة ᄭᄟ݁أ؇د ؇ಱᄴᄟ ܳٺܝ݆ .1
ሒᆶڎاਐಸ إ ཇط ؕ݁ ᄭᄟ݁أ؇د اདྷܳط ۱ڍا ؕ݁ ᄭᄟأ؇دৎا ۱ڍه ૭݄ ،x0 ∈ I َگޚ۰ ሒᇭ n−1 ۰ਊಾීෂا

. ຸټܙ ႞႐ջڲۻ أو ۰ਃಮڎاਐಸا اܳگ٭۰݄ ᄭᄟ؊݁ފ أو
؇ዛኤ؇݁ލٺگ أو ᄭᄟاᄴᄟا ڢ٭۰݄ ༡ڎدَ؇ إذا ،x ∈ I = [x0, x1] أ༥ܭ ݆݁ ݁أٺଫଊة ᄭᄟ݁أ؇د ؇ಱᄴᄟ ܳٺܝ݆ .2
أو ༡ڎي، ཇط ؕ݁ ᄭᄟ݁أ؇د اདྷܳط ۱ڍا ؕ݁ ᄭᄟأ؇دৎا ۱ڍه ૭݄ ،x0, x1 ඔ൹اܳٷگޚٺ ٷڎ

اࠍڎل۰. اܳگ٭۰݄ ᄭᄟ؊݁ފ

7 ڲոل

(b)

{
y

′′ =−y +1
y(1) = 1, y

′
(1) = 3.

(a)

{
y

′ = y
y(0) = 1

ཇި܋ ݁ފ؇فܭ ሒሃ اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎފ؇فܭ .1
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༡ڎل۰ ݁ފ؇فܭ ሒሃ اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎފ؇فܭ .2

(b)

{
y

′′ = y, x ∈ [0,π]
y(0) = 0, y

′
(π) = 1.

(a)

{
y

′′ = y, x ∈ [0,π]
y(0) = y(π) = 0.

اڤءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت ݾষڞ ոຐڲ١ ܈ۑق 6 .0 .1
႟ၽاܳލ ݆݁ ᄭᄟأ؇دৎا ଫଊܳٷأٺ اिऻ֏જੴات ؔۢڞ

y
′
g (y) = f (x) (20)

اོଫଐܳص. আॻ༟ I , J ඔ൹ܳ؇ আॻ༟ ඔ൹ّ݁ފٺ݄ݠ و ඔ൹݁أݠڣٺ ඔ൹داܳٺ f , g ۋ٭ت
F (x) =∫

f d x أي .(ሒᇿاܳٺިا আॻ༟) g و f ل ඔ൹ݬܹ٭ٺا ඔ൹اܳٺᄴᄟا G و F Ⴄ၍ إذا
ොຬگݑ (20) ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍܭ ڣ؆ن ،G(x) =∫

g d x و
G(y) = F (x)+ c, c ∈R

႟ၽاܳލ ݆݁ ᄭᄟأ؇دৎا ଫଊܳٷأٺ ᅽᅰوॊूا ١ॻయൄളا ڲڷ اݾশ܋מ١ اڤءոۛڪמ١ اո֔िऻدूेت
y

′ = a(x)y +b(x) (21)
.(21) ᄭᄟأ؇دৎا ۋިل اܳٺ؇ܳ٭۰ ل۰ اܳٷޙݠ ؇ಱᄴᄟ

3 ١ֵ ֿ܊ۑ
ڣ؆ن ،I ⊆R আॻ༟ ඔ൹ّ݁ފٺ݄ݠ ඔ൹داܳٺ b(x), a(x) ܳٺܝ݆

ި۱ (21) ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍܭ .1

y(x) = e
∫

a(x)d x

(
c +

∫
b(x)e−∫

a(x)d xd x

)
, c ∈R

ොຬگݑ وۋ٭ڎ اࠍܭ ڣ؆ن ، y(x0) = y0 اདྷܳط أݪڰٷ؇ إذا .2
y(x) = e

∫x
x0

a(s)d s
(

y0 +
∫x

x0

b(s)e−∫s
x0

a(t )d t d s

)
.

ߓߵ۱؇ن.
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ຶڎ ،(ঌॻل ڣ٭݄؇ ොຶڎد۱؇ α(x)) α(x) ب y
′ = a(x)y +b(x) ᄭᄟأ؇دৎا ሒᇭޗݠ ཟًب .1

αy
′ −αay = bα (22)

ොູگݑ α(x) ݆ ౫ౖరت
(αy)

′ =αy
′ −αay (23)

݁ٷ۬ و ،(α′ =−aα ྡྷٺھ ،y 6= 0 (༟؇݁ٺ؇ α
′
y =−ayα أن มฃلأ ۱ڍا و

α(x) = e−∫
a(x)d x

ຶڎ ،(23) و (22) ሒᇭ ً؇ܳٺأިلݥ ،ᄭᄥ݁Ⴄၽৎا ༟؇݁ܭ α(x) ް݄૭
(αy)

′ = bα=αy
′ −αay

༟ܹ٭۬ و
αy =

∫
bα d x + c, c ∈R

ຶڎ ً؇ܳٺأިلݥ
y(x) = e

∫
a(x)d x

(
c +

∫
b(x)e−∫

a(x)d xd x

)
.

اᄴᄟرس. ݆݁ ሒᇆ؊ل ڣ٭݄؇ ؇ዛዀܹ༟ ݆۱ଫଊڣٷ اࠍܭ، ۰ਃڎا༡و أ݁؇ ،ሒᆶڎاਐಸا اདྷܳط لݥ ّأި لܝࠕࠫ .2
■

8 ڲոل
႟ၽاܳލ আॻ༟ ᄭᄟأ؇دৎا ۰ً؇൞ശً ،y y

′ = (1+ y2)
x

2
ᄭᄟأ؇دৎا ଫଊܳٷأٺ .1

y
′ 2y

(1+ y2)︸ ︷︷ ︸
g (y)

= x︸︷︷︸
f (x)

ොຬگݑ: ༡ܭ أي أن มฃلأ ۱ڍا و ،ඔ൹ܹ݁ٷڰݱ દઊଫଃٺ؞ৎا أن ఈఃَۋޓ

ln(1+ y2)︸ ︷︷ ︸
G(y)

= x2

2︸︷︷︸
F (x)

+c, c ∈R

ل۰ اܳٷޙݠ ۋފص اࠍܭ ڣ؆ن ،ඔ൹ਐಸ؇ٔ h,k ۋ٭ت ،y(0) = y0 ؕ݁ ،y
′ = k y+h ᄭᄟأ؇دৎا ܳٺܝ݆ .2
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ި۱ 3
y(x) = ekx

(
y0 + h

k

)
− h

k

١ॴబاຒاڤܙ و اڤܙـܙد 1 .1
اܳٺ؇ܳ٭۰ ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ ڣݱ؇༟ڎا ان ݆݁ ଫଊݿٷأٺ{

y
′ = f (x, y)

y(x0) = y0.
(24)

اܳٺႤၽܹ݁٭۰)، ᄭᄟأ؇دஓ (أو Ⴄၽਐಸ݁ܭ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎا ༡ܭ ݆ ଫଊّأ มฆܳا اܳٺ؇ܳ٭۰ ً؇ܳٺިޗ۰٪ ਊڎأ
4 ڲ୴ؼ܊١

إذا وڣگޔ إذا (24) ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ y(·) ، ඔ൹ّ݁ފٺ݄ݠ ඔ൹داܳٺ y(·) و f (·, ·) ܳٺܝ݆
y(x) = y0 +

∫x

x0

f
(
s, y(s)

)
d s, ∀x. (25)

ߓߵ۱؇ن.
.ᄭᄥ݁Ⴄၽৎا ّܝࠕࠫ (⇐)

f , y أن ؇ஓ و ،y(x0) = y0 ڣ؆ن ،y(x) = y0 +
∫x

x0
f
(
s, y(s)

)
d s Ⴄ၍ن إذا أَ۬ ߖߵى (⇒)

■ y
′ = f (x, y). ڣٷ༶ڎ اܳٺ༲ܹ٭ܭ ሒᇭ اݿ؇ݿ٭۰ ل۰ اܳٷޙݠ َޚٴݑ ألݯ؇، ݁ފٺ݄ݠ f (s, y(s)) ڣ؆ن દઊ݁ފٺ݄ݠ

( Picard-ردပॴ) اिऻո֔ؓץ١ اڤؠۑոॻఢت ֵؠ١ ܈ۑ 1 .1 .1
݁گݠ۰ً ༡ߺࠊل اདྷܳوط) ًأݥ (ොູب إຬ؇د ݆݁ ஓܝٷٷ؇ لگ۰ ޗݠ ሒሃ اৎٺأ؇ڢٴ۰ ይዧٺگݠਊಱ؇ت Ⴄၽਃಸرد لگ۰ ޗݠ

اܳٺިاًؕ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ࿓؆ٺٴ؇ر اܳފ؇ًگ۰ اܳٺިޗ۰٪ ሒᇭ اܳٺႤၽܹ݁٭۰ ۰ً؇൞ശܳا ࿓؆ݿٺأ݄؇ل (24) ཇި܋ ᄭᄟ؊ފৎ{
yn+1(x) = y0 +

∫x
x0

f
(
s, yn(s)

)
d s, n ≥ 0

y0(x) = y0.
)26(

،(25) اܳٺႤၽܹ݁٭۰ ᄭᄟأ؇دৎا ݿٺۜگݑ y ڣ؆ن ،y ᄭᄟدا ިොຶ اৎٺٺ؇ܳ٭۰ ۱ڍه ಸّگ؇ر إذا أَ۬ ߖߵى أن ૭ٺޚ٭ؕ
لگ۰. اܳޚݠ আॻ༟ ؇݁ټ ان َأޚ ،ሒᇆ؊ل ڣ٭݄؇ اৎٺٺ؇ܳ٭۰ ۱ڍه ਐಾگ؇رب ཇوط أي ොູب ඔ൹ݿྡྷٴ
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6 �����

إذا D اৎٷޚگ۰ ሒᇭ (y ل (ً؇ܳྡྷފٴ۰ ଐܳ٭ྟލ٭ ཇط ොູگݑ f (x, y) : D ⊂ R2 → R ᄭᄟاᄴᄟا أن َگިل
ොຬگݑ k ≥ 0 و༥ڎ

∀(x, y1), (x, y2) ∈ D,
∣∣ f (x, y2)− f (x, y1)

∣∣≤ k
∣∣y2 − y1

∣∣
. f ይዧٺ؇ًؕ ଐܳ٭ྟލ٭ ಸ؇ٔ k ް݄૭

،(24) ᄭᄟ؊ފగጻዧ اৎٺأ؇ڢٴ۰ اܳٺگݠਊಱ؇ت ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ّگ؇رب ۋިل اܳٺ؇ܳ٭۰ ل۰ اܳٷޙݠ َگڎم

5 �����

و D = {(x, y) ∈R2, |x −x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b} আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة f ܳٺܝ݆
sup

(x,y)∈D
| f (x, y)| ≤ M ොຬگݑ M > 0 .1

.k ಸ؇ಸ y ل ً؇ܳྡྷފٴ۰ ଐܳ٭ྟލ٭ ཇط ොູگݑ f .2
շؔن

،D دا༠ܭ ਊಾࠔࠥ I = [x0−h, x0+h] ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ݁أݠڣ۰ اৎٺأ؇ڢٴ۰ اܳٺگݠਊಱ؇ت ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ཛྷ؇ٷ .1
.h = min

(
a,

b

M

) ۋ٭ت
݁ފٺ݄ݠ. ًؕ؇ّ ިොຶ ਐಾگ؇رب اৎٺأ؇ڢٴ۰ اܳٺگݠਊಱ؇ت ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ .2

x-1 -0.5 0 0.5 1

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

. f (x) ᄭᄟاᄴᄟا ਃಸ؇ن :6 .1 ႟ၽނ



2 ոּب
ڲڷ اڤܙاຒة ١ຖرႥ႐ا ذات اݾশ܋מ١ اڤר܊گ - اચઁ٢ेूازات

- ١ֵ اݾষۑ
١ֵ اݾষۑ ڲڷ اڤܙاຒة ١ຖرႥ႐ا ذات اݾশ܋מ١ اڤר܊گ 1 .2

اୡୠଡ଼ڵة જੴ اݾষۑة اڤࠬࡆոּت درا١۰ اिऻؠڲ١: 1 .1 .2
1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

اَޙ۰݄ ۱ڍه ଫଊّأُٺ اࠍݠ. اৎڍࢻࣕب ྾ང؇ً لأݠف ༠؇رۏ٭۰ ڢިة أي ଫଃٔ؊ّ ࢻࣖون ਐಱڍࢻࣕب اᄳᄟي اܳٷޙ؇م
أو اۋٺႤၽك ૭ྟص ّڰُگڎ و ᄎცݠاࠍ أು؇ء ොڰޓ ُູ ؇ዛዀڣ اܳޚ؇ڢ۰ أن أي (conservative)؛ ො؇ڣޙ۰

أරඝى. ݁گ؇و۰݁ ڢިة أي

ٝॴఢؔܙر ႞႖۰ڪۻ ؉ֵ وׂ֔ۑ اڤ֔ؠي ا߫ࠉࠗמڞ
(Euler): لܹݠ أو ݬ٭؞۰ ً؇ݿٺ༱ڎام ངأ ႟ၽނ ሌᇿإ اࠍ٭ྟ٭۰ اᆇᅀܳ٭؇ت ොຶިل ،۰ਃಸ؇ފاࠍ اܳأ݄ܹ٭؇ت ዝཏྥܳ٭ܭ

e jθ = cosθ+ j sinθ

۱ڍه ༟؇૭ڎ ۋ٭ت ،ངأ ଫଃّأٴ ݆݁ ျݞء ஓټ٭۳ܹ݄؇ ஓ୷ܝ݆ اࡺ࢘ࢦ؇م واࠍ٭ص اࠍ٭ྟ٭۰ ᄭᄟاᄴᄟا أن มฃّأ ᄭᄟأ؇دৎا و۱ڍه
.۰ਃಮ؇ل ଃاܳڰ اَޙ۰݄ ሒᇭ اܳٺިاڣگ٭۰ ً؇ᄴᄟوال اৎٺأܹگ۰ اࠍފ؇ً؇ت ዝ๎٭ܭ ሒᇭ لگ۰ اܳޚݠ

1 ڲ୴ؼ܊١
݁أ۳؇ اܳٺأ؇݁ܭ أ༥ܭ ݆݁ اࡺ࢘ࢦ؇م، واࠍ٭ص اࠍ٭ص دوال ᆇިع ًިاݿޚ۰ ل۰ اᄴᄟور اᆇᅀܳ٭۰ ݆ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆
ل؇ݪ٭۰ ر أداة ሒሃو ، (Four i er −ser i es) ۬ਃಱڣިر ᄭᄥݿܹފ ް݄૭ ا௯௫௵݄ިع ۱ڍا .ً؇ਃಮ؇ل ଃًوڣ ل؇ݪ٭؇ ر

ل۰. اᄴᄟور اᄴᄟوال ܳٺ༲ܹ٭ܭ ل۰ ڢި

19



- ل۰ اࠍݠ ݆݁ اܳިا༡ڎة ۰༥رᄴᄟا ذات اࠍޚ٭۰ اܳٷޙܾ - اଐ۱ازات .2 20ً؇ب

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ ّأُݠفّ T ڣଫଐة ذات f (t ) ل۰ دور ᄭᄟاᄴᄟ ۬ਃಱڣިر ᄭᄥݿܹފ
f (t ) = a0 +

∞∑
n=1

[an cos(nωt )+bn sin(nωt )]

.۬ਃಱڣިر ݁أ؇ఈః݁ت ሒሃ bn و ،an و ،a0 أن ۋ٭ت -
:a0 ಸ؇اܳټ اৎأ؇݁ܭ - :ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ොފص ُູ اৎأ؇ఈః݁ت

a0 = 1

T

∫T

0
f (t )d t

:an اࡺ࢘ࢦ؇م اࠍ٭ص ݁أ؇݁ܭ -
an = 2

T

∫T

0
f (t )cos(nωt )d t

:bn اࠍ٭ص ݁أ؇݁ܭ -
bn = 2

T

∫T

0
f (t )sin(nωt )d t

frequency): (fundamental ང؇ݿا اଫଐܳدد ް݄૭ُ ω اෑෂاوي اଫଐܳدد
T = 2π

ω

(harmonics). اܳٺިاڣگ٭؇ت ڣྥފ݄ް ،nω ང؇ݿا ଫଐይዧدد ݁ݯ؇ڰ؇ت ّܝިن มฆܳا اଫଐܳددات أ݁؇
وّޝدي ይዧٺڍࢻًࣕ؇ت، ཚ؇ل ීෂا اܳٺ༲ܹ٭ܭ ሒᇭ ّޙ۳ݠ มฆܳا اݪ؇ڣ٭۰ اଫଐܳددات ஓټܭ ؇ዛኡ ۰݄ዛᔻ اܳٺިاڣگ٭؇ت ۱ڍه

ل۰. اᄴᄟور ۰ਃಮ؇ًواܳـ۳᠌ݠ اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اَޙ۰݄ دراݿ۰ ሒᇭ ؇ً݄ዛᔻ دوراً
ଽॴబပמिऻا اڤר܊ոم درا١۰

ً؇ݿٺ༱ڎام: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎا আॻ༟ اࠍݱިل ஓ୷ܝ݆
ሒᇃ؇اܳټ દગިਃ ڢ؇َިن .1

اܳޚ؇ڢ۰ ۋڰޓ ڢ؇َިن .2
༇ຍاਵؗ لگ۰ ޗݠ .3

1 ڲոل
اܳأ݄ިدي. اູ؇ه ሒᇭ اۋٺႤၽك ࢻࣖون ౫ళݠك زଫଊَك ًޚݠف ᄭᄥ݁ٺݱ m ᄭᄥ ݁ټ؇ل:



21- ل۰ اࠍݠ ݆݁ اܳިا༡ڎة ۰༥رᄴᄟا ذات اࠍޚ٭۰ اܳٷޙܾ - اଐ۱ازات .2 ً؇ب

ಸ؇ًݥ َިاس :1 .2 ႟ၽނ
:ሒᇃ؇اܳټ દગިਃ ܳگ؇َިن وڣگً؇ :ᄭᄥ൞ശܳا আॻ༟ اৎޚٴݑ ௧ௌ݁٭؇ಱᄴᄟا દગިਃ ݁ٴڎأ →−∑أ-

F = m−→a
:x ا௱௯௫ިر আॻ༟ اݿگ؇ط

m−→g +−→
T = m−→a

:ᄭᄟأ؇دৎا আॻ༟ ොຶݱܭ ۱ٷ؇ و݆݁
mẍ = mg −T

لݱٴں: ،T = k(x +∆l ) اଫଊَෑෂك ݆݁ اৎޝߜߵة اܳگިة و࿓؆د༠؇ل
mẍ = mg −k(x +∆l )

وً؇ܳٺྟފ٭ޔ:
mẍ = mg −kx −k∆l

اܳٺިازن: ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ∑−→
F =−→

0

:มฃلأ و۱ڍا
mg −k(∆l ) = 0

أن: أي
mẍ =−kx +mg −k∆l︸ ︷︷ ︸

0



- ل۰ اࠍݠ ݆݁ اܳިا༡ڎة ۰༥رᄴᄟا ذات اࠍޚ٭۰ اܳٷޙܾ - اଐ۱ازات .2 22ً؇ب

:ሌᇿإ لޝدي و۱ڍا
mẍ =−kx

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
mẍ +kx = 0

وأଫଃ༠اً:
ẍ +ω2

0x = 0

.ၿၛޠަޫۑ اڤءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا ᆃᅴ ٢ه
أن: أي اၯၽܳ٭۰)، (أو اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ۋڰޓ لࡤࡲ اࠍݠ، اܳٷޙ؇م ሒᇭ اܳޚ؇ڢ۰: ۋڰޓ ڢ؇َިن ب-

ETot = T +U = 1

2
mẋ2 + 1

2
kx2

ොڰިޖ۰: اܳޚ؇ڢ۰ أن ؇ஓو
dETot

dt
= 0 ⇒ mẍẋ +kẋx = 0

لأޚ٭ٷ؇: و۱ڍا
ẍ + k

m
x = 0 ⇔ ẍ +ω2

0x = 0

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ ይዧٷޙ؇م ༇ຍاਵؗ ᄭᄟدا ّأُݠفّ :༇ຍاਵؗ لگ۰ ޗݠ ج-
L = T −U

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ اႤၽܳ݁ٷ۰. اܳޚ؇ڢ۰ ሒሃ Uو اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ሒሃ T ۋ٭ت
L = 1

2
mẋ2 − 1

2
kx2

:اদֈቤቘ اڤո֔ڲ١ اڤۢמ֏١
2 ׂ֔ۑֵ؉

،۰ਃಮ؇ل ଃاܳڰ اَޙ۰݄ ሒᇭ اಱᄴᄟ؇݁٭ܝ٭۰ ᄎცݠاࠍ ܳٺ༲ܹ٭ܭ ૭ٺ༱ڎم ل؇ݪ٭۰ ر أداة ሒሃ ༇ຍاਵؗఈዳዧ اܳأ؇۰݁ اܳݱ٭؞۰
واܳޚ؇ڢ۰ اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ඔ൹ً وߙߵًޔ ،ሌᇃدا اܳڰأܭ ݁ٴڎأ আॻ༟ ّأٺ݄ڎ اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰. ႤၽਃႤၽ٭ৎا ሒᇭ ༠؇ݬ۰

.྾ཏ࠵࠾ اႤၽܳ݁ٷ۰

اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄟأ؇دৎ؇ً ༇ຍاਵؗ ݬ٭؞۰ ّأُޚް
L = T −U



23- ل۰ اࠍݠ ݆݁ اܳިا༡ڎة ۰༥رᄴᄟا ذات اࠍޚ٭۰ اܳٷޙܾ - اଐ۱ازات .2 ً؇ب

اႤၽܳ݁ٷ۰. اܳޚ؇ڢ۰ ሒሃ U - اࠍݠ܋٭۰. اܳޚ؇ڢ۰ ሒሃ T - .༇ຍاਵؗ ᄭᄟدا ሒሃ L - ۋ٭ت:
:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ ᄎცݠاࠍ ݁أ؇دت ࠍފ؇ب **༇ຍاਵؗ ᄭᄟ݁أ؇د** ૭ُٺ༱ڎم ቕ

d

d t

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= 0

اܳأ؇۰݁. ا༟ཏܳ؇ت ሒሃ q̇ و اܳأ؇۰݁ ا༡ڎاਃು؇ت ሒሃ q ۋ٭ت
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
−

(
∂L

∂x

)
= 0

اܳٺأٴଫଃات: و࿓؆د༠؇ل
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
= mẍ

و:
∂L

∂x
=−kx

:আॻ༟ ොຶݱܭ ᄳᄟا
mẍ +kx = 0

.༇ຍاਵؗ لگ۰ ޗݠ ً؇ݿٺ༱ڎام ௧ௌਃႤၽ٭ৎا ይዧٷޙ؇م اಱᄴᄟ؇݁٭ܝ٭۰ ᄎცݠاࠍ ݆ ଫଊّأ ᄭᄟأ؇دৎا ۱ڍه
اڤءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا ຒڞ

:ᄭᄟأ؇دৎا ༡ܭ
ẍ + k

m
x = 0 ⇔ ẍ +ω2

0x = 0

:႟ၽاܳލ আॻ༟ لܝިن
x(t ) = Aer t

݁ިۏص. ಸ؇ٔ ި۱ A و ۋگ٭ࠔࠫ ༟ڎد ި۱ r ۋ٭ت
ẋ = Ar er t ẍ = Ar 2er t ⇔ (r 2 −ω2

0)Aer t = 0

:؇ዛዊ݁و{
r1 = iω0

r2 = −iω0

}
ఈః༡ن: ؇ಱᄴᄟ

x1(t ) = A1er1 = A1e iω0t /// x2(t ) = A2er2 = A2e−iω0t

x(t ) = A
(
e iω0t +e−iω0t)



- ل۰ اࠍݠ ݆݁ اܳިا༡ڎة ۰༥رᄴᄟا ذات اࠍޚ٭۰ اܳٷޙܾ - اଐ۱ازات .2 24ً؇ب

:ި۱ اࠍݠ܋٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳأ؇م اࠍܭ
x(t ) = x1(t )+x2(t ) = A

(
e iω0t +e−iω0t)

لܹݠ: أو ܳأఈఃڢ۰ وڣگً؇
e±iω0t = cos(ω0t )± i sin(ω0t )

إذاً:
x(t ) = A1 (cos(ω0t )+ i sin(ω0t ))+ A2 (cos(ω0t )− i sin(ω0t ))

x(t ) = (A1 + A2)cos(ω0t )+ (A1 − A2)i sin(ω0t )

x(t ) = B cos(ω0t )+C sin(ω0t )

}ۋ٭ت:
B = cosθ
C = sinθ

:ዻዧᄳᄟ
x(t ) = D cosθcos(ω0t )+D sinθ sin(ω0t ) = D cos(ω0t +φ)

.۰ਃಮڎاਐಸا اདྷܳوط ݆݁ ؇ᆇᆅࣖڎࢴොູ لࡤࡲ ٔ؇ਐಸ؇ن ؇ᆇᆅ φ و D أن ۋ٭ت

اࠍ٭ྟ٭۰ اܳٺިاڣگ٭۰ ᄎცݠاࠍ :2 .2 ႟ၽނ
اܳޚٴ٭أ٭۰: واܳڰଫଐة اܳފأ۰ ሒᇭ ۏ٭ྟ٭۰ ّܝިن اܳٺڍࢻًࣕ؇ت

T0 = 2π

ω0
= 2π

√
m

k

:۰ਃಸاܳأݠ اይዧ؞۰ ሌᇿإ ۰ᆇᅹଫଐܳا إܳ٭۹



25- ل۰ اࠍݠ ݆݁ اܳިا༡ڎة ۰༥رᄴᄟا ذات اࠍޚ٭۰ اܳٷޙܾ - اଐ۱ازات .2 ً؇ب

ᆃᄧոּ٤ۑاڤـ اڤר܊ոم درا١۰
2 ڲոل

**LC**: َިع ݆݁ ۰ਃಮ؇ً۳ݠ دا߉ߵة اٺٴ؇ر ሒᇭ ܳٷ؊༠ڍ

∑
i

Vi = 0

VC +VL = 0

L
di

d t
+ q

C
= 0

ۋ٭ت:
i = d q

d t
⇒ Lq̈ + q

C
= 0 ⇔ q̈ + 1

LC
q = 0

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
q̈ +ω2

0q = 0

اࠍܭ:
q(t ) =Q cos(ω0t +φ)

ۋ٭ت:
ω0 = 1p

LC

اܳޚ؇ڢ٭۰ ೞިااࠍ

ووނأ۰ ݁ܝټڰ۰ دارة :3 .2 ႟ၽނ
Em = T +U{
T = 1

2mẋ2

U = 1
2kx2



- ل۰ اࠍݠ ݆݁ اܳިا༡ڎة ۰༥رᄴᄟا ذات اࠍޚ٭۰ اܳٷޙܾ - اଐ۱ازات .2 26ً؇ب

x(t ) = A cos(ω0t +φ) // ẋ(t ) =−Aω0 sin(ω0t +φ){
T = 1

2m(−Aω0 sin(ω0t +φ))2

U = 1
2k(A cos(ω0t +φ))2

ොේ٭ں. واܳأܝݴ රඞ܋٭۰ ޗ؇ڢ۰ ሌᇿإ اৎݠ۰َ اܳޚ؇ڢ۰ لܭ ި౫భ اৎڍࢻࣕب ۱ڍا لگިم اܳޚ؇ڢ٭۰، اܳٷ؇ۋ٭۰ ݆݁
Em = 1

2
k A2 sin2(ω0t +φ)+ 1

2
k A2 cos2(ω0t +φ) ⇔ Em = 1

2
k A2

ω2
0 =

k

m

اिऻמॴబပڎמ١). ١ؓոاڤ܋ ֍দض :1 اڤءۢڞ ֆراـ) اڤۻ١֔ ֆּদগ ֆڲ ֦۰ոר༖ ஈኬቘࠬࡆب اिऻמॴబပڎמ١ ١ؓոاڤ܋

ଽॴబပ٤ۑوڲמاڤـ ּٝո۾༖اڤ
اܳྥލ؇ً۬ إ૰؇ء ஓ୷ܝ݆ ،۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ "LC" ودا߉ߵة اৎݠن ይዧٴٷڎول اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت ݁گ؇ر۰َ ఈః༠ل ݆݁

:ሒᇿ؇اܳٺ ௧ௌਃႤၽاܳـ۳᠌ݠو݁٭
௧ௌਃႤၽ٭ৎا اܳٷޙ؇م ሒᆶ؇ًاܳـ۳᠌ݠ اܳٷޙ؇م
ẍ + k

m x = 0 q̈ + 1
LC q = 0

x :۰༡زاا q اܳލۜٷ۰:
m :ᄭᄥ൞ശܳا L اࠍت:
k اଫଊَෑෂك: 1

C اܳފأ۰ ݁گߺࠊب
1
2 mẋ2 اࠍݠ܋٭۰: اܳޚ؇ڢ۰ 1

2 L
(

dq
dt

)2 اৎܹژ: ޗ؇ڢ۰
1
2 kx2 اႤၽܳ݁ٷ۰: اܳޚ؇ڢ۰ 1

2

(
q2

C

) اညܝټژ: ޗ؇ڢ۰
௧ௌਃႤၽاܳـ۳᠌ݠو݁٭ اܳྥލ؇ً۬ :1 .2 ༥ڎول



3 ոּب
١ֵ اݾষۑ ڲڷ واຒة ١ຖدر ذات ჸૉة ബഏة ػ܋מ١ أֿ܊ڵ١

اूेؼပك وأֿܙاع اୡୠଡ଼ڵ اݾষۑ اڤࠬࡆب ᅽᅰإ ڲؠڲ١ 1 .3
اނأ؇ع). أو اۋٺႤၽك ૭ྟص ؇ዛኡڣگڎا (لࡤࡲ اࠍ؇رۏ٭۰ ۰٪اܳٴ ሌᇿإ اৎڍࢻࣕب ޗ؇ڢ۰ ݆݁ ඹජء َگܭ "لࡤࡲ

اዛዊܳ؇ل۰." ሒᇭ اৎڍࢻࣕب وਐಱިڢژ اܳިڢب، ਵਦور ؕ݁ اܳٺڍࢻًࣕ؇ت ݿأ۰ ོྥٷ؇ڢݧ

اूेؼပك أֿܙاع 2 .3
أَިاع ًأݥ ؕ݁ ڣگޔ ᄎცݠاࠍ ᄭᄟ݁أ؇د ༡ܭ ஓ୷ܝ݆ اۋٺႤၽك. ޗٴ٭أ۰ আॻ༟ ᄎცݠاࠍ ݁أ؇دت ّأٺ݄ڎ

اۋٺႤၽك.
اڤۢڪ֦ اूेؼပك 1 .2 .3

ᄴፁዧܾ. اܳأ݄ިدي اܳڰأܭ رد ؕ݁ ∼ اۋٺႤၽك ڢިة ོྥٷ؇ݿص
F f =−sg n(ν)µR (1)

ۋ٭ت:
F =−kx اৎފٺأ؇دة اܳگިة : F

اܳފ؇܋݆. اۋٺႤၽك 6= ௧ௌ݁٭؇ಱᄴᄟا اۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ : µ

اቘۏج أو اڤۻոֲڞ اूेؼပك 2 .2 .3
.۰༟ཏይዧ و݁أ؇܋ފ۰ 6= ོྥٷ؇ݿص اܳފ؇فܭ اۋٺႤၽك ڢިة

F f =−αυ (2)
αÂ 0 ۋ٭ت

27



ل۰ اࠍݠ ݆݁ وا༡ڎة ۰༥در ذات ᆇڎة රඞة ۊޚ٭۰ أَޙ۰݄ .3 28ً؇ب

اܳݱܹص اۋٺႤၽك :1 .3 ႟ၽނ

اይዧݞج أو اܳފ؇فܭ اۋٺႤၽك :2 .3 ႟ၽނ

١ຖۏوቘا ۳ࠥࡇة اڤܙո۰ֲ܅ ᆃᅞ اूेؼပك 3 .2 .3
و༟؇دة ۊޚ٭۰ ଫଃ༚ ᄎცݠاࠍ ᄭᄟ݁أ؇د .۰༟ཏܳا ًؕਵਦ ؕ݁ 6= ྥٷ؇ݿص ۰༥ݞوይዧا ނڎࢴࣖة اܳިݿ؇فޔ ሒᇭ اۋٺႤၽك

.ঌॻܹ٭ොູ ༡ܭ আॻ༟ ොູٺިي 

اूेؼပك ڲڷ ڲ֔ؠة أബഎى أֿܙاع 4 .2 .3
اۋٺႤၽك ڢިة ݆ ଫଊلأ .۰༟ཏܳا ؕ݁ ོྥٷ؇ݿص มฆܳا اይዧݞج اۋٺႤၽك ڢިى আॻ༟ ཡݿٷگٺ اᄴᄟورة، ۱ڍه ሒᇭ

:ঌॻل პაႰ اይዧݞج

Fq =−αq̇ (3)



ل29۰ اࠍݠ ݆݁ وا༡ڎة ۰༥در ذات ᆇڎة රඞة ۊޚ٭۰ أَޙ۰݄ .3 ً؇ب
اৎأ۰݄݄ ۰༟ཏܳا : q̇ ይዧٷޙ؇م اৎأ۰݄݄ ۰ਃುڎا༡ا : q α : [N . s

m اይዧݞج اۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ α ۋ٭ت:
:ঌॻل პაႰ اܳگިة ݆ ଫଃاܳٺأٴ لࡤࡲ ،x اܳٴأڎ أ༡؇دل۰ ᄎცරඞ ሒᇭ ይዧٷޙ؇م.

−→
f =−α−→ν =−αẋ−→u

.3 .3 ႟ၽاܳލ ሒᇭ ඔ൹݁ٴ ި۱ პაႰ اৎټٴޔ ஓ୷ټܭ ،ႤၽਃႤၽ٭ৎا ሒᇭ

اৎټٴޔ ஓټ٭ܭ :3 .3 ႟ၽނ

ჸૉ ֿ܊ոم ᆃᅞ اদֈेू ႞႐دո֔ڲ 3 .3
ّݱٴں: ༇ຍاਵؗ ᄭᄟ݁أ؇د ڣ؆ن ، f =−αq̇ اۋٺႤၽك ۱ٷ؇ك Ⴄ၍ن "إذا

d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
= Fq

اܳگިة ඔ൹ً ఈః༟ڢ۰ ༥ިّڎ ᄳᄟا රඞارة، ݬިرة ሒᇭ اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ اܳٷޙ؇م لڰگڎ اۋٺႤၽك، ڢިى ଫଃٔ؊ّ ොູب
.α أරඝى ۏ۰۳ ݆݁ اይዧݞج اۋٺႤၽك و݁أ؇݁ܭ ۏ۰۳، ݆݁ D اܳڰگڎ ᄭᄟودا Fq

Fq =−∂D

∂q̇
(4)

ۋ٭ت:
D = 1

2
αq̇2

:ঌॻل პაႰ ا௰௯௫݄ڎ ይዧٷޙ؇م ༇ຍاਵؗ ᄭᄟ݁أ؇د ّݱٴں
d

dt

(
∂L

∂q̇

)
− ∂L

∂q
=−∂D

∂q̇



ل۰ اࠍݠ ݆݁ وا༡ڎة ۰༥در ذات ᆇڎة රඞة ۊޚ٭۰ أَޙ۰݄ .3 30ً؇ب

ᄎცݠواࠍ اܳٺިازن ሒᇭ اᄭᄥ൞ശܳ-اଫଊَෑෂك-اৎټٴޔ َޙ؇م :4 .3 ႟ၽނ

اڤ႞႖ಧ-اજֿൂളك-اिऻץ܅ اڤר܊ոم ႞႐دո֔ڲ 4 .3
ၿၛۑষاݾ ႞႐دո֔ڲ 1 .4 .3

.༇ຍاਵؗ وఈః༟ڢ؇ت (FRD) Ⴄၽ݁٭؇ಱᄴፁዧ اݿ؇ݿ٭۰ اܳأఈఃڢ۰ اݿٺ༱ڎام ஓ୷ܝٷٷ؇ اܳٷޙ؇م، ۱ڍا ݁ټܭ ᄎცරඞ ᄴᄟراݿ۰

FRD: ပڲמոॾఢႥኲቘ ا۰ո۰ॊूמ١ ١ؓ୴֔اڤ أ-

∑−→
F ext = m−→

γ

−→
P +−→

F R +−→
F α = m−→

γ

:ox আॻ༟ إݿگ؇ط
mg −k(x +x0)−αẋ = mẍ

mg −kx0︸ ︷︷ ︸
=0

+kx −αẋ = mẍ

⇒ mẍ +αẋ +kx = 0

ẍ + α

m
ẋ + k

m
x = 0

.۰૭؇༶݁ٺ ۰ਃ؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ۊޚ٭۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ۱ڍه



ل31۰ اࠍݠ ݆݁ وا༡ڎة ۰༥در ذات ᆇڎة රඞة ۊޚ٭۰ أَޙ۰݄ .3 ً؇ب
اদֈेू ֵؠ١ ܈ۑ ب-
اࠍݠ܋٭۰: اܳޚ؇ڢ۰

T = 1

2
mẋ2

اႤၽܳ݁ٷ۰: اܳޚ؇ڢ۰
U = 1

2
kx2

اܳڰگڎ: ᄭᄟدا
D = 1

2
αẋ2

:༇ຍاਵؗ ᄭᄟدا
L = T −U

⇒ L = 1

2
mẋ2 − 1

2
kx2

اਵؗఈዳዧاຶ: اݿߺࠊب
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
−

(
∂L

∂x

)
=−∂D

∂ẋ
d
dt

(
∂L
∂ẋ

) = mẍ
∂L
∂x =−kx
∂D
∂ẋ =αẍ

:؇ಱᄴᄟ ݿ٭ܝިن (III.1 ) ᄭᄟأ؇دৎا ሒᇭ اݿྥٴڎال ఈః༠ل ݆݁
mẍ +kx =−αẋ

⇒ ẍ + α

m
ẋ + k

m
x = 0

اࠍݠ. ا௰௯௫݄ڎ اܳٷޙ؇م ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ᄎცݠاࠍ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ ۱ڍه
و݁ؕ .ω0 = k

m ި۱ ይዧٷޙ؇م ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ڣ؆ن ا௰௯௫݄ڎ، ଫଃ༚ اܳٺިاڣࠔࠫ اৎڍࢻࣕب ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ اࠍ؇ل ި۱ პაႰ
ި۱ λ ۋ٭ت ،λ= α

2m ૭؇وي اৎأ؇݁ܭ ۱ڍا .( α
m

) ا௰௯௫݄ڎ ஓأ؇݁ܭ ਊಾਵਦޔ ༥ڎࢴࣖ ݁ݱޚܹں ّޙ۳ݠ ،ዻዧذ
:ঌॻل პაႰ ᄎცݠاࠍ ᄭᄟ݁أ؇د ّܝٺص ،ዻዧᄳᄟ ا௰௯௫݄ڎ. ݁أ؇݁ܭ

ẍ +2λẋ +ω2
0x = 0 (5)



ل۰ اࠍݠ ݆݁ وا༡ڎة ۰༥در ذات ᆇڎة රඞة ۊޚ٭۰ أَޙ۰݄ .3 32ً؇ب
ၿၛۑষاݾ ႞႐دո֔ڲ ຒڞ 2 .4 .3

ୖڍه اࠍߺࠊل ۰༟ިᆇ ႟ၽ૰ .ሒᇚر؇༠ ༡ڎ ࢻࣖون ۰ਃ؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ (5 .3) ᄭᄟأ؇دৎا
ඔ൹ܹ༡ ݆݁ ۊޚ٭۰ ܋ଫଐ܋٭ٴ۰ ᄭᄟأ؇دৎا ୖڍه اܳأ؇م اࠍܭ ݆ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆ اًأ؇د. ሒᆶ؇ು ݁ٺ۳ً۠؇ ً ڣݯ؇ء ᄭᄟأ؇دৎا

اݿ٭۰. اෑෂ݁ٷ٭۰ اࠍߺࠊل আॻ༟ ଃ܋ଫଐܳا ఈః༠ل ݆݁ اݿ؇س ۱ڍا আॻ༟ اܳأټިر ஓ୷ܝ݆ أݿ؇ݿً؇. ఈ႙ၽ૰ن
x(t ) = Aer t

˙x(t ) = Ar er t

¨x(t ) = Ar 2er t

لأޚ: ؇ᆙᆘ ،(5 .3) ᄭᄟأ؇دৎا ሒᇭ ۰ٔఈఃاܳټ اࠍڎود ૭ྥٴڎل
Ar 2e−iωt +2λAr e−iωt +ω2

0 Ae−iωt = 0

:আॻ༟ ොຶݱܭ ، Ae−iωt ොູܹ٭ܭ ఈః༠ل ݆݁
Ae−iωt (r 2 +2λr +ω2

0) = 0 (6)
إ݁؇ ّأޚ أن وஓ୷ܝ݆ ۰ਃ؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ᄭᄟ݁أ؇د ؇ዛኡإ اࠍݱ؇فݧ. ᄭᄟأ؇دஓ (6 .3) ᄭᄟأ؇دৎا ّأُݠف
ۋފ؇ب لࡤࡲ .દઊ݁أگڎ દઊڍر༥ أو اࠍگ٭گ٭۰)، ا༟ڎاد ݆ᆙᆕ) ਲ਼ਦدوج ༥ڍر ،દઊଃᆙᆘ ඔ൹ۋگ٭گ٭ દઊڍر༥

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ ཡٺ௰௯௫ا ଃاࡺ࢘ࢦ٭
∆=λ2 −ω2

0

أَޙ۰݄: ۰ٔఈఃٔ دراݿ۰ ຬص
دوري) જੴ) ੇة ჸૉ ֿ܊ոم

ჸૉ) (ֿ܊ոم :1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
.દઊଃ݄݁ٺ ඔ൹ۋگ٭گ٭ દઊڍر༥ ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ ،؇ًਃಸ؇ຬإ اࠍݱ؇فݧ ᄭᄟأ؇دৎ ଃاࡺ࢘ࢦ٭ لܝިن اܳٷޙ؇م، ۱ڍا ሒᇭ
لܝިن ،ዻዧᄳᄟ دوري. ଫଃ༚ أَ۬ มฃلأ ؇ᆙᆘ ࣁࣕࢻࣕب، دون اܳٺިازن ሌᇿإ لأިد اܳٷޙ؇م أن ሌᇿإ ዻዧذ ଫଃ૰
ً؊༡ڎ ਊಾਵਦޚ۰ ؇݄ዛዊ݁ ႟၍ اৎٺٷ؇ڢݱ۰، اݿ٭۰ اࠍڎود ݆݁ ඔ൹ިٺᆇ ݆ ٴ؇رة ᄎცݠاࠍ ᄭᄟأ؇دৎ اࠍܭ

.ඔ൹گ٭گ٭اࠍ દઊڍراࠍ

∆> 0 ⇒λ>ω0r1 = −2λ+p∆
2 = −λ+

√
λ2 −ω2

0

r2 = −2λ−p∆
2 = −λ−

√
λ2 −ω2

0



ل33۰ اࠍݠ ݆݁ وا༡ڎة ۰༥در ذات ᆇڎة රඞة ۊޚ٭۰ أَޙ۰݄ .3 ً؇ب

x(t ) = A1er1t + A2er2t ⇒ x(t ) = A1e−λ+
p

λ2−ω2
0t + A2e−λ−

p
λ2−ω2

0t

x(t ) = e−iωt
[

A1e−λ+
p

λ2−ω2
0t + A2e−λ−

p
λ2−ω2

0t
]

.۰༟ཏܳوا اوܳ٭۰ ۰༡زاا ཇوط ًިاݿޚ۰ A2 و A1 اৎأ؇ఈః݁ت ොڎد ُູ

اᄴᄟوري ଫଃ༚ اܳٷޙ؇م :5 .3 ႟ၽނ

݆݁ ݁أ٭ٷ۰ ڣଫଐة ًأڎ ؇ً݁؇ஓ وਐಱިڢژ ਐಱڍࢻࣕب لأڎ ቕረ ڣ؆َ۬ ّިازَ۬، ݁ިݪؕ ݆݁ اܳٷޙ؇م ۰༡إزا ఈః༠ل ݆݁
੯੩ُلޚ .ཡأڢ اܳٺިڢژ وڢب Ⴄ၍ن ،ଫଊأ܋ ا௰௯௫݄ڎ ݁أ؇݁ܭ Ⴄ၍ن ؇గၵ၍ ا௰௯௫݄ڎ. ݁أ؇݁ܭ আॻ༟ ّأٺ݄ڎ มฆܳوا ،݆݁ෑෂا

ٔگ٭ܭ. وا௰௯௫݄ڎ دوري، ଫଃ༚ ྾ངا اܳٷޙ؇م ۱ڍا আॻ༟
ࣁࣕࢻࣕب ل༥ިڎ  ૰ڎة، ا௰௯௫݄ڎ اܳٷޙ؇م ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ َ۬ ؇ً࿌زاو ߙߵدداً √

λ2 −ω2
0 اৎݱޚܹں ଫଊلأُٺ 

اܳٺިازن. ݁ިݪؕ ۋިل
اݾষۑج اႥ႐وري જੴ اڤר܊ոم

ݬڰݠاً. ཡٺ௰௯௫ا ଃاࡺ࢘ࢦ٭ ؇ዛዀڣ لܝިن มฆܳا ᄭᄟ؇اࠍ ؕ݁ ۱ڍا ਐಱިاڣݑ
∆= 0 ⇔λ=ω0

ਲ਼ਦدوج. ۋگ٭ࠔࠫ ༥ڍر اࠍݱ؇فݧ ᄭᄟ݁أ؇د ᄴᄟى
r1 = r2 =−λ

اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰. ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ ሒሃ e−λt ᄭᄟاᄴᄟا ڣ؆ن ،ዻዧᄳᄟ
اࠍܭ ۰ً؇ لࡤࡲ ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ༡ܭ. ألݯً؇ ި۱ te−λt أن ఈః݁ۋޙ۰ ఈః༠ل ݆݁ ሒᇃ؇اܳټ اࠍܭ আॻ༟ اࠍݱިل ஓ୷ܝ݆

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ اܳأ؇م



ل۰ اࠍݠ ݆݁ وا༡ڎة ۰༥در ذات ᆇڎة රඞة ۊޚ٭۰ أَޙ۰݄ .3 34ً؇ب

x(t ) = Ate−λt +Be−λt ⇒ x(t ) = (At +B)e−λt

ۋگ٭ࠔࠫ ༥ڍر ؇ಱᄴᄟ ݬڰݠاً، اࠍݱ؇فݧ ᄭᄟأ؇دৎ ଃاࡺ࢘ࢦ٭ لܝިن ۋ٭ت اࠍݠج"، اᄴᄟوري ଫଃ༚ "اܳٷޙ؇م ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ
:႟ၽܳލ؇ً ۰ਃ؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ਲ਼ਦدوج.

m
d 2x

d t 2
+b

d x

d t
+kx = 0

اࠍݱ؇فݧ: ᄭᄟ݁أ؇د ّܝިن
r 2 +2ζω0r +ω2

0 = 0

ۋ٭ت:
ا௰௯௫݄ڎ. ૭ٴ۰ ި۱ ζ= b

2
p

km
- ا௰௯௫݄ڎ، ଫଃ༚ ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ި۱ ω0 =

√
k
m -

༥ڍر ؇ୖ اࠍݱ؇فݧ ᄭᄟ݁أ؇د وّܝިن ݬڰݠاً، لܝިن ଃاࡺ࢘ࢦ٭ ڣ؆ن ᄳᄟا ،ζ = 1 اࠍݠج، ا௰௯௫݄ڎ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ
:ި۱ اܳأ؇م اࠍܭ .r =−ω0 ਲ਼ਦدوج

x(t ) = (A+B t )e−ω0t

اوܳ٭۰. اདྷܳوط ොູڎد۱؇ ಸٔިا ؇ᆇᆅ Bو A }ۋ٭ت
λ= α

m

ω0 =
√

k
m

⇒λ=ω0 ⇒ α2

4m2
= k

m

݁ިݪؕ ሌᇿإ لأިد اᄳᄟي اܳٷޙ؇م ި۱ اࠍݠج اᄴᄟوري ଫଃ༚ اܳٷޙ؇م ଫଊلأُٺ .αC = 2
p

km රඞج :C ۋ٭ت
.රඝآ دوري ଫଃ༚ َޙ؇م أي ݆݁ ଫଊأ܋ ۰༟๎ื ّިازَ۬

اࠍݠج اᄴᄟوري ଫଃ༚ اܳٷޙ؇م :6 .3 ႟ၽނ
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وّݱ݄ࡗࡲ اܳأ݄ܹ٭۰ اܳٺޚٴ٭گ؇ت ًأݥ ሒᇭ ؇ً݄ዛᔻ دوراً ۰༥ݠاࠍ ᄭᄟ؇اࠍ ّܹأص රඞج. ᆇڎ َ۬؊ً ا௰௯௫݄ڎ لأُݠف
ູ؇وز دون ஓ୷ܝ݆ ؇݁ ً؊ངع راۋٺ۬ ݁ިݪؕ ሌᇿإ اݪޚݠاب ًأڎ اܳٷޙ؇م لأިد ۋ٭ت اܳگ٭؇س، أدوات

.ዻዧذ
1 ڲ୴ؼ܊١

ڣ؆ن ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ਐಱڍࢻࣕب؛ أن دون ّިازَ۬ ݁ިݪؕ ሌᇿإ اܳٷޙ؇م لأިد ،(λ≥ω0) اܳگިي గጻዧ݄ۛڎ ً؇ܳྡྷފٴ۰
.؇ًஓ୴دا ਐಱڍࢻࣕب  ا௰௯௫݄ڎ ଫଃ༚ اوݿ٭ߺࠊر

اႥ႐وري ۳ץٝ اڤר܊ոم
اݾܙدة) (ոຐڲڞ :2 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ل؇ء ଃاܳڰ ሒᇭ ༠؇ݬ۰ اಱᄴᄟ؇݁٭ܝ٭۰، اَޙ۰݄ ݿ٭؇ق ሒᇭ ༚؇ܳٴً؇ ૭ُٺ༱ڎم ݁ݱޚܹں ި۱ اᄴᄟوري ނٴ۬ اܳٷޙ؇م
ଲਐಱ୍ر  وܳـܝٷ۬ ݁ٷٺޙܾ دوري ႟ၽ۱٭ আॻ༟ ොຬٺިي أَ۬ ਊಱڎو Ⴄً၍ݿߺࠊ ولݱژ ل؇ݪ٭؇ت. ීෂوا واୖٷڎݿ۰
ਊಱڎو ڢڎ اܳٷޙ؇م أن ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟ ،රඝآ ปฃأஓ اࠍگ٭ࠔࠫ. اᄴᄟوري اܳފߺࠊك ݁ټܭ لگ۰ اܳޚݠ ಸڰݴ ࢻࣖڢ۰
اܳިڢب، ஓݠور ౫ౙళݠف ًأو ఈఃڢܹ٭ ෛູٺܹژ ڢڎ اܳފأ؇ت أو اෑෂ݁ٷ٭۰ اܳڰިاݬܭ أن إ ݁ٺଲ୍راً، ஓޚً؇ لޙ۳ݠ أَ۬

اᄴᄟڢ٭ݑ. اܳٺଲ୍ار ஓ୷ٷؕ ؇ᆙᆘ
ݿ؇ܳٴً؇: ཡٺ௰௯௫ا ଃاࡺ࢘ࢦ٭ ؇ዛዀڣ لܝިن มฆܳا ᄭᄟ؇اࠍ ؕ݁ ਐಱިاڣݑ

∆< 0 ⇔λ<ω0

∆= (−1)(ω2
0 −λ2) = i 2(ω2

0 −λ2)

ᄭᄟأ؇دగጻዧ اࠍߺࠊل ڣ؆ن ᄳᄟا، ωα =
√
ω2

0 −λ2 : اᄴᄟوري ނٴ۬ اଫଐܳدد أو ا௰௯௫݄ڎ اଫଐܳدد ި۱ ωα:ۋ٭ت
:ሒሃ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰

x(t ) = A1e (−λ−i
p
∆)t + A2e (−λ+i

p
∆)t

x(t ) = e−λt (A1e−i
p
∆t + A2e+i

p
∆t )

:ި۱ ᄭᄟأ؇دగጻዧ اࠍܭ
x(t ) = Ae−λt (A cosωαt +B sinωαt )

x(t ) = A cos(ωαt −φ)

݁ٺٷ؇ڢݱ۰ ݿأ؇ت ذات ࣁࣕࢻًࣕ؇ت ً؊داء اܳٷޙ؇م لگިم اوܳ٭۰. اདྷܳوط ًިاݿޚ۰ φ و A ಸاܳټިا ොڎد ُູ
ًިاݿޚ۰: اᄴᄟوري" ނٴ۬ "اܳٷޙ؇م لأޚް و

Tα = 2π

ωα
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Tα = 2π

ωα

⇒ Tα = 2π√
ω2

0 −λ2

ω2
α =ω2

0

√
1−ζ2

Tα = 2π√
ω2

0 −λ2
= T0√

1−ζ2

Tα = T0√
1−ζ2

⇒ T0 < Tα

݆݁ ඔ൹ುا ًިاݿޚ۰ ො؇ޗ۰ x(t ) ปฃۜٷৎا ّܝިن T −α ' T0 ڣ؆ن ᄳᄟا λ¿ ω0 ⇒ ζ2 = 1 Ⴄ၍ن إذا
cos(ωαt −φ) ౯ద؇وز أن ஓ୷ܝ݆  اৎޚܹگ۰، اܳگ٭۰݄ ۋ٭ت ݆݁ ،َ۬ −Ae−λt و Ae−λt اݿݴ
ߙߵدد ۱ٷ؇ك .(7 .3 ႟ၽاܳލ (اَޙݠ ّިازَ۬ ݁ިݪؕ ݆݁ t لگଫଐب ٷڎ݁؇ ݬڰݠاً لݱٴں x أن ߖߵى اܳިا༡ڎ.

ݪأ٭ژ. ا௰௯௫݄ڎ ل۰. دور ނٴ۬ ؇ዛኡ؊ً ᄎცݠاࠍ لُިݬژ و دوري، ނٴ۬

دورة) (ނٴ۬ ࣁࣕࢻًࣕ؇ت :7 .3 ႟ၽނ
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اᄴᄟوري ނٴ۬ اܳڰଫଐة وأن ،ω0 ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ݆݁ أڢܭ ωα اᄴᄟوري ނٴ۬ اଫଐܳدد أن ఈః݁ۋޙ۰ ຬص
اৎگ؇ًܭ. ا௰௯௫݄ڎ ଫଃ༚ ଐ۳గጻዧ T0 اܳڰଫଐة ݆݁ ଫଊأ܋ Tαؕᆇ ل؇ݪ٭۰ ر ஓ؇ذج ًިاݿޚ۰ ༟؇م ႟ၽ૰ اᄴᄟوري* ނٴ۬ *اܳٷޙ؇م ஓټ٭ܭ لࡤࡲ ݁٭ਃႤၽܝ٭۰، اଐ۱ازات ሒᇭ

اࡺࢦ؇ذج ۱ڍه ૭ٺ༱ڎم ؇݁ و༚؇ܳٴً؇ ۊޚ٭۰. ଫଃ༚ ّ؊ଫଃٔات ૰݄ܭ أو ل۰ دور واܳٷݱژ ل۰ اᄴᄟور اࠍڎود ඔ൹ً
اࠍگ٭ࠔࠫ. اᄴᄟوران ݆ اොຶݠاڣ؇ت ܳٺگ؇ط ଫଃاܳٺ؞ ًޚ٭۰٪ ༡ڎود ࣁ༠ُࣖܭ أو ଫଐ݁اًޚ۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ݁أ؇دت
اَޙ۰݄ ሒᇭ اᄴᄟوري ނٴ۬ اܳފߺࠊك ܳިݬژ ނ؇فؕ ႟ၽ૰ اৎފٺ༱ڎ۰݁ واܳݱ٭ؐ اৎأ؇دت ًأݥ ঌॻل ڣ٭݄؇

اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰.
ॻ܅ء જੴ֏ঁయ ١֔۰ أو જઁּدد اڤܙاؔޅޜ اચઁ٢ेूاز

ਊಸޔء: ଫଃ؞ਐಾ ݁أగఒ؇ت ؕ݁ اܳٺިاڣࠔࠫ اଐ۱از ݆݁ اᄴᄟوري ނٴ۬ ଐ۱ఈዳዧاز ང؇أݿ ஓިذج ਊಱڎأ أن ஓ୷ܝ݆
x(t ) = A(t )cos(ω(t )t +ϕ)

ಸ؇ٔ ި۱ ϕ - ،݆݁ෑෂا আॻ༟ لأٺ݄ڎ زاوي ߙߵدد ި۱ ω(t ) - ਊಸޔء، ଫଃ؞ਐಾ ݿأ۰ ᄭᄟدا ި۱ A(t ) - ۋ٭ت:
اܳޚިر.

ሒᇭ ݬ؞ଫଃة ّ؞٭ଫଃات لگڎم ؇ᆙᆘ اܳިڢب، ਵਦور ؕ݁ ਊಸޔء ω(t ) و A(t ) ଫଃ؞ਐಾ اᄴᄟوري، ނٴ۬ اܳٷޙ؇م ሒᇭ
.ዻዧذ ఈఃෛຳف ل۰ اᄴᄟور ᄎცݠاࠍ

അ೪ؔۻոڲר ਗ৻ددજઁּ اिऻؔܙع اୡୠଡ଼ڵ اચઁ٢ेूاز
دوري: ނٴ۬ Ⴄً၍ݿߺࠊ ألݯً؇ ඔ൹݁ٺٷ؇ݿگ ଫଃ༚ ଫأ܋ أو દઊددଫଐً اৎڎڣިع ا௰௯௫݄ڎ اଐ۱از لޙ۳ݠ أن ஓ୷ܝ݆

m
d 2x

d t 2
+ c

d x

d t
+kx = F1 cos(ω1t )+F2 cos(ω2t )

݁ޚٴگٺ؇ن ڢިّ؇ن ؇ᆇᆅ F2 و F1 - ،۰ًఈఃاܳݱ ި۱ k - ا௰௯௫݄ڎ، ݁أ؇݁ܭ ި۱ c - ،ᄭᄥ൞ശܳا ި۱ m - ۋ٭ت:
.ω2 و ω1 ඔ൹ٺܹڰෛ દઊߙߵدد ٷڎ

ނٴ۬ ᄭᄟ؇༡ ݿ٭ޙ۳ݠ اܳٷޙ؇م ڣ؆ن اܳٴأݥ، ؇ዝཟܳٴأ ۰༲٭ොේ ݁ݯ؇ڰ؇ت ܳފب ω2 و ω1 ّܝިن ٷڎ݁؇
اᄴᄟوري. ނٴ۬ اᄴᄟڣؕ ૭ྟص ل۰ دور

ۛ֔מء١ ػ܋מ١ ຐم ֆڲ اݾশ܋ܧ જੴ اिऻࠬࡆب
ඔ൹َر ڢݠب أو ඔ൹َر ۱ٷ؇ك Ⴄ၍ إذا ༠؇ݬ۰ دوري، ނٴ۬ Ⴄً၍ًݿߺࠊ ఈఃڢܹ٭ اࠍޚ ଫଃ༚ اৎڍࢻࣕب لޙ۳ݠ أن ஓ୷ܝ݆

ا௰௯௫ٺܹڰ۰: اଐ۱از أوݪ؇ع ඔ൹ً
d 2x

d t 2
+ω2

0x +αx3 = 0
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دوڣ٭ٷھ*. ᄭᄟ݁أ؇د* ྾ང؇ً ᄭᄟأ؇دৎا ۱ڍه ّأُݠف .ଫଃݬ؞ ۊޚ ଫଃ༚ ༡ڎ ި۱ α ۋ٭ت
irregularities ቕሹّگڎ ሌᇿإ (αx3 ఈః༠ل ݆݁ (۱ٷ؇ اࠍޚ٭۰ ଫଃ༚ اܳٺ؊ଫଃٔات ّޝدي ل۰، اᄴᄟور ނٴ۬ ᄭᄟ؇اࠍ ሒᇭ

اܳྟފ٭ޚ۰. ل۰ اᄴᄟور ݆ اොຶݠاف ሒᇭ ྥފྟص ؇ᆙᆘ اଐ۱از، أஓ؇ط ሒᇭ ޗڰ٭ڰ۰
اڤݫݻոرಢಔܧ ۘؓոاڤר 3 .4 .3

اܳߺࠊ༚؇رറണ೭) اෛຶڰ؇ض (أو
اݾܙدة) (ոຐڲڞ :3 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ي ᆇڎ. اଐ۱ازي َޙ؇م ሒᇭ اଐ۱ازات ݿأ۰ اෛຶڰ؇ض ৎأڎل ݁گ٭؇س ި۱ دوري ނٴ۬ ܳٷޙ؇م
มฆܳا اَޙ۰݄ ሒᇭ ا௰௯௫݄ڎ وݬژ ሒᇭ ༟؇૭ڎ ؇ᆙᆘ دورة، ႟၍ ఈః༠ل اܳޚ؇ڢ۰ ڣگڎان ݁أڎل quantfiies

ۋگ٭گ٭۰. ل۰ ࢻࣖور ଐዛኤ 

ஓ୷ܝ݆ ߌ߳ال  ،؇ً݁؇ஓ ل۰ دور ܳފب وܳـܝ݆ ᆇڎة اଐ۱ازات ّܝިن ۋ٭ت اᄴᄟوري، ނٴ۬ اܳٷޙ؇م ሒᇭ
ݿأ؇ت ܳྡྷފٴ۰ ௧ਤاܳޚٴ٭ لࡤࡲ اܳߺࠊ༚؇ر َ۬؊ً لأُݠف اෛຶڰ؇ض. ݿߺࠊك ೞಱܳٺگݠ اܳߺࠊ༚؇رറണ೭ اܳٺٷ؇ڢݧ ّޚٴ٭ݑ

ا௰௯௫݄ڎ. اଐ۱از ሒᇭ اৎٺأ؇ڢٴ۰ اܳگ݄ܾ
اڤݫݻոرಢಔܧ ۘؓոاڤר ؉ֵ ׂ֔ۑ

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ δ اܳߺࠊ༚؇رറണ೭ اܳٺٷ؇ڢݧ لژ ّأݠ لࡤࡲ
δ= ln

(
x(t )

x(t +Tα)

)
وا༡ڎة دورة ނٴ۬ ڣଫଐة ًأڎ اܳފأ۰ ሒሃ x(t +Tα) - ،t ඔ൹݁أ ز݆݁ ሒᇭ اܳފأ۰ ި۱ x(t ) - ۋ٭ت:

.Tα݄ڎة௰௯௫ا اَޙ۰݄ ሒᇭ اܳߺࠊ༚؇رറണ೭ اܳٺٷ؇ڢݧ ᄭᄟ݁أ؇د-
:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ اܳߺࠊ༚؇رറണ೭ اܳٺٷ؇ڢݧ ೞಱّگݠ ஓ୷ܝ݆ ل۰، دور ނٴ۬ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ڢܹ٭ܭ ᆇڎ ܳٷޙ؇م ً؇ܳྡྷފٴ۰

δ= 2πλ

ωα

ނٴ۬ اଫଐܳدد ި۱ ωα - ,(Ae−λt ይዧ؞ఈఃف اෛຶڰ؇ض ஓأڎل (ਊಾਵਦޔ ا௰௯௫݄ڎ ݁أ؇݁ܭ ި۱ λ - ۋ٭ت:
ا௰௯௫݄ڎ). اෑෂاوي (ߙߵدد اᄴᄟوري

ل۰ اᄴᄟور ނٴ۬ ᄎცݠاࠍ ሒᇭ اܳފأ۰ -اෛຶڰ؇ض
:ངا ይዧ؞ఈఃف وڣگً؇ اܳިڢب ਵਦور ؕ݁ ل۰ اᄴᄟور ނٴ۬ ᄎც࠵࠺ݠ A(t ) اܳފأ۰ ౪ౙళڰݥ
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A(t ) = A0e−λt

ًـ: ل۰ اᄴᄟور ނٴ۬ ᄭᄟ؇اࠍ ሒᇭ x(t ) ᄎცݠاࠍ ّأُޚް
x(t ) = A0e−λt cos(ωαt +ϕ)

ஓ୷ټܭ cos(ωαt +ϕ) - اܳޚިري، ل؇ح اߖ߳ ި۱ ϕ - ،۰ਃಮڎاਐಸا اܳފأ۰ ި۱ A0 - :ᄭᄟأ؇دৎا ۱ڍه ሒᇭ
.ωα اᄴᄟوري ނٴ۬ اଫଐܳدد ؕ݁ اଐ۱ازي اညܝިن

لܝިن و اܳިڢب ਵਦور ؕ݁ اଐ۱ازات اෛຶڰ؇ض ۰༟ང ݁ڎى ܳگ٭؇س ᄭᄥوݿ٭ δ اܳߺࠊ༚؇رറണ೭ اܳٺٷ؇ڢݧ لިڣݠ
ᆇڎ: ܳٷޙ؇م ً؇ܳྡྷފٴ۰ .ًఈఃڢܹ٭ ا௰௯௫݄ڎة اَޙ۰݄ ሒᇭ ا௰௯௫݄ڎ ۊݱ؇فݧ ොູڎࢴࣖ ሒᇭ ༠؇ص ႟ၽ૰ ݁ڰ٭ڎاً

x(t ) =Ce−λt sin(ωαt +φ)

⇒ δ= ln
Ce−λt sin(ωαt +φ)

Ce−λ(t1+Tα) sin(ωα(t1 +Tα)+φ)

⇒ δ= lneλTα =λTα

λTα =λ
Tα√
1−ζ2

= ζω0
Tα

1−ζ2
= 2πζ√

1−ζ2

:ؕ݁
δ= ln

x(t1)

x(t2)
= 2π

ζ√
1−ζ2

=λTα

2 ڲ୴ؼ܊١
دورات: ܳأڎة ً؇ܳྡྷފٴ۰

T = Tα(t1 = t2 +nTα) ⇒ δ ln( x(t1)
x(t1+nTα)) = 2π nζp

1−ζ2

دوري. ނٴ۬ اܳٷޙ؇م Ⴄ၍ن إذا ڣگޔ ปฃ݁أ ؇݄ୖ اܳߺࠊ༚؇رറണ೭ واܳٺٷ؇ڢݧ اᄴᄟوري ނٴ۬ اଫଐܳدد

ჸૉ ׂܙاؔޅޜ िऻࠬࡆب اڤמ١ ١ؓոاڤ܋ 4 .4 .3
أن: ଫଊَأٺ

x(t ) = Ae−λt sin(ωt +φ)

˙x(t ) = Ae−λtωcos(ωt +φ)− Aλe−λt sin(ωt +φ)

ይዧٷޙ؇م، ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ؇ًਊಱّگݠ ૭؇وي اᄴᄟوري ނٴ۬ اଫଐܳدد ڣ؆ن ، λ→ 0 ༥ڎاً اܳݯأ٭ژ ا௰௯௫݄ڎ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ
:มฃلأ ؇ᆙᆘ
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ω=ω0 ⇒ω=
√

k

m

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ اၯၽܳ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ّܝُٺص
ET (T ) =U +T ⇒

ET (t ) = 1

2
k A2e−2λt sin2(ωt+φ)+1

2
m A2 [

e−2λtω2 cos2(ωt +φ)+e−2λt sin2(ωt +φ)
]

−2λωsin(ωt +φ)cos(ωt +φ)

ً؇ܳٺأٴଫଃات اၯၽܳ٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ আॻ༟ ොຶݱܭ ،0 ިොຶ ஓ୷٭ఈఃن اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ݆݁ واܳټ؇ܳت ሒᇃ؇اܳټ ඔ൹༲ܹݱޚৎا ۏأܹٷ؇ إذا
اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳټఈఃث

ET (t ) = 1

2
k A2e−2λt

ۋ٭ت:
ET (t ) = 1

2
mω2

0e−2λt

اݾܙدة ոຐڲڞ 5 .4 .3
اࠍިدة، ༟؇݁ܭ أو ஓأ؇݁ܭ اܳڰگڎان ۱ڍا ଃറണ೭ اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰. ይዧޚ؇ڢ۰ ڣگڎان ොຬڎث ᆇڎ، ّިاڣࠔࠫ ݁ڍࢻࣕب ሒᇭ
ܳـܝڰ؇ءة ݁گ٭؇ݿً؇ ،Q ًـ إܳ٭۬ اৎލُ؇ر اࠍިدة، ༟؇݁ܭ لأُڎ اৎڍࢻࣕب. ۏިدة أو ܋ڰ؇ءة لأܝݴ اᄳᄟي ،Q

ً؇ܳޚ؇ڢ۰. اۋٺڰ؇ظ ሒᇭ اৎڍࢻࣕب
اݾܙدة) (ոຐڲڞ :4 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ޗ؇ڢ۰ ܳڰگڎان ّأݠݪ۬ ؕ݁ ڣأ؇ل، ႟ၽ૰ ޗ؇ڢٺ۬ আॻ༟ ොຬ؇ڣޓ اৎڍࢻࣕب أن ሌᇿإ ሒᇿ؇اܳأ اࠍިدة ༟؇݁ܭ ଫଃ૰ُ
ྥފྟص ଐዛᔻة)، ۰ਃಮ؇ً۳ݠ دا߉ߵة أو اܳٴٷڎول (݁ټܭ ᆇڎة ّިاڣࠔࠫ ݁ڍࢻًࣕ؇ت ሒᇭ دورة. ႟ၽܳ ݪྕ٭ܭ
Q اࠍިدة ༟؇݁ܭ لܝިن اৎگ؇و۰݁. أو اۋٺႤၽك ૭ྟص اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ ይዧޚ؇ڢ۰ ࣁࣖرຬ ڣگڎان ሒᇭ ا௰௯௫݄ڎ
ሒᇭ اಣಕᕬݠار اৎڍࢻࣕب Ⴄၽ݁؆࿓ن Ⴄ၍ن ،Q ڢ٭۰݄ زادت ؇గၵ၍ اܳޚ؇ڢ۰: ሒᇭ اܳڰگڎان ዛኞڍا ༟ܝފ٭ً؇ ਊಾਵਦޚً؇

ይዧޚ؇ڢ۰. ଫଃ܋ٴ ڣگڎان دون أޗިل ܳڰଫଐة اଐ۱از

Q = 2π
Em

∆E

Q = 2π
ET (t )[

1
2k A2e−iωt − 1

2k A2e−2λ(t+T )
]
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⇒Q = 2π
1
2k A2e−2λt[

1
2k A2e−iωt − 1

2k A2e−2λ(t+T )
]

⇔Q = 2π
1

1−e−2λt

༥ڎاً. ݪأ٭ڰً؇ ا௰௯௫݄ڎ لܝިن أن اৎڰଫଐض ݆݁
e−2λt = 1−2λT و λ→ 0

Q = π

λT

ألݯً؇:
Q = ω

2λ

Q = ω0

2λ
∆≥⇒λ≥ω0

Q ≤ 1

2

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ اᄴᄟوري ނٴ۬ اܳٷޙ؇م لܝُٺص دوري، ଫଃ༚ واܳٷޙ؇م اଐ۱ازات، ༥ިّڎ 
T = 2λ

ω0

√
1− 1

4Q2

T0 = Ta√
1− 1

4Q2

ᆃᄧոּ٤ۑاڤـ اڤܙاؔޅޜ اिऻࠬࡆب 6 .4 .3
۱ڍا ሒᇭ .R أو݁٭۰ ݁گ؇و۰݁ ألݯً؇ ،C واܳފأ۰ L اࠍت وۏިد ሌᇿإ ً؇ݪ؇ڣ۰ اৎٺڍࢻ۰ًࣕ، اᄴᄟا߉ߵة ਐಱݯ݄݆
اৎگ؇و۰݁ ّگڎم ྲྀٷ݄؇ اܳٺ٭؇ر، أو ۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ اܳލۜٷ۰ ً؇ଐ۱از C واܳފأ۰ L اࠍت ૭݄ں اᄴᄟوا߉ߵ، ݆݁ اܳٷިع
ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ اܳިڢب، ஓݠور اଐ۱ازات ݿأ۰ ሒᇭ ࣁࣖرຬ اෛຶڰ؇ض ሒᇭ اܳٺ݄ۛ٭ڎ ۱ڍا ྥފྟص ᆇ٭ڎاً. R

اৎگ؇و۰݁. ఈః༠ل ݆݁ اܳޚ؇ڢ۰ ڣگڎان
UR +Uc +UL = 0

Ri (t )+ 1

C
q +L

di

dt
= 0

R
dq

dt
+ 1

C
q +L

d2q

dt 2
= 0
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Rq̇ + 1

C
q +Lq̈ = 0

q̈ + R

L
q̇ + 1

LC
q = 0

⇒ q̈ +2λq̇ +ω2
0q = 0

:ؕ݁{
λ= R

2L
ω2

0 = 1
LC

ᄳᄟا:
q̈ +2λq̇ +ω2

0q = 0 ⇒
{
λ= R

2L

ω0 =
√

1
LC

3 ڲ୴ؼ܊١
R = Rc = 2

√
L
C ᄳᄟا: λ=ω0 ⇒ R

2L =
√

1
LC اࠍݠج ይዧٺ݄ۛ٭ڎ ً؇ܳྡྷފٴ۰

ሒᆶ؇ًاܳـ۳᠌ݠ اܳٺިاڣࠔࠫ اৎڍࢻࣕب :8 .3 ႟ၽނ
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۰ਃಮ؇ً۳ݠ اଐ۱ازات ݁٭ਃႤၽܝ٭۰ اଐ۱ازات اࠍ؇ݬ٭۰
Lq̈ +Rq̇ + 1

C q = 0 mẍ +λẋ +kx = 0 ᄎცݠاࠍ ᄭᄟ݁أ؇د
ω0 =

√
1

LC ω0 =
√

k
m (r d s−1) ۰ਃಾاᄳᄟا اܳٷٴݯ۰

R(Ω) λ(N .s.m−1) اይዧݞج اۋٺႤၽك ݁أ؇݁ܭ
α= R

2L α= λ
2m (s−1) اܳٺ݄ۛ٭ڎ ݁أ؇݁ܭ

ωα =
√

1
LC − R2

4L2 ωα =
√

k
m − 2λ

4m2 (r d .s−1) اৎٺ݄ۛڎّة اܳٷٴݯ۰
Q = L

R

√
L
R Q =

√
mk
λ

اࠍިدة ༟؇݁ܭ
EBO = 1

2 Li 2 T = EK = 1
2 mẋ2(J ) اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰

Eco = q2

C Ep = 1
2 kẋ2(J ) اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰

ED = 1
2 Ri 2 D = 1

2αẋ2 اܳڰگڎان ᄭᄟدا
۰ਃಮ؇ًواܳـ۳᠌ݠ اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اଐ۱ازات ඔ൹ً اܳྥލ؇ً۬ :1 .3 ༥ڎول
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4 ոּب
واຒة ١ֵ ബഏ ١ຖࠬࡇر જᙬ৭ ػ܋ܧ ֿ܊ոم

ڲؠڲ١ 1 .4

.**௧ਤاܳޚٴ٭ **اଫଐܳدد ް݄૭ُ ඔ൹݁أ ߙߵدد ٷڎ ௧ਤޗٴ٭ ႟ၽ૰ اܳٷޙ؇م ଐዛኗ ٷڎ݁؇ ොູڎث ޖ؇۱ݠة ި۱ ඔ൹َීෂا
اܳٷޙ؇م اଐ۱ازات ߙ߳داد ً؇ܳݯٴޔ، اଫଐܳدد ۱ڍا ٷڎ اܳٷޙ؇م ࢻࣖڣؕ ޗ؇ڢ۰ ݁ݱڎر أو ༠؇رۏ٭۰ ڢިة ّگިم ٷڎ݁؇

.ଫଃ܋ٴ ႟ၽ૰
۰༡ިرۏا لگ؇ع إ ؕ݁ ଐ݁ا݁ٷً؇ اৎٷ؇ݿٴ۰، ا࠵࠺ޙ؇ت ሒᇭ ܾዛውدڣأ إذا .۰༡ިأرۏ আॻ༟ ෛஙݱً؇ ࣁࣖڣؕ أ۹َ ෛູ٭ܭ
ۋ٭ت :ඔ൹َීෂا ި۱ ۱ڍا ਵਦة. ႟၍ ؕ݁ ارّڰ؇۳ܾ وߌ߳داد ،ଫأ܋ ޗ؇ڢ۰ ّݯ٭ژ دڣأ۰ ႟၍ ڣ؆ن ،௧ਤاܳޚٴ٭
ଫଊأ܋ ᄎცݠاࠍ ຬأܭ ؇ᆙᆘ ،۰༡ިرۏఋዳዧ ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ؕ݁ ؇ً݁؇ஓ ଐ݁ا݁ٷ۰ اࠍ؇رۏ٭۰) (اܳگިة دڣأ؇۹ّ ّܝިن

.ଫଃًܝټ
اଐ۱ازات ߙ߳ا݁ٷب إذا ۊޚଫଃاً. ඔ൹َීෂا لܝިن أن ஓ୷ܝ݆ ،ሒᇃ؇ٴৎا أو اࠍފިر ݁ټܭ أරඝى، ݿ٭؇ڢ؇ت ሒᇭ
ሒᇭ ོྥފྟص أن ஓ୷ܝ݆ ،႟ၽ۳٭ይዧ ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ؕ݁ أරඝى ݁ݱ؇در أو اৎݠور ᄎცරඞ أو ل؇ح ීෂا ݆ ۰ູ؇اܳٷ
ܳٺ۠ٷص ًأٷ؇ل۰ ႟၍؇ୖ٭ا ا۳ৎٷڎݿިن لݱ݄ܾ اܳފྟص، ୖڍا .ঌ႓ၽ۱٭ ڣލܭ ሌᇿإ ّޝدي وڢڎ ًܭ ܋ٴଫଃة اଐ۱ازات

اܳލ؇فأ۰. اࠍ؇رۏ٭۰ اܳگިى ؕ݁ ඔ൹َීෂا

1 ׂ֔ۑֵ؉
ఈః༠ل ݆݁ ዻዧذ ොູگ٭ݑ لࡤࡲ ݁ٷٺޙܾ. ႟ၽ૰ ً؇ܳޚ؇ڢ۰ ଐ۳ৎا ߙ߳وࢴࣖ ຬص اৎފٺ݄ݠة، ᄎცݠاࠍ আॻ༟ ࠵࠺ڰ؇ظ
ಸڰݴ اܳٷޙ؇م ଐዛኗ اਐگ؇ܳ٭۰، ڣଫଐة ًأڎ اଐ۱از. ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ اܳٷޙ؇م আॻ༟ ොູ؇ڣޓ มฆܳوا ༠؇رۏ٭۰، داڣأ۰ ڢިة

اࠍ؇رۏ٭۰. اᄴᄟاڣأ۰ اܳگިة ߙߵدد

45
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اજ୦ୠଡ଼ة ቤቘֿ܊ڵ١ اদֈेू ႞႐دո֔ڲ 2 .4
اਐگ؇ܳ٭۰: ᄎც࠵࠺ݠ - :ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ༇ຍاਵؗ ᄭᄟ݁أ؇د ۰ً؇ لࡤࡲ ،F (t ) ༠؇رۏ٭۰ داڣأ۰ ڢިة ༥ިّڎ ٷڎ݁؇

d

d t

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= F (t )

:۰ਃوراᄴᄟا ᄎც࠵࠺ݠ -
d

d t

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
=µ(t )

.µ(t ) = Fext ·L · ∂r
∂θ

ۋ٭ت
اৎޚٴگ۰. اࠍ؇رۏ٭۰ اܳگިة :Fext -

اܳگިة). ّޚٴ٭ݑ َگޚ۰ ሌᇿإ اᄴᄟوران ොިر ݆݁ (اৎފ؇ڣ۰ اܳگިة ذراع ޗިل :L -
اܳگިة. اູ؇ه ሒᇭ ᄭᄥ൞ശܳا ّگޚأ۳؇ มฆܳا اৎފ؇ڣ۰ :r -

اिऻץ܅ - ּۖոاڤר - ႞႖ಧاڤ ֿ܊ոم ڲոل: 1 .2 .4
:႟ၽاܳލ ሒᇭ ༃݁ިࡵ ި۱ პაႰ ᆇᅦިدي، ਵਦن ಸڎول ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ܳٷٷޙݠ

وڢިة F⃗d =−αẋ ོྦྷٴ٭ޔ ܳگިة ᄭᄥ൞ശܳا ਐಾأݠض .m ᄭᄥو k ۬ਐوਵਦ ಸ؇ٔ َ؇ًݥ ݆݁ اܳٷޙ؇م ਐಱܝިن
.F⃗ext = F0 sin(Ωt ) ༠؇رۏ٭۰ داڣأ۰

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ༇ຍاਵؗ ᄭᄟ݁أ؇د ّܝُٺص
d

d t

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
=−∂D

∂ẋ
+Fext · t

T = 1
2mẋ2 ይዧٷޙ؇م: اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ -
U = 1

2kx2 ይዧٷޙ؇م: اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ -
D = 1

2αẋ2 ይዧٷޙ؇م: اܳٺྦྷٴ٭ޔ ᄭᄟدا -
L = T −U = 1

2mẋ2 − 1
2kx2 :༇ຍاਵؗ ᄭᄟدا -

:আॻ༟ ොຶݱܭ (IV.1 )، ᄭᄟأ؇دৎا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި
اৎأޚ٭؇ت:

d

d t

(
∂L

∂ẋ

)
= mẍ

∂L

∂x
=−kx

∂D

∂ẋ
=αẋ
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اৎټٴޔ - اܳٷ؇ًݥ - ᄭᄥ൞ശܳا َޙ؇م :1 .4 ႟ၽނ
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:༇ຍاਵؗ ᄭᄟ݁أ؇د ሒᇭ اܳگࡗࡲ ዛኞڍه ً؇ܳٺأިلݥ
mẍ +kx =−αẋ +F0 sin(Ωt )

:m আॻ༟ ඔ൹اܳޚݠڣ ًگފ۰݄
ẍ + α

m
ẋ + k

m
x = F0

m
sin(Ωt )

:আॻ༟ ොຶݱܭ ،ω2
0 = k

m و 2λ= α
m ਐಸأݠلژ

ẍ +2λẋ +ω2
0x = F0

m
sin(Ωt )

داڣـِـؕ. ༡ڎ আॻ༟ ොູٺިي ۰ਃ؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د و۱ڍه

اڤءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا ຒڞ 3 .4
༠؇ص و༡ܭ xH (t ) (ྵฺ؇༶ٺৎا (اࠍܭ اᄴᄟاڣـِـؕ اࠍڎ ࢻࣖون اࠍܭ ᆇިع ި۱ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎا ۱ڍه ༡ܭ

لܝިن: ොຳ٭ت ،xp(t ) اᄴᄟاڣـِـؕ اࠍڎ ؕ݁ ᄭᄟأ؇دగጻዧ
xG(t ) = xH (t )+xp(t )

.۰ஓ୴اᄴᄟا أو اৎފٺگݠة ۰ً؇༶ݿٺا :xp(t ) - اਐگ؇ܳ٭۰. ۰ً؇༶ݿٺا :xH (t ) -
اబेूঁؠոڤמ١ ١ּոວا۰ेू 1 .3 .4
:۰૭؇༶ٺৎا ᄭᄟأ؇دৎا ༡ܭ ި۱ ۱ڍا

ẍ +2λẋ +ω2
0x = 0

اࠍܭ: لܝިن ،(λ<ω0) اܳݯأ٭ژ ይዧٺ݄ۛ٭ڎ ً؇ܳྡྷފٴ۰
xh(t ) =Ce−λt cos(ωd t +θ)

.ωd =
√
ω2

0 −λ2 ۋ٭ت
ّܝިن ༠؇رۏ٭۰. ڢިة ًިاݿޚ۰ اଐ۱از ڢ٭؇دة ڣ٭۬ لࡤࡲ َޙ؇م ොູܹ٭ܭ ਐಱݯ݄݆ اଫଊ௵௯௫ة** **اଐ۱ازات ༡ܭ
اዛዊܳھ اᄴᄟاڣؕ. اଫଐܳدد ި۱ Ωو اܳފأ۰ ި۱ F0 ۋ٭ت ،F (t ) = F0 sin(Ωt ) ݁ټܭ ل۰، دور ༟؇دةً اܳگިة ۱ڍه
اࠍܭ ؕ݁ اᄴᄟاڣأ۰) اܳگިة ࢻࣖون (اࠍܭ ይዧٷޙ؇م اܳޚٴ٭أ٭۰ ۰ً؇༶ݿٺا ඔ൹ً ؕᆇ໕ اଫଊ௵௯௫ة اଐ۱ازات ࠍܭ اܳأ؇م

اࠍ؇رۏ٭۰. اܳگިة ݆ ༇ຐ؇اܳٷ اࠍ؇ص
ᆇڎ: ᄭᄥ-َ؇ًݥ ܳٷޙ؇م ༠؇ݬ۰ اଫଊ௵௯௫ة، اଐ۱ازات ༡ܭ ۊޚިات إܳ٭۹
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اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎا إ༟ڎاد :1 اࠍޚިة .1
༠؇رۏ٭۰ داڣأ۰ وڢިة ،k اܳٷ؇ًݥ ಸ؇ٔ ،c ᆇ٭ڎ ݁أ؇݁ܭ ،m ᄭᄥ൞ശً ᆇڎ ᄭᄥ-َ؇ًݥ ܳٷޙ؇م ً؇ܳྡྷފٴ۰

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ᄎცݠاࠍ ᄭᄟ݁أ؇د ّܝިن ،F (t ) = F0 sin(Ωt )

mẍ + cẋ +kx = F0 sin(Ωt )

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ؇ዛውᚳ؇ إ༟؇دة ஓ୷ܝ݆

ẍ +2λẋ +ω2
0x = F0

m
sin(Ωt )

ا௰௯௫݄ڎ. ଫଃ༚ ይዧٷޙ؇م ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ި۱ ω0 =
√

k
m - اܳٺ݄ۛ٭ڎ. ݁أ؇݁ܭ ި۱ λ= c

2m - ۋ٭ت:
اܳޚٴ٭أ٭۰) ۰ً؇༶ݿٺا) ྵฺ؇༶ٺৎا اࠍܭ إຬ؇د :2 اࠍޚިة .2
اᄴᄟاڣأ۰: اܳگިة ࢻࣖون ᄭᄟأ؇دৎا ሒሃ **۰૭؇༶ٺৎا** ᄭᄟأ؇دৎا

ẍ +2λẋ +ω2
0x = 0

:ζ= λ
ω0

اܳٺ݄ۛ٭ڎ ૭ٴ۰ আॻ༟ ،xh(t ) ،ᄭᄟأ؇دৎا ୖڍه اࠍܭ لأٺ݄ڎ
:(ζ< 1) اܳݯأ٭ژ اܳٺ݄ۛ٭ڎ ذات ᄭᄟ؇اࠍ (ا)

xh(t ) = e−λt (C1 cos(ωd t )+C2 sin(ωd t ))

ا௰௯௫݄ڎ. ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ި۱ ωd =ω0

√
1−ζ2 ۋ٭ت

:(ζ= 1) اࠍݠج اܳٺ݄ۛ٭ڎ ذات ᄭᄟ؇اࠍ (ب)
xh(t ) = (C1 +C2t )e−λt

:(ζ> 1) اෑෂاࢱࣖ اܳٺ݄ۛ٭ڎ ذات ᄭᄟ؇اࠍ (ج)
xh(t ) =C1e−(λ+ωr )t +C2e−(λ−ωr )t

.۰ਃಮڎاਐಸا اདྷܳوط আॻ༟ ً ಸ؇ء ොڎد ُູ C2 و C1 ಸاܳټިا .ωr =
√
λ2 −ω2

0 ۋ٭ت
اଫଊ௵௯௫ة) ۰ً؇༶ݿٺا) اࠍ؇ص اࠍܭ إຬ؇د :3 اࠍޚިة .3

اᄴᄟاڣأ۰. اܳگިة ႟ၽނ َڰݴ ᄩᄟ ً ఈః༡ َڰଫଐض اᄴᄟاڣأ۰، اܳگިة ݆ ༇ຐ؇اܳٷ xp(t ) اࠍ؇ص اࠍܭ ຬ؇د
ຶݠب: ،F (t ) = F0 sin(Ωt ) ۏ٭ྟ٭۰ ܳگިة ً؇ܳྡྷފٴ۰
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xp(t ) = A sin(Ωt )+B cos(Ωt )

لޝدي .B و A ຬ؇د وොຶܭ اݬܹ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎا ሒᇭ و݁ލٺگ؇ّ۬ xp(t ) ݆ ً؇ܳٺأިلݥ َگިم
:ሌᇿإ ۱ڍا

A = F0/m√
(ω2

0 −Ω2)2 + (2λΩ)2

ۋ٭ت: ϕ اܳޚިر ل۰ وزاو
tanϕ= 2λΩ

ω2
0 −Ω2

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ዻዧذ ًأڎ اࠍ؇ص اࠍܭ ۰ً؇ ஓ୷ܝ݆
xp(t ) = A sin(Ωt +ϕ)

اܳأ؇م اࠍܭ ۰ً؇ :4 اࠍޚިة .4
اࠍ؇ص: واࠍܭ ྵฺ؇༶ٺৎا اࠍܭ ᆇިع ި۱ x(t ) ঌ႓ၽܳا اࠍܭ

x(t ) = xh(t )+xp(t )

Ⴄ၍ن إذا اܳިڢب ஓݠور ཇఈఃਐಾ มฆܳا ،(ྵฺ؇༶ٺৎا (اࠍܭ اਐگ؇ܳ٭۰ ۰ً؇༶ݿٺا ݆݁ ً ఈ႙၍ ۱ڍا ਐಱݯ݄݆
 ؇݁ ሌᇿإ Ω اᄴᄟاڣأ۰ اܳگިة ଫଐًدد ଐዛኤ มฆܳا اࠍ؇ص)، (اࠍܭ اৎފٺگݠة ۰ً؇༶ݿٺوا ᆇ٭ڎ، ۱ٷ؇ك

ዛኡ؇ل۰.
(ਵਦا ෑෂم (إذا ۰ਃಮڎاਐಸا اདྷܳوط ّޚٴ٭ݑ :5 اࠍޚިة .5

.ྵฺ؇༶ٺৎا اࠍܭ ሒᇭ C2 و C1 ಸاܳټިا ܳٺ༲ڎࢴࣖ ؇ዛᔻڎا༱اݿٺ لࡤࡲ ،۰ਃಮڎاਐಸا ཇوط ۱ٷ؇ك Ⴄ၍ إذا
ይዧٷޙ؇م. ا௱௯௫ڎدة ۰ਃಮڎاਐಸا اདྷܳوط ಱ؇ݿص اᄳᄟي اႤၽܳ݁ܭ اࠍܭ ዻዧذ ݿ٭أޚ

ඔ൹َීෂا أ༥ܭ ݆݁ اࠍܭ ොູܹ٭ܭ :6 اࠍޚިة .6
۱ڍه ሒᇭ ይዧٷޙ؇م. ω0 ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ݆݁ ؇ًਊಱڢݠ Ω اᄴᄟاڣأ۰ اܳگިة ߙߵدد لܝިن ٷڎ݁؇ ඔ൹َීෂا ොຬڎث
݆݁ اܳޚ؇ڢ۰ اܳٷޙ؇م ஓ୷ٺݧ ۋ٭ت ༥ڎاً، ܋ٴଫଃة xp(t ) اࠍ؇ص اࠍܭ ݿأ۰ ّݱٴں أن ஓ୷ܝ݆ ،ᄭᄟ؇اࠍ
إذا ༥ڎاً ݬ؞ଫଃاً اৎگ؇م لݱٴں ۋ٭ت ،A ݬ٭؞۰ ሒᇭ ዻዧذ ل۰ رؤ ஓ୷ܝ݆ .আॻ༟أ ًܝڰ؇ءة اࠍ؇رۏ٭۰ اܳگިة

܋ٴଫଃة. اଐ۱ازات ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ ،Ω≈ω0 Ⴄ၍
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اिऻڪٌۘ 2 .3 .4
اᄴᄟاڣأ۰. اܳگިة ؕ݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎا إ༟ڎاد .1

اਐگ؇ܳ٭۰. ۰ً؇༶ݿٺا আॻ༟ ࠵࠺ݱިل ۰૭؇༶ٺৎا ᄭᄟأ؇دৎا ༡ܭ .2
اᄴᄟاڣأ۰. اܳگިة ႟ၽނ ً؇ݿٺ༱ڎام اৎފٺگݠة ۰ً؇༶ݿٺఈዳዧ اࠍ؇ص اࠍܭ إຬ؇د .3

اܳأ؇۰݁. ۰ً؇༶ݿٺا আॻ༟ ࠵࠺ݱިل اࠍߺࠊل ༇ံد .4
݁ިۏިدة. Ⴄ၍ إذا ۰ਃಮڎاਐಸا اདྷܳوط ّޚٴ٭ݑ .5

௧ਤاܳޚٴ٭ واଫଐܳدد اᄴᄟاڣأ۰ اܳگިة ߙߵدد ඔ൹ً اৎޚ؇ًگ؇ت ّޝدي ڢڎ ۋ٭ت ،ඔ൹َීෂا ཇوط ݆݁ اܳٺۜگݑ .6
܋ٴଫଃة. ݿأ؇ت ሌᇿإ ይዧٷޙ؇م

اिऻۻؠۑة ١ּոວا۰ेू 3 .3 .4
:ᄎც࠵࠺ݠ ᄭᄥ݁Ⴄၽܳا ᄭᄟأ؇دৎا وොຬܭ اᄴᄟاڣأ۰ اܳگިة ႟ၽܳލ ؇ًዛኞ؇݁ލ اࠍܭ ۱ڍا لܝިن

xp(t ) = A sin(Ωt +ϕ)

.Ω اᄴᄟاڣأ۰ اܳگިة ଫଐًدد ଐዛኗ ۋ٭ت ይዧٷޙ؇م ا݁ڎ لܭ ޗި اܳފߺࠊك ۱ڍا ஓ୷ټܭ

اिऻۻؠۑة ١ּոວا۰ेू ႞႐ոຒ ᆃᅞ اڤר܊ոم درا١۰ 4 .4
اࠍ؇ص: اࠍܭ ڣگޔ ਊಱࠔࠥ اৎފٺگݠة، ۰ً؇༶ݿٺا ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ

x(t ) = xp(t )

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ A اଐ۱از ݿأ۰ ۋފ؇ب ஓ୷ܝ݆ اৎݠ܋ٴ۰، اࡺ࢘ࢦټ٭ఈఃت ً؇ݿٺ༱ڎام

A = F0√
(k −mΩ2)2 + (αΩ)2

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ اᄴᄟاڣأ۰، واܳگިة ۰༡زاا ඔ൹ً اܳޚިر ሒᇭ اܳڰݠق ஓټܭ มฆܳا ،ϕ اܳޚިر ل۰ زاو إޚ؇ء لࡤࡲ و

ϕ= arctan

(
αΩ

k −mΩ2

)
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اिऻۻؠۑة ١ּոວا۰ेू درا١۰ 1 .4 .4
ᄳᄟا: اࠍ؇ص، اࠍܭ ڣگޔ ل༥ިڎ اৎފٺگݠة، ۰ً؇༶ݿٺا ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ

x(t ) ≈ xp = A sin(Ωt +ϕ)

اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰: ᄭᄟأ؇دৎا ሒᇭ لݥ ً؇ܳٺأި
ẍp +2λẋp +ω2

0xp = F (t )

m
اৎݠ܋ٴ۰: اࡺ࢘ࢦټ٭ఈఃت وً؇ݿٺ༱ڎام

َڰଫଐض .1
xp = Ãe i (Ωt+ϕ) = Ãe iΩt

اৎݠ܋ٴ۰. اܳފأ۰ ި۱ Ã ۋ٭ت
إذن: .2

ẋp = iΩÃe iΩt

ẍp =−Ω2 Ãe iΩt

F (t ) = F0e iΩt اᄴᄟاڣأ۰ اܳگިة .3
:আॻ༟ ොຶݱܭ ᄭᄟأ؇دৎا ሒᇭ اܳگࡗࡲ ۱ڍه ݆ ً؇ܳٺأިلݥ

−Ω2 Ãe iΩt +2iλΩÃe iΩt +ω2
0 Ãe iΩt = F0

m
e iΩt

:Ã اৎݠ܋ٴ۰ اܳފأ۰ ຬ؇د ཹྟފޔ

Ã =
F0
m

ω2
0 −Ω2 +2iλΩ

واܳٺۛ٭ܹ٭۰: اࠍگ٭گ٭۰ اඹජاء َڰݱܭ اৎگڎار، ۋ٭ت ݆݁ اܳگ٭۰݄ ۱ڍه ݆ ଫଃٺأٴይዧ

|Ã| =
F0
m√

(ω2
0 −Ω2)2 + (2λΩ)2

:ި۱ اৎފٺگݠة ۰ً؇༶ݿٺا ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ଫଊ௵௯௫ا ଐ۳ৎا ୖڍا اࠍܭ لܝިن وᄔჼ۱ا،
x(t ) = A sin(Ωt +ϕ)

:ሒሃ A اଐ۱از ݿأ۰ أن ۋ٭ت

A = ∣∣Ã
∣∣= F0

m√
(ω2

0 −Ω2)2 + (2λΩ)2
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ඔ൹ًأ اܳٷޙ؇م ሒᇭ اܳٺ݄ۛ٭ڎ ଫଃٔ؊ّ أ༠ڍ ؕ݁ ،Ω اᄴᄟاڣأ۰ اܳگިة ߙߵدد ٷڎ اଐ۱از ݿأ۰ لݱژ ଫଃاܳٺأٴ ۱ڍا
اٺٴ؇ر.

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ Ã اৎݠ܋ٴ۰ اܳފأ۰ ݆ ଫଃاܳٺأٴ إޚ؇ء لࡤࡲ

Ã =
F0
m

(ω2
0 −Ω2)+2iλΩ

=
F0
m

(
ω2

0 −Ω2
)(

ω2
0 −Ω2

)2 +4λ2Ω2
− i

F0
m ·2λΩ(

ω2
0 −Ω2

)2 +4λ2Ω2

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ଫଊ௵௯௫ا ଐ۳ৎا ୖڍا اৎފٺگݠة ۰ً؇༶ݿٺا ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ اࠍܭ ۰ً؇ ዻዧذ ًأڎ ஓ୷ܝ݆
x(t ) = A sin(Ωt +ϕ)

:ሒሃ A اଐ۱از ݿأ۰ أن ۋ٭ت

A = |Ã| =

√√√√( F0
m · (ω2

0 −Ω2)

(ω2
0 −Ω2)2 +4λ2Ω2

)2

+
( F0

m ·2λΩ

(ω2
0 −Ω2)2 +4λ2Ω2

)2

وڢިة ،Ω اᄴᄟاڣأ۰ اܳگިة وߙߵدد ،λ اܳٺ݄ۛ٭ڎ و݁أ؇݁ܭ ،ω0 ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد আॻ༟ A اܳފأ۰ ۱ڍه ّأٺ݄ڎ
اᄴᄟاڣأ۰ اܳگިى ߙߵددات اۊٺఈఃف ؕ݁ اଫଊ௵௯௫ة اଐ۱ازات ݿأ۰ ଫଃ؞ਐಾ ܋٭ژ ༃لިࡵ اܳٺڰ؇༟ܭ ۱ڍا .F0 اᄴᄟڣؕ

اܳٺ݄ۛ٭ڎ. و݁أ؇ఈః݁ت
اոેૃڲ١ وا୴िऻؼ܊ոت اݾষڞ ຸح

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ A اଐ۱از **ݿأ۰** إޚ؇ء لࡤࡲ

A = ∣∣Ã
∣∣= F0

m√
(ω2

0 −Ω2)2 + (2λΩ)2

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ّأُޚް ،F (t ) اᄴᄟاڣأ۰ واܳگިة x(t ) ඔ൹ً اܳޚިر ڣݠق ஓټܭ มฆܳا ،ϕ اܳޚިر** ل۰ و**زاو
tanϕ= −2λΩ

ω2
0 −Ω2

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ xp(t ) اࠍ؇ص اࠍܭ ۰ً؇ ஓ୷ܝ݆ ،ሒᇿ؇ܳٺ؇ً
xp(t ) = B√

(ω2
0 −Ω2)2 + (2λΩ)2

sin

(
Ωt +arctan

(
2λΩ

ω2
0 −Ω2

))

اܳޚިر ل۰ وزاو اܳٺ݄ۛ٭ڎ ଫଃٔ؊ّ اٺٴ؇ر ሒᇭ ل؊༠ڍ و اᄴᄟاڣأ۰، ይዧگިة اܳٷޙ؇م ۰ً؇༶اݿٺ ஓ୷ټܭ اࠍ؇ص اࠍܭ ۱ڍا
۰݁؇۱ ఈః݁ۋޙ؇ت .Ω اᄴᄟاڣأ۰ اܳگިة وߙߵدد ω0 ይዧٷޙ؇م ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد اۊٺఈఃف ݆ ۰ູ؇اܳٷ
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اܳأ؇م**: **اࠍܭ .1
ّݱٴں ปฆۋ اܳިڢب ஓݠور ਐಾݯ؇ءل وޗ؇ڢ۰ ૭أ۰ **ྵฺ؇༶݁ٺ **༡ܭ - :દઊأඹජ ᆇިع ި۱ اܳأ؇م اࠍܭ -
ؕ݁ ਐಱޚ؇ًݑ وߙߵدد A ۰ਐಸ؇ٔ ૭أ۰ ༠؇ص** **༡ܭ - .**ሒᇿ؇گਐا **اࠍܭ ًـ ۱ڍا لأُݠف و ݬڰݠاً،
ّأُޚް اࠍ؇ص ࠵࠺ܭ A اܳފأ۰ - .**ቕሶاᄴᄟا **اࠍܭ أو اৎފٺگݠ** **اࠍܭ وஓ୷ټܭ اᄴᄟاڣأ۰، اܳگިة

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍
A = B√

(ω2
0 −Ω2)2 + (2λΩ)2

لܭ**: اܳޚި اৎڎى আॻ༟ **اܳފߺࠊك .2
- اৎފٺگݠة. ۰ਃಸࣕاܳٺڍࢻ ᄎცݠاࠍ ڣگޔ وਊಾࠔࠥ ،(ྵฺ؇༶ٺৎا) ሒᇿ؇گਐا اࠍܭ ෛຬٺࠕࠫ اܳިڢب، ஓݠور -

:ቕሶاᄴᄟا واࠍܭ ሒᇿ؇گਐا اࠍܭ ᆇިع ሒሃ اၯၽܳ٭۰ ᄎცݠاࠍ ّܝިن ،t < t0 ఋዳዧز݁ٷ۰
x(t ) = xp(t )+xh(t )

اৎފٺگݠة: ᄎცݠاࠍ ڣگޔ ਊಾࠔࠥ ،t ≥ t0 ఋዳዧز݁ٷ۰ -
x(t ) = xp(t )

ّޙܭ اዛዊܳ؇ل۰ ሒᇭ وܳـܝ݆ و݁ފٺگݠة، اਐگ؇ܳ٭۰ اݿٺ༶؇ً؇ت اܳٴڎال۰ ሒᇭ اَޙ۰݄ ّޙ۳ُݠ ܋٭ژ اܳٺ༲ܹ٭ܭ ۱ڍا ༃لިࡵ
ڣگޔ. اৎފٺگݠة ۰ً؇༶ݿٺا

႟ၽ૰ وོྥٷިع ఈዳዧݪޚݠاً؇ت، اَޙ۰݄ ۰ً؇༶اݿٺ ًܝ٭ڰ٭۰ اܳٺྡྷٴޝ ሒᇭ ل۰ ཚور اܳٺ݄ۛ٭ڎ** **૭ٴ۰ ّأُڎ
اܳٺޚٴ٭گ؇ت: ۋފص ଫଃ܋ٴ

ً؇ݿٺگݠار ૭݄ں ؇ᆙᆘ ،۰༡ීاෂا ଫଃܳٺިڣ ݁ٷۛڰݥ ᆇ٭ڎ ذات ༟؇دةً ّܝިن اܳފ٭؇رات: ّأܹ٭ݑ أَޙ۰݄ .1
أن ඔ൹༡ ሒᇭ ڢ؇ݿ٭۰، وਊಾڎو ً؇ܳފިء ૰أݠ اෑෂاࢱࣖ اܳٺ݄ۛ٭ڎ ذات اܳٺأܹ٭ݑ أَޙ۰݄ اৎޚٴ؇ت. ًأڎ اཏܳلؕ

اܳڰ؇රඝة. ይዧފ٭؇رات ݁ټ؇ܳ٭۰ ሒሃو ارࣁࣖاد، ݆݁ ጵّگ اࠍݠج اܳٺ݄ۛ٭ڎ ذات اَޙ۰݄
ذات اৎ؞ܹگّ؇ت ارࣁࣖاد. ࢻࣖون ݿܹފً؇ إఈః༚ڢً؇ اࠍݠج اܳٺ݄ۛ٭ڎ ذات اৎ؞ܹگّ؇ت ّިڣݠ اًިاب: ݁؞ܹگّ؇ت .2
اෑෂاࢱࣖ اܳٺ݄ۛ٭ڎ ذات اৎ؞ܹگّ؇ت ّܝިن ྲྀٷ݄؇ ݪިݪ؇ء، ؕ݁ ނڎࢴࣖة ۰༟๎ื ੯੩ُّ؞ ڢڎ اৎٷۛڰݥ اܳٺ݄ۛ٭ڎ

ًޚ٭۰٪.
أن ஓ୷ܝ݆ اෑෂزل. أو ل؇ح ීෂا ૭ྟص ༃ဒاܳٺ؊ر ৎٷؕ زاࢱࣖ أو රඞج ౪భ݄٭ڎ ّݱُ݄ܾ واࠍފިر: ሒᇃ؇ٴৎا .3

َ؇روز". "ّ؇܋ި݁؇ ཏۏ اዛኡ٭؇ر ሒᇭ ༡ڎث პაႰ ۱٭ၯၽ٭۰، اଐ۱ازات ሌᇿإ ሒᇭႤၽܳا ଫଃ༚ اܳٺ݄ۛ٭ڎ لޝدي
اܳٺ݄ۛ٭ڎ ݁ټܭ اୖڎف؛ ۋފص اৎٷ؇ݿص اܳٺ݄ۛ٭ڎ ૭ُٺ༱ڎم RLC): (دوا߉ߵ ۰ਃوଫଐܳـܝا اᄴᄟوا߉ߵ .4
واܳٺ݄ۛ٭ڎ اৎݠොங؇ت، ሒᇭ ངلأ۰ ۰ً؇༶ݿٺ اࠍݠج واܳٺ݄ۛ٭ڎ ل۰، اෂීادلި اଫଐܳددات ܳݯٴޔ اৎٷۛڰݥ

اܳޚ؇ڢ۰. ਲ਼ਦودات ሒᇭ اݿٺگݠار ܳٺۜگ٭ݑ اෑෂاࢱࣖ
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اෑෂاࢱࣖ اܳٺ݄ۛ٭ڎ ይዧݞزل اৎگ؇و۰݁ ሒᇃ؇ٴৎا ૭ٺ༱ڎم ይዧݞزل: اৎݯ؇دة واୖٷڎݿ۰ اෑෂෑෂاܳ٭۰ اୖٷڎݿ۰ .5
ᄎცݠاࠍ ޗ؇ڢ۰ ݁ٺݱ؇ص اଐ۱ازات ᆙᆘٺݱ؇ت ً؇ݿٺ༱ڎام اෑෂزل، أು؇ء اଐ۱ازات ܳٺ۠ٷص

ይዧݞزل. اৎݯ؇دة اৎٺگڎ۰݁ اܳٺݱ݄٭݄؇ت ሒᇭ ۰༥ݠاࠍ اܳٺ݄ۛ٭ڎات ૭ُٺ༱ڎم პაႰ ارݪ٭۰.
أು؇ء اݿٺگݠاراً اࠍݠج أو اࠍڰ٭ژ اܳٺ݄ۛ٭ڎ ذات اୖٴިط ఈఃேت ّިڣݠ اܳޚ؇߉ߵات: ۱ٴިط ఈఃேت .6

݁ڰݠط. ارࣁࣖاد دون اܳݱڎ݁؇ت ஓٺݧ ۋ٭ت اୖٴިط،
اܳـଲ୍ة. ሌᇿإ اܳޚ؇ڢ۰ ܳٷگܭ ݁ٷۛڰݥ ౪భ݄٭ڎ اࠍިܳژ ཡو اܳٺྡྷݴ ݁ݯ؇رب ّݱُ݄ܾ ل؇ݪ۰: ීෂا ݁أڎات .7

.ଫଊأ܋ ۰༡ීاෂ اܳ٭ڎ اଐ۱ازات ܳٺگܹ٭ܭ إݪ؇ڣ٭۰ ᆇ٭ڎ ݁ިاد ૭ُٺ༱ڎم
؇ً࿌ިڢ ؇ً࿙ިݬ اৎٷۛڰݥ اܳٺ݄ۛ٭ڎ ذات اܳݱިت ݁ܝଫଊات ّިڣݠ اܳݱިت: و݁ܝଫଊات اܳݱިت أَޙ۰݄ .8
؇ً࿙ިݬ اෑෂاࢱࣖ أو اࠍݠج اܳٺ݄ۛ٭ڎ لިڣݠ ྲྀٷ݄؇ .؇ً࿖؇َر ؇ً࿙ިݬ ོྡྷٺھ ڢڎ وܳـܝ݆ اৎٷۛڰݯ۰ اܳٷޚ؇ڢ؇ت ሒᇭ

༟؇ܳ٭۰. ຳިدة ؇ًොෘووا دڢ٭گً؇

ቕሶاᄴᄟا واܳٷޙ؇م ሒᇿ؇گਐا اܳٷޙ؇م :2 .4 ႟ၽނ



وا༡ڎة ل۰ රඞ ۰༥ࢻࣖر ଫଊ ۊޚ َޙ؇م .4 56ً؇ب

അ೪ֿൄളا ܇٢ոۑة 2 .4 .4
اڤۻ١֔ അ೪ֿر

:Ω أ؇رة ଫଐܳدد ᄭᄟاᄕც A اܳފأ۰ ଫଃّ؞ ࢻࣖراݿ۰ َگިم ݿިف

A(Ω) =
F0
m√

(ω2
0 −Ω2)2 +4λ2Ω2

:Ω= 0 - ٷڎ݁؇:
A(0) =

F0
m

ω2
0

= F0

k

:Ω→∞ -
A(∞) = 0

:d A
dΩ

= 0 ٷڎ݁؇ اܳگݱިى اܳފأ۰ আॻ༟ اࠍݱިل لࡤࡲ
d A

dΩ
= [2(−2λ)(ω2

0 −Ω2)+8λ2Ω]F0
m

2((ω2
0 −Ω2)2 +4λ2Ω2)

3
2

⇒ (−ω2
0 +Ω2)+2λΩ= 0

⇒Ω2 =ω2
0 −2λ2

ًـ: ᄩᄟ ਲ਼ਦوߌߵ **มฃཹීෂا **اଫଐܳدد ྾ངا اଫଐܳدد ۱ڍا আॻ༟ ੯੩ُلޚ

ΩR =
√
ω2

0 −2λ2

Ⴄ၍ن: إذا ڣگޔ اܳگݱިى اܳފأ۰ ༥ިّڎ اଫଐܳدد، ۱ڍا ٷڎ

λ< ω0

2
; (ΩR > 0)

:؇ዛዊۋ٭ اܳگݱިى اܳފأ۰ ّܝިن

Amax = F0

m ·2λ
√
ω2

0 −λ2
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.(Ω ܳـ ᄭᄟاᄕც a اܳފأ۰ ଫଃّ؞ :3 .4 ႟ၽނ

Ω જઁቘدد ႞႐ႆاၛ اڤ܋ܙر જੴ֏ׂ
أن: و༥ڎَ؇

tanϕ= −2λΩ

ω2
0 −Ω2

dϕ

dΩ
= cos2ϕ · d(tanϕ)

dΩ
و cosϕ=

1− Ω2

ω2
0√(

ω2
0 −Ω2

)2 +4λ2Ω2

dϕ

dΩ
= −2λ

(
ω2

0 +Ω2
)(

ω2
0 −Ω2

)2 +4λ2Ω2

ڲ୴ؼ܊ոت:
. dϕ

dΩ
≈−2λ

ω0
و tanϕ→ 0 ڣ؆ن - :Ω→ 0 Ⴄ၍ إذا -

أ؇رة. আॻ༟ π
2 ஓگڎار ݁ٺگڎ۰݁ ۰༡زاا أن มฃلأ ؇ᆙᆘ ،ϕ= π

2 - :Ω→ω0 Ⴄ၍ إذا -
ڣ؆ن ݿ؇ܳص، ؇ًஓ୴دا dϕ

dΩ
ن َޙݠاً - اܳݱڰݠ. ިොຶ dϕ

dΩ
و tanϕ ݆݁ ႟၍ ஓ୷٭ܭ - :Ω→∞ ٷڎ݁؇ -

.−π لܝިن اܳޚިر ڣݠق
Ω જઁቘدد ႞႐ႆاၛ اڤ܋ܙر જੴ֏ׂ

و༥ڎَ؇: ܳگڎ
tanϕ= −2λΩ

ω2
0 −Ω2

dϕ

dΩ
= cos2ϕ · d(tanϕ)

dΩ
و cosϕ=

1− Ω2

ω2
0√(

ω2
0 −Ω2

)2 +4λ2Ω2
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اࠍިدة. و݁أ؇݁ܭ ඔ൹َීෂا لگܭ ሒᇃ؇ਃಸ ྾ངر :4 .4 ႟ၽނ

dϕ

dΩ
= −2λ

(
ω2

0 +Ω2
)(

ω2
0 −Ω2

)2 +4λ2Ω2

اݾܙدة وڲո֔ڲڞ അ೪ֿൄളا ܇٢ոۑة
ይዧٷޙ؇م. ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ݆݁ أ؇رة ߙߵدد لگଫଐب ٷڎ݁؇ ඔ൹َීෂا ޖ؇۱ݠة ّޙ۳ݠ

اܳأఈఃڢ۰: ۋފص ߌ߳داد اᄳᄟي ،Q اࠍިدة ݁أ؇݁ܭ ොຳފ؇ب اܳޙ؇۱ݠة ۱ڍه ૭݄ں ،۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ اَޙ۰݄ ሒᇭ
Q = Amax

A0
= 1

2ζ

اࠍިدة: ݁أ؇݁ܭ ܳٺ༲ڎࢴࣖ أරඝى ᆇᅦܹ٭۰ لگ۰ ޗݠ و༥ިّڎ
Q = ω0

ω2 −ω1

اଫଐܳددي. اܳٷޚ؇ق ਵض ω2 −ω1 ஓ୷ټܭ ۋ٭ت
١ոশاݾ 3 .4 .4

ඔ൹َීෂا ٷڎ اܳފأ۰ ོྥٷ؇ڢݧ ⇒ أਵض ඔ൹َීෂا ปฃۜ݁ٷ ّݱٴں ⇒ ω2 −ω1 ߌ߳ࢴࣖ ⇒ Q لگܭ ٷڎ݁؇ -
.ඔ൹َීෂا ٷڎ اܳފأ۰ ݆ ਵਦة p2 ஓگڎار ّگܭ ݿأ۰ ؕ݁ اܳٷޚ؇ق ਵض ዛኡ؇ل؇ت ਐಾިاڣݑ - اࠍިدة. و݁أ؇݁ܭ



5 ոּب
١ֿજઁؠिऻا اिऻࠬࡆոּت

ڲؠڲ١ 1 .5
١ֿજઁؠिऻا اिऻࠬࡆոּت 1 .1 .5

1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
أو ਐಾڰ؇༟ܭ มฆܳا اৎڍࢻًࣕ؇ت ݆݁ ଫأ܋ أو ඔ൹ುا আॻ༟ ොູٺިي มฆܳا اَޙ۰݄ ሌᇿإ ۰َଫଐگৎا اৎڍࢻًࣕ؇ت ଫଃ૰
ොຳ٭ت اৎڍࢻًࣕ؇ت رًޔ لࡤࡲ ،۰َଫଐگৎا اَޙ۰݄ ሒᇭ اڢଫଐان. آܳ٭۰ ఈః༠ل ݆݁ اܳٴأݥ ؇ዝཟًأ আॻ༟ ّޝߜߵ
আॻ༟ لأٺ݄ڎ ݁أگڎ اଐ۱ازي ݿߺࠊك ሌᇿإ ይዧޚ؇ڢ۰ اਐگ؇ل ۱ڍا لޝدي .؇ዛዊྲྀ ོྡྷٺگܭ أن ይዧޚ؇ڢ۰ ஓ୷ܝ݆

݁ڍࢻࣕب. ႟၍ وۊݱ؇فݧ اڢଫଐان ޗٴ٭أ۰

:١ؓոاڤ܋ ոॻయدل
أن ஓ୷ܝ݆ ،௧ௌਃႤၽ݁٭ َޙ؇م ሒᇭ اৎټ؇ل، ݿྟ٭ܭ আॻ༟ اܳޚ؇ڢ۰. ྲྀྥٴ؇دل اৎڍࢻًࣕ؇ت ّگިم ،۰َଫଐگৎا اَޙ۰݄ ሒᇭ
أن ݁ڍࢻࣕب ႟ၽܳ اڢଫଐان ྥ٭ں .؇ᆇᆅازଐ۱ا أು؇ء ؇ً࿓؇لᎂو ؇ً࿓؇۱ذ اܳޚ؇ڢ۰ ಸ؇ًݥ ݁ٺݱఈఃن ಸڎون ྥٴ؇دل

.ᄎცଫଐ݁ލ دಱ؇݁٭ܝ٭۰ ۰ً؇༶اݿٺ ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ ،රඝا ᄎცරඞ আॻ༟ لޝߜߵ

اिऻמॴబပڎמ١: اिऻࠬࡆոּت ᆃᅞ اજઁؓेूان أֿܙاع
اৎݠن: اڢଫଐان .1

ڢިة اܳٷިاًݥ ّިڣݠ اܳٷިاًݥ. ݁ټܭ ،۰َਵਦ ཛྷ؇ٷ ًިاݿޚ۰ اৎڍࢻًࣕ؇ت ّިݬ٭ܭ لࡤࡲ اܳٷިع، ۱ڍا ሒᇭ
ؕ݁ اৎݠن اڢଫଐان إ༟ڎاد ஓ୷ܝ݆ ً؇ܳٺڰ؇༟ܭ. ؇ୖ ૭݄ں ؇ᆙᆘ ݁ڍࢻࣕب، ႟၍ ᄎცරඞ আॻ༟ ّޝߜߵ اݿ༥ଫଐ؇ع
ሒᇭ اৎڍࢻًࣕ؇ت ਊಾڎأ ݪޚݠاب، اܳٷޙ؇م ਐಱأݠض ٷڎ݁؇ .؇ً࿌ިدᆇᅦ أو أڣگ٭ً؇ إ݁؇ ۰༟ި݁ިݪ ݁ڍࢻًࣕ؇ت

اܳٷ؇ًݥ. ଫଊ༟ اܳޚ؇ڢ۰ وོྡྷٺگܭ اଐ۱از،
59
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ً؇ৎݠو۰َ ۰َଫଐگৎا اࠍݠة اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اৎڍࢻًࣕ؇ت :1 .5 ႟ၽނ

:ሒᇆاᄳᄟا ً؇ܳگݱިر اڢଫଐان .2
ّأ݄ܭ اܳٷޙ؇م. ሌᇿإ ሒᇆاᄳᄟا اܳگݱިر لݯ٭ژ ؇ᆙᆘ ،ᄭᄥ ًިاݿޚ۰ اৎڍࢻًࣕ؇ت ّިݬ٭ܭ لࡤࡲ ،ᄭᄟ؇اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
اܳگݱިر ఈః༠ل ݆݁ රඝا ᄎცරඞ আॻ༟ ؇ዛዊ݁ ႟၍ ଫଃٔ؊ّ ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ اৎڍࢻًࣕ؇ت، ඔ൹ً ཏျ ᄭᄥ൞ശܳا
ಸڎوت আॻ༟ ොູٺިي มฆܳا اَޙ۰݄ ሒᇭ ނ؇فؕ ႟ၽ૰ اڢଫଐان ݆݁ اܳٷިع ۱ڍا ߌߵُى اৎލଫଐك. ሒᇆاᄳᄟا

.؇۱ணਵਦ ሒᇭ ᄎცଫଐ݁ލ ᄭᄥ൞ശً ਊಾਵਦޚ۰

١ֿજઁؠिऻا اݾষۑة اिऻࠬࡆոּت ࣷ࣬ຐ ڲոل 2 .5
اिऻמॴబပڎמ١ اॊूֿ܊ڵ١ 1 .2 .5

िऻոּۑو١ֿ: ١ֿજઁڲؠ ബഏة ڲמॴబပڎמ١ ڲࠬࡆոּت
ّޝߜߵ ڢިة اܳٷިاًݥ ᄴᄟިّ .k2 و k1 ؇ᆇᆅ؇ਐಸ؇ٔ ඔ൹ًݯ؇َ ًިاݿޚ۰ m2 و m1 ඔ൹ܹٺ ّިݬ٭ܭ لࡤࡲ ،દઊިاܳٺܝ ۱ڍا ሒᇭ
݆݁ اݿ༥ଫଐ؇ع ڢިة ૭ྟص ا൞ശܳܭ. إ༡ڎى ۰༡إزا لࡤࡲ ٷڎ݁؇ ۰َଫଐ݁گ ᄎცරඞ ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ ،ᄭᄥ ႟၍ আॻ༟
.1 -5 ႟ၽاܳލ ሒᇭ ༃݁ިࡵ ި۱ პაႰ اଐ۱از، ሒᇭ ߙ߳ا݆݁ ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ ،ඔ൹ܹٺ൞ശܳا ඔ൹ً اܳޚ؇ڢ۰ اਐگ؇ل َ؇ًݥ ႟၍

اڤܙۛמٍܧ: ༯ີൄളا ຸح

.؇ً࿖ਵਦ ؇ً࿖اଫଐاڢ ஓ୷ټܭ ؇ᆙᆘ ،k2 و k1 ؇ᆇᆅ؇ਐಸ؇ٔ ඔ൹ًݯ؇ಸ ඔ൹݁ٺݱܹٺ m2 و m1 ඔ൹ܹٺ (1 -5 ႟ၽاܳލ) ྾ངීෂا ༃لިࡵ
ل۰ اଐ۱از ᄎცරඞ ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ ،ඔ൹ܹٺ൞ശܳا ᄎცරඞ আॻ༟ ّޝߜߵ ًگިى اܳٷިاًݥ ّޝߜߵ ا൞ശܳܭ، إ༡ڎى ل۹ ොູݠ ٷڎ

.۰َଫଐ݁گ

:ᆃᄷاႤ႐ا ոּڤؠۢܙر ١ֿજઁڲؠ ബഏة ڲמॴబပڎמ١ ڲࠬࡆոּت
؇݄ዛዊ݁ ႟၍ اܳٴٷڎوت، ݆݁ اು؇ن اৎټ؇ل، ݿྟ٭ܭ আॻ༟ .ᄎცଫଐ݁ލ ᄭᄥ ఈః༠ل ݆݁ اڢଫଐان ොູگ٭ݑ لࡤࡲ ۱ٷ؇،
ᄎცරඞ ߌߵًޔ ؇ًਃಾذا ڢݱިراً اܳگݯص لިڣݠ اܳިݿޔ. ሒᇭ ᄭᄥ আॻ༟ ොຬٺިي ًگݯص ਊಾਵਦޚ؇ن ،m2 و m1 ൞ശًܭ
ොູݠك ሌᇿإ ዻዧذ لޝدي ،ඔ൹ܳاܳٴٷڎو أ༡ڎ ౫దݠك ٷڎ݁؇ اܳٴأݥ. ؇ዝཟًأ আॻ༟ ؇݄ዛኤازاଐ۱ا ّޝߜߵ ොຳ٭ت ඔ൹ܳاܳٴٷڎو

.රඝا اܳٴٷڎول ᄎცරඞ আॻ༟ لޝߜߵ ؇ᆙᆘ ل۰، ணݠৎا ᄭᄥ൞ശܳا
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ሒᇆاᄳᄟا ً؇ܳگݱިر ۰َଫଐگৎا اࠍݠة اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اৎڍࢻًࣕ؇ت :2 .5 ႟ၽނ

اڤܙۛמٍܧ: ༯ີൄളا ຸح

۱ڍه ّأ݄ܭ ل۰. ணਵਦ ᄭᄥ আॻ༟ ොຬٺިي ًگݯص ਊಾਵਦޚ؇ن m2 و m1 ൞ശًܭ َިاݿ؇ن لޙ۳ݠ ،2 -5 ႟ၽاܳލ ሒᇭ
ᄭᄥ൞ശܳا ڢݱިر ఈః༠ل ݆݁ රඝا আॻ༟ ଫଃٔ؊ܳٺ؇ً ಸڎول ႟၍ ً؇ଐ۱از ૭݄ں ؇ᆙᆘ اڢଫଐان، Ⴈ၍ܳ٭۰ ل۰ ணݠৎا ᄭᄥ൞ശܳا

ل۰. ணݠৎا
1 ڲ୴ؼ܊١

ل۰) ணਵਦ ᄭᄥ) ሒᇆاᄳᄟا ً؇ܳگݱިر اڢଫଐان - .۰َਵਦ ڢިى ఈః༠ل ݆݁ اܳޚ؇ڢ۰ ܳٷگܭ (َިاًݥ) ਵਦن اڢଫଐان
اৎލଫଐك. ሒᇆاᄳᄟا اܳگݱިر ఈః༠ل ݆݁ اܳޚ؇ڢ۰ ܳٷگܭ

.۰َਵਦ ڢިى ఈః༠ل ݆݁ اܳޚ؇ڢ۰ ܳٷگܭ (َިاًݥ) ਵਦن اڢଫଐان - .1
اৎލଫଐك. ሒᇆاᄳᄟا اܳگݱިر ఈః༠ل ݆݁ اܳޚ؇ڢ۰ ܳٷگܭ ل۰) ணਵਦ ᄭᄥ) ሒᇆاᄳᄟا ً؇ܳگݱިر اڢଫଐان - .2

اܳٷިاًݥ ۰ًఈఃݬ ݁ټܭ ًأިا݁ܭ وਐಱ؊ߜߵ ෛٺܹژ، اଐ۱ازي ݿߺࠊك ሌᇿإ لޝدي اڢଫଐان أَިاع ݆݁ َިع ႟၍
دಱ؇݁٭؇ت ܳڰ۳ܾ أݿ؇ݿ٭۰ اৎڰ؇۱ࡗࡲ ۱ڍه .ሒᇆاᄳᄟا ً؇ܳگݱިر اڢଫଐان ሒᇭ ᄭᄥ൞ശܳا لؕ ّިز أو اৎݠن اڢଫଐان ሒᇭ

اۋ٭؇ء. و༟ واୖٷڎݿ۰ ل؇ء ଃاܳڰ ݁ټܭ ؇ت ሒᇭ ݁ٷདྷྥة ሒሃو ،۰َଫଐگৎا اَޙ۰݄
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اिऻמॴబပڎמ١: اिऻࠬࡆոּت ᆃᅞ اቘۏج اજઁؓेूان

݆݁ اڢଫଐان ݆݁ اܳٷިع ۱ڍا ౫దگݑ ෑෂج". "اۋٺႤၽك آܳ٭۰ ݆ ؇ًູ؇َ اڢଫଐان لܝިن ،દઊިاܳٺܝ ۱ڍا ሒᇭ
༃ّިࡵ ا௰௯௫ޚޔ: ཇح اৎڍࢻًࣕ؇ت. ඔ൹ً اܳޚ؇ڢ۰ ਊಾڎࢴࣖ ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ ،ᄎც࠵࠺ݠ ݁گ؇و۰݁ لگڎم ᆇ٭ڎ ཡٷ ఈః༠ل

اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اৎڍࢻًࣕ؇ت ሒᇭ اይዧݞج اڢଫଐان :3 .5 ႟ၽނ

ڢިة ૭݄ں .α ෑෂج اۋٺႤၽك ஓأ؇݁ܭ ਲ਼ਦود ا݁ٺݱ؇ص ཡًأٷ ඔ൹݁ٺݱܹٺ m2 و m1 ඔ൹ܹٺ 3 -5 ႟ၽاܳލ
اৎٴڎدة اܳޚٴ٭أ۰ ૭ྟص اܳٺڍࢻًࣕ؇ت ݿأ۰ ݆݁ ࣁࣖرຬ٭ً؇ ጵّگ لگ۰ ًޚݠ اܳޚ؇ڢ۰ ಸگܭ ا൞ശܳܭ ඔ൹ً ا݁ٺݱ؇ص

اይዧݞج. ଫଐይዧاًޔ

:١ॴటոּ٤ۑاڤـ اिऻࠬࡆոּت ᆃᅞ ᆃᄷاႤ႐ا ոּڤؠۢܙر اજઁؓेूان

(ا௱௯௫؇ٔ؇ت) اৎܹڰ؇ت ૭ُٺ༱ڎم ۱ٷ؇، .۰ਃಮ؇ً۳ݠ دا߉ߵة ሒᇭ لݯ٭۰ ොູݠ ᄭᄥوݬ ఈః༠ل ݆݁ اڢଫଐان ۱ڍا ஓټ٭ܭ لࡤࡲ
আॻ༟ ଫଃٔ؊ܳٺ؇ً ඔ൹ّا߉ߵᄴᄟا إ༡ڎى ܳٺڍࢻًࣕ؇ت ૭݄ں ݁؞ٷ؇ޗފ٭ً؇ ً؇ ا௱௯௫؇ٔ؇ت ُོྡྷٺھ LC. َިع ݆݁ ඔ൹ّدا߉ߵ ෂීًޔ

اරඝى.

۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ اৎڍࢻًࣕ؇ت ሒᇭ ሒᇆاᄳᄟا ً؇ܳگݱިر اڢଫଐان :4 .5 ႟ၽނ
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:١ॴటոּ٤ۑاڤـ اिऻࠬࡆոּت ᆃᅞ اቘۏج اજઁؓेूان
اৎگ؇وم اݿٺ༱ڎام لࡤࡲ ݁گ؇و۰݁**. ᄭᄥوݬ** ًިاݿޚ۰ اይዧݞج اڢଫଐان ஓټ٭ܭ لࡤࡲ ،۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ اَޙ۰݄ ሒᇭ

.௧ௌਃႤၽ٭ৎا اይዧݞج ఈዳዧڢଫଐان ᆙᆘ؇ٔܭ ᆇ٭ڎ ଫଃٔ؊ّ ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ ،ඔ൹ਐಸࣕ݁ٺڍࢻ ඔ൹ّدا߉ߵ ܳٺިݬ٭ܭ
و݁ܝټڰ؇ت L3و L2و L1 उइࣲټ؇ت ඔ൹ਐଫଐ݁گ LC ඔ൹ّدا߉ߵ 4 -5 ႟ၽاܳލ ༃لިࡵ: اܳٺۛޚ٭ޚ ྾ངීෂا ཇح -
ඔ൹ً ଐ݁ا݁ٷ۰ ࣁࣕࢻًࣕ؇ت ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ ،ᄭᄟٺٴ؇دৎا ۰ٔ؇௱௯௫ا ଫଊ༟ اܳޚ؇ڢ۰ ಸگܭ มจاࠍ اڢଫଐان ૭݄ں .C2و C1

اᄴᄟوا߉ߵ.
اৎگ؇وم لگڎم .؇݄ዛዊྲྀ R ஓگ؇وم ඔ൹݁ٺݱܹٺ LC ඔ൹ّدا߉ߵ 5 -5 ႟ၽاܳލ ༃لިࡵ اܳٺۛޚ٭ޚ: ྾ངීෂا ཇح -
আॻ༟ اܳިڢب، ஓݠور اܳٺڍࢻًࣕ؇ت ݿأ۰ ݆݁ ۱ڍه اڢଫଐان لگ۰ ޗݠ ጵّگ اܳޚ؇ڢ۰. ྲྀྥٴڎࢴࣖ ૭݄ں ؇ᆙᆘ ᆇ٭ڎ، ଫଃٔ؊ّ

.௧ௌਃႤၽ٭ৎا اይዧݞج اڢଫଐان ਵؗار
(ڢިة ௧ௌਃႤၽ٭ৎا اይዧݞج اڢଫଐان - :ዻዧذ ሒᇭ ؇ஓ اৎڍࢻًࣕ؇ت، ෂීًޔ ෛٺܹڰ۰ ޗݠڢً؇ ᄭᄥ݁ټا ۱ڍه ༃ّިࡵ
ᄭᄥاܳިݬ) ሒᆶ؇ًاܳـ۳᠌ݠ اይዧݞج اڢଫଐان - .(มจاࠍ ᄭᄥاܳިݬ) ሒᆶ؇ًاܳـ۳᠌ݠ ሒᇆاᄳᄟا ً؇ܳگݱިر اڢଫଐان - اܳٺ݄ۛ٭ڎ).

اৎگ؇و۰݁).
وਊಾڎࢴ۱ࣖ؇، اܳޚ؇ڢ۰ َگܭ ሒᇭ ુળ༲اܳٺ ఈః༠ل ݆݁ اܳٷޙ؇م دಱ؇݁٭ശ؇ت আॻ༟ اڢଫଐان أَިاع ݆݁ َިع ႟၍ لޝߜߵ

واଫଐܳدد. واܳފأ۰ اܳٺڍࢻࣕب ਲ਼ਦا݁ٷ۰ আॻ༟ لޝߜߵ ؇ᆙᆘ

١ֵ اݾষۑ ڲڷ അ೪درـ ذو ֿ܊ոم 3 .5
ஓ୷ܝ݆ มฆܳوا ،ᄎც࠵࠺ݠ ඔ൹ّڰ؇ݪܹ٭ٺ ඔ൹݁أ؇دܳٺ ۰ً؇ اཟܳوري ݆݁ ل۰، اࠍݠ ݆݁ ඔ൹درۏٺ ذات اَޙ۰݄ ܳٺ༲ܹ٭ܭ

:༇ຍاਵؗ ݁أ؇دت ً؇ݿٺ༱ڎام اނٺگ؇ڢ۳؇
d

d t

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0

،ඔ൹݄݄݁أ ඔ൹ਃುڎا༡إ আॻ༟ ොຬٺިي اᄳᄟي ይዧٷޙ؇م ً؇ܳྡྷފٴ۰ ይዧٷޙ؇م. اৎأ۰݄݄ ا༡ڎاਃು؇ت q2و q1 ஓ୷ټܭ ۋ٭ت
.(ω2و ω1 ًـ ؇݄ዛዀܳإ (૰؇ر ޗٴ٭أ٭؇ن وߙߵددان ّڰ؇ݪܹ٭ٺ؇ن ݁أ؇دܳٺ؇ن ۱ٷ؇ك ݿ٭ܝިن

႞႖फः-زજֿك ֿ܊ոم ڲոل: 1 .3 .5
،kو ،k2و ،k1 ಸٔިا ذات ಸިاًݥ ඔ൹݁ٺݱܹٺ (m2و m1) ඔ൹ܹٺ ݆݁ اܳٷޙ؇م ਐಱܝިن اৎټ؇ل، ۱ڍا ሒᇭ

اܳٺۛޚ٭ޚ. ྾ངීෂا ሒᇭ ༃݁ިࡵ ި۱ პაႰ

ၿၛۑষاݾ ڲո֔دूेت
݁ٴ؇ཇة: ሒᇃ؇اܳټ દગިਃ ڢ؇َިن َޚٴݑ ،ᄎცݠاࠍ ݁أ؇دت ݿྥٷٺ؇ج
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:m1 ᄭᄥ൞ശይዧ ً؇ܳྡྷފٴ۰ .1
k اଫଊَෑෂك ݆݁ واܳگިة ،(۰ਐಸ؇ٔ ಸگޚ۰ (اৎٺݱܭ k1 اଫଊَෑෂك ݆݁ اܳگިة m1 আॻ༟ اৎޝߜߵة اܳگިى ૰݄ܭ

.Fext ༠؇رۏ٭۰ ڢިة وأي ،(k2 ًـ (اৎٺݱܭ

ᄭᄥ൞ശܳا َިاًݥ :5 .5 ႟ၽނ

:ሒሃ m1 ܳـ ᄎცݠاࠍ ᄭᄟ݁أ؇د
m1ẍ1 = Fext− (k1x1)−k(x1 −x2)

:m2 ᄭᄥ൞ശይዧ ً؇ܳྡྷފٴ۰ .2
݆݁ واܳگިة ،(۰ਐಸ؇ٔ ಸگޚ۰ (اৎٺݱܭ k2 اଫଊَෑෂك ݆݁ اܳگިة ૰݄ܭ m2 আॻ༟ اৎޝߜߵة اܳگިى ڣ؆ن وً؇ৎټܭ،

.Fext ༠؇رۏ٭۰ ڢިة وأي ،(m1 ًـ (اৎٺݱܭ k اଫଊَෑෂك
:ሒሃ m2 ܳـ ᄎცݠاࠍ ᄭᄟ݁أ؇د

m2ẍ2 = Fext− (k2x2)+k(x1 −x2)

اո֔िऻدूेت ֿ܊ոم
:ঌॻل პაႰ ި۱ ا൞ശܳܭ ᄎცරඞ ّݱژ มฆܳا اৎأ؇دت }َޙ؇م

m1ẍ1 + (k1 +k)x1 −kx2 = 0
m2ẍ2 + (k2 +k)x2 −kx1 = 0

ይዧٷޙ؇م. اܳިݪؕ وأނႤၽل ω2و ω1 اܳޚٴ٭أ٭۰ اଫଐܳددات ຬ؇د ۱ڍه ۰َଫଐگৎا اܳٺڰ؇ݪܭ ݁أ؇دت ༡ܭ ஓ୷ܝ݆
اܳٷިاًݥ ଫଊ༟ ا൞ശܳܭ ّڰ؇༟ܭ ܋٭ڰ٭۰ ༃لިࡵ ۋ٭ت ،۰َଫଐگৎا اৎڍࢻًࣕ؇ت ݿߺࠊك ۋިل رؤى اܳٺ༲ܹ٭ܭ ۱ڍا لިڣݠ

:۰ਃಸاܳأݠ ሌᇿإ اܳٷݧ ۰ᆇᅹߙߵ إܳ٭۹ ݁گଫଐن. َޙ؇م ሒᇭ ؇ዛዊྲྀ اܳޚ؇ڢ۰ اਐگ؇ل و܋٭ڰ٭۰
:ཇ؇݁ٴ ႟ၽ૰ (PFD) દગިܳٷ٭ ሒᇃ؇اܳټ اܳگ؇َިن ّޚٴ٭ݑ .1

:m1 ᄭᄥ൞ശይዧ -∑
Fext = m1ẍ1
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:m2 ᄭᄥ൞ശይዧ -∑
Fext = m2ẍ2

:ᄭᄥ ႟၍ আॻ༟ اৎޝߜߵة اܳگިى ොູܹ٭ܭ .2
:m1 ᄭᄥ൞ശይዧ -

Fk1 +Fk = m1ẍ1

اᄳᄟي اৎٺݱܭ اଫଊَෑෂك ݆ ۰ູ؇اܳٷ اܳگިة ި۱ Fk و ،k1 اଫଊَෑෂك ݆ ۰ູ؇اܳٷ اܳگިة ި۱ Fk1 ۋ٭ت
.m2 ًـ m1 ߌߵًޔ

:m2 ᄭᄥ൞ശይዧ -
Fk2 +Fk = m2ẍ2

اৎٺݱܭ. اଫଊَෑෂك ݆ ۰ູ؇اܳٷ اܳگިة ި۱ Fk و ،k2 اଫଊَෑෂك ݆ ۰ູ؇اܳٷ اܳگިة ި۱ Fk2 ۋ٭ت
:۰ਃಸاܳأݠ ሌᇿإ اܳٷݧ ۰ᆇᅹߙߵ إܳ٭۹

اႤ၍ଫଊَෑෂت: ݆݁ m1 আॻ༟ اৎޝߜߵة اܳگިة - ازا༡؇ت: ᄭᄟࣖࢻ اܳگިى ݁أ؇دت ۰ً؇ (ا)
−k1x1 +k(x2 −x1) = m1ẍ1

اႤ၍ଫଊَෑෂت: ݆݁ m2 আॻ༟ اৎޝߜߵة اܳگިة -
−k2x2 +k(x1 −x2) = m2ẍ2

:x2 و x1 আॻ༟ ොູٺިي มฆܳا اࠍڎود ܳٺ݄۠٭ؕ اৎأ؇دت ߙߵོص إ༟؇دة - اৎأ؇دت: ོྟފ٭ޔ (ب)
−(k +k1)x1 +kx2 = m1ẍ1

−(k +k2)x2 +kx1 = m2ẍ2

:m1 ᄭᄥ൞ശይዧ - اଫଐৎاًޚ۰: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ గጻዧأ؇دت ሒᆶ؇ዛዊܳا ႟ၽاܳލ (ج)
m1ẍ1 + (k +k1)x1 −kx2 = 0

:m2 ᄭᄥ൞ശይዧ -
m2ẍ2 + (k +k2)x2 −kx1 = 0

۱ڍه ༡ܭ اܳٷޙ؇م. ሒᇭ ඔ൹ܹٺ൞ശይዧ ᄎც࠵࠺ݠ اଫଐৎاًޚ۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت ஓټఈఃن اৎأ؇دܳٺ؇ن ۱ڍان
܋٭ڰ٭۰ ّݱژ มฆܳوا ይዧٷޙ؇م، اஓ؇ط وأނႤၽل اܳޚٴ٭أ٭۰ اଫଐܳددات ౫భڎࢴࣖ ܳٷ؇ ૭݄ں اৎأ؇دت

.ଫଃٔ؊اܳٺ ොູب ݁أً؇ ا൞ശܳܭ اଐ۱از
ᄭᄥ݁ٷڰݱ ؇ዛኡأ আॻ༟ اৎڍࢻًࣕ؇ت ؕ݁ ਐأ؇݁ܭ ۋ٭ت اଫଐৎاًޚ۰، గጻዧڍࢻًࣕ؇ت اৎأ؇دت َޙ؇م اܳݱިرة ّޙ۳ُݠ

ඹජء: ႟ၽܳ وཇح ෛຳޚިة ۊޚިة ۰ᆇᅹߙߵ ঌॻل ڣ٭݄؇ ይዧٺྟފ٭ޔ.
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ၿၛۑষاݾ ڲո֔دूेت
،m2و m1 ،ඔ൹ܹٺ ᄎცරඞ اৎأ؇دت َޙ؇م لݱژ - :(1 -5) ۰َଫଐگৎا اৎأ؇دت ࢻࣖال۰ َޙ؇م .1

:k اڢଫଐان وَ؇ًݥ ،k2 ،k1 ಸٔިا ذات ಸިاًݥ ඔ൹݁ٺݱܹٺ{
ẍ1 + k+k1

m1
x1 − k

m1
x2 = 0

ẍ2 + k+k2
m2

x2 − k
m2

x1 = 0
(1)

اिऻࠬࡆոּت ؔۢڞ

݆݁ ༡ڎة আॻ༟ ݁ڍࢻࣕب ႟၍ ሌᇿإ ޙݠ ،ਵਦا ܳٺྟފ٭ޔ - :ᄭᄥٷڰݱৎا اৎڍࢻًࣕ؇ت ݁ڰ۳ިم ً؇ݿٺ༱ڎام .2
ਵਦة. ႟၍ ሒᇭ وا༡ڎة ᄭᄥ ོྦྷٴب ఈః༠ل

గጻዧڍࢻࣕب (اܳٷٴݥ) ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد - ౫దݠك):  m2 أن (ً؇ڣଫଐاض m2 ོྦྷٴب :1 اࠍޚިة -
:ި۱ ᄎცݠاࠍ ሒᇭ اࠍݠ m1 ؕ݁ اৎٷڰݱܭ

ω01 =
√

k +k1

m1

ؕ݁ اৎٷڰݱܭ గጻዧڍࢻࣕب ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد - ౫దݠك):  m1 أن (ً؇ڣଫଐاض m1 ོྦྷٴب :2 -اࠍޚިة
:ި۱ ᄎცݠاࠍ ሒᇭ රඞ m2

ω02 =
√

k +k2

m2

႞႖ۢרءिऻا ஈኬቘࠬࡆոּت اڤ܋ץמ֔מ١ اڤજઁددات ؉ֵ ׂ֔ۑ
:m1 గጻዧڍࢻࣕب - اܳޚٴ٭أ٭۰: اଫଐܳددات لژ ّأݠ .3

ω2
01 =

k +k1

m1

:m2 గጻዧڍࢻࣕب -
ω2

02 =
k +k2

m2

اଫଐܳددات ۋ٭ت ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت َޙ؇م ۰ً؇ إ༟؇دة ان ஓ୷ܝ݆ - اܳٷޙ؇م: ሒᇭ لݥ اܳٺأި .4
:ᄭᄥٷڰݱৎا }اܳޚٴ٭أ٭۰

ẍ1 +ω2
01x1 − k

m1
x2 = 0

ẍ2 +ω2
02x2 − k

m2
x1 = 0
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؇ᆙᆘ ،(ᄭᄥٷڰݱৎا) ᄭᄟأڎৎا اܳޚٴ٭أ٭۰ اଫଐܳددات ۋ٭ت ݆݁ ᄭᄥ ႟၍ ᄎცරඞ اৎأ؇دت ۱ڍه ّݱژ
اఈዳዧۋݑ. اܳٺ༲ܹ٭ܭ ُྟފޔ

اদֈेू ֵؠ١ ܈ۑ ۰ոּຢام ၿၛۑষاݾ ڲո֔دूेت ا۳ؠոق 4 .5
.ඔ൹ܹٺ ݆݁ ਐಱܝިن ܳٷޙ؇م اႤၽܳ݁ٷ۰ واܳޚ؇ڢ۰ ᄎცݠاࠍ ޗ؇ڢ۰ ොຳފ؇ب ਊڎأ

ً؇ܳأఈఃڢ۰: ّأُޚް ይዧٷޙ؇م ᄎცݠاࠍ ޗ؇ڢ۰ :(T ) ᄎცݠاࠍ ޗ؇ڢ۰ (ا)
T = 1

2
m1ẋ2

1 +
1

2
m2ẋ2

2

.ᄭᄥ ႟ၽܳ ا༟ཏܳ؇ت :ẋ2 و ẋ1 - ا൞ശܳܭ، :m2 و m1 - ۋ٭ت:
႟ၽً ඔ൹ޚਊಾݠৎا ඔ൹اܳٷ؇ًݯ ݁ފ؇ᆇᆅ؇ت اܳٷޙ؇م ሒᇭ اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ ૰݄ܭ :(U) اႤၽܳ݁ٷ۰ اܳޚ؇ڢ۰ (ب)

:ඔ൹ܹٺ൞ശܳا ඔ൹ً اෂීاًޔ واܳٷ؇ًݥ ᄭᄥ
U = 1

2
k1x2

1 +
1

2
k2x2

2 +
1

2
k(x2 −x1)2

ඔ൹ً اෂීاًޔ اܳٷ؇ًݥ ಸ؇ٔ :k - ،ඔ൹اܳڰݠدل ඔ൹ٷ؇ًݯይዧ اܳٷ؇ًݥ ಸٔިا :k2 و k1 - ۋ٭ت:
.ඔ൹ܹٺ൞ശܳا
(L) اদֈቤቘاวܧ

اႤၽܳ݁ٷ۰: واܳޚ؇ڢ۰ ᄎცݠاࠍ ޗ؇ڢ۰ ඔ൹ً اܳڰݠق ި۱ L اਵؗఈዳዧاຶ :
L = T −U

اদֈेू ڲո֔دूेت ׂ܋ץמۂ

:x2 و x1 ሒᇉڎا༡إ ႟ၽܳ ༇ຍاਵؗ ݁أ؇دت ّޚٴ٭ݑ ఈః༠ل ݆݁ ᄎცݠاࠍ ݁أ؇دت اނٺگ؇ق لࡤࡲ :
d

d t

(
∂L

∂ẋ1

)
− ∂L

∂x1
= 0

d

d t

(
∂L

∂ẋ2

)
− ∂L

∂x2
= 0

ஓ୷ܝ݆ واႤၽܳ݁ٷ۰. اࠍݠ܋٭۰ اܳٷޙ؇م ޗ؇ڢ؇ت ۋ٭ت ݆݁ ᄭᄥ ႟၍ ᄎცරඞ وݬژ اৎأ؇دت ۱ڍه ོྥ٭ں
ይዧݞ݆݁. ᄭᄟاᄕც ᄭᄥ ႟၍ ᄎცරඞ আॻ༟ ࠵࠺ݱިل اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت ۱ڍه ༡ܭ
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اिऻۢءܙؔמ١ ֵؠ١ اڤ܋ۑ ۰ոּຢام اڤ܋ץמ֔מ١ اڤજઁددات إոฝد 5 .5
واܳٴۜت (V.1 ) اৎأ؇دت ஓݠاۏأ۰ ਊڎأ ይዧٷޙ؇م، Eigen) (ߙߵددات اܳޚٴ٭أ٭۰ اଫଐܳددات ຬ؇د

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ༡ߺࠊل ݆

x1 = A1 cos(ωt +φ1), A1 > 0

x2 = A2 cos(ωt +φ2), A2 > 0

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ اࠍߺࠊل ۱ڍه ஓټ٭ܭ ஓ୷ܝ݆ اৎݠ܋ص، દઊاܳٺڎو ً؇ݿٺ༱ڎام
x̄1 = A1e i (ωt−φ1)

x̄2 = A2e i (ωt−φ2)

:আॻ༟ ොຶݱܭ (V.1 )، اܳٷޙ؇م ሒᇭ اܳٺأٴଫଃات ۱ڍه ਐಸأިلݥ
{ (

ω2
01 −ω2

)
x̄1 − k

m2
x̄2 = 0

− k
m1

x̄1 +
(
ω2

02 −ω2
)

x̄2 = 0
(5−2) (2)

ොຳފ؇ب ܳٷ؇ ૭݄ں ؇ᆙᆘ ،(2 -5) ᄭᄟأ؇دৎا ሒᇭ პაႰ ݁ݱڰިڣ٭۰ ݬިرة ሒᇭ ان اৎأ؇دت ۱ڍه ஓټܭ
ا௱௯௫ڎد ۏأܭ ఈః༠ل ݆݁ ይዧٷޙ؇م -(Eigenfrequencies) ۰ਃಾاᄳᄟا اଫଐܳددات - ۰ਃಾاᄳᄟا اଫଐܳددات
اଫଐܳددات لިڣݠ ᄭᄟأ؇دৎا ۱ڍه ༡ܭ ଃᆙᆘة. ᄭᄟ݁أ؇د ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ ይዧݱڰݠ، ؇ً࿌݁ފ؇و (determinant)

اܳٷޙ؇م. ٷڎ۱؇ ଐዛኗ มฆܳا اܳޚٴ٭أ٭۰
૭؇وي (V.3 ) ᄭᄟأ؇دৎا ሒᇭ ا௱௯௫ڎد Ⴄ၍ن إذا، وڣگޔ إذا، ل۰ ݬڰݠ ଫଃ༚ ًߺࠊ༡ لگٴܭ ྵฺ؇༶ٺৎا اܳٷޙ؇م

لأޚ: و۱ڍا اܳݱڰݠ.
det(M−ω2I) = 0

ا༡ިܳڎة. ݁ݱڰިڣ۰ :I - ،۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ :ω2 - اৎأ؇ఈః݁ت، ݁ݱڰިڣ۰ :M - ۋ٭ت:
ይዧٷޙ؇م. اܳޚٴ٭أ٭۰ اଫଐܳددات ஓټܭ มฆܳا ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ لأޚ اଃ݄ৎة ᄭᄟأ؇دৎا ۱ڍه ༡ܭ

∣∣∣∣∣ω2
01 −ω2 − k

m2

− k
m1

ω2
02 −ω2

∣∣∣∣∣= 0 (3)

:আॻ༟ ොຶݱܭ ا௱௯௫ڎد ۱ڍا ਐಸިݿ٭ؕ
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(ω2
01 −ω2)(ω2

02 −ω2)− k2

m1m2
= 0

:႟ၽاܳލ আॻ༟ ۱ڍا ۰ً؇ وஓ୷ܝ݆

(ω2
01 −ω2)(ω2

02 −ω2) = k2

m1m2

:ω ሒᇭ اෂීاًأ۰) ۰༥رᄴᄟا ݆݁) رً؇٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሌᇿإ لޝدي ሒᇭ؇إݪ ႟ၽ૰ ᄭᄟأ؇دৎا ۱ڍه ّިݿ٭ؕ

ω4 − (ω2
01 +ω2

02)ω2 +ω2
01ω

2
02 −

k2

m1m2
= 0 (5−4)

ً؇ݿٺ༱ڎام ؇۳ܹ༡ وஓ୷ܝ݆ ይዧٷޙ؇م، اܳޚٴ٭أ٭۰ اଫଐܳددات ஓټܭ มฆܳا ω اࠍ؇ݬ۰ اܳگࡗࡲ ّިڣݠ ᄭᄟأ؇دৎا ۱ڍه
.(4 -5) ᄭᄟأ؇دৎ؇ً ّأُݠف ᄭᄟأ؇دৎا ۱ڍه .ω ڢࡗࡲ আॻ༟ ࠵࠺ݱިل اܳأڎدل۰ أو اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰ اܳޚݠق

ً؇ܳأఈఃڢ۰: ω2 ሒᇭ ਃಸأ٭۰ ଫଐܳا ᄭᄟأ؇دగጻዧ ∆ ଃ݄ৎا لأُޚް

∆= (ω2
01 +ω2

02)2 −4

(
ω2

01ω
2
02 −

k2

m1m2

)

اஓ؇ط ًڰ۳ܾ ૭݄ں ؇ᆙᆘ اଫଐৎاًޔ، ይዧٷޙ؇م ඔ൹اܳޚٴ٭أ٭ દઊددଫଐܳا لިڣݠ ω ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ᄭᄟأ؇دৎا ۱ڍه ༡ܭ
ይዧٷޙ؇م. ل۰ اଐ۱از

:ި۱ ω2 ሒᇭ ਃಸأ٭۰ ଫଐܳا ᄭᄟأ؇دగጻዧ ∆ ଃ݄ৎا

∆= (ω2
01 +ω2

02)2 −4

(
ω2

01ω
2
02 −

k2

m1m2

)
اଐ۱از. وۊݱ؇فݧ ௧ਤاܳޚٴ٭ اܳٷޙ؇م ߙߵددات لأޚ ᄭᄟأ؇دৎا ۱ڍه ༡ܭ

∆= (ω2
01 +ω2

02)2 −4

(
ω2

01ω
2
02 −

k2

m1m2

)
:ଫଊأ܋ ႟ၽ૰ ਵਦا ۱ڍا ّިݿ٭ؕ

∆= (ω2
01 +ω2

02)2 + k2

m1m2

:ঌॻل პაႰ ∆ ݆ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆ ਃಸأ٭۰، ීෂا وا൞ശܳܭ ಸاܳټިا ۋ٭ت ݆݁ أو
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∆=
(

k +k1

m1
+ k +k2

m2

)2

−4

(
(k +k1)(k +k2)

m1m2
− k2

m1m2

)
.ඔ൹ܹٺ൞ശܳا ඔ൹ً اෂීاًޔ اܳٷ؇ًݥ ಸ؇ٔ :k - .ඔ൹ܹٺ൞ശܳ؇ً ඔ൹ܹٺݱৎا ඔ൹اܳٷ؇ًݯ ಸٔިا :k2 و k1 - ۋ٭ت:

اܳٷޙ؇م. ܹٺ؇ :m2 و m1 -
وا൞ശܳܭ)، ਃಸأ٭۰ ීෂا ಸاܳټިا) ۰ਃಮ؇ل ଃاܳڰ اܳٷޙ؇م ஓأ؇ఈః݁ت ∆ ଃ݄ৎا ཇ؇݁ٴ ႟ၽ૰ ߌߵًޔ ଫଃاܳٺأٴ ۱ڍا

اܳگࡗࡲ. ۱ڍه আॻ༟ ً ಸ؇ء اܳޚٴ٭أ٭۰ اଫଐܳددات ۋފ؇ب ྥ٭ں ؇ᆙᆘ

∆=
(

k +k1

m1
+ k +k2

m2

)2

+ 4k2

m1m2

لأُޚ٭؇ن و ،ඔ൹و݁ިۏٴ ඔ൹ۋگ٭گ٭ لܝިَ؇ن ω2
و2 ω2

1 ଫଐይዧددات ඔ൹ܹاࠍ ڣ؆ن ݁ިۏص، ∆ ا௱௯௫ڎد ن َޙݠاً
ً؇ܳأఈఃڢ؇ت:

ω2
1 =

ω2
01 +ω2

02 −
p
∆

2

ω2
2 =

ω2
01 +ω2

02 +
p
∆

2

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ f (x) اࠍڎود ଫଃ܋ټ ۰ً؇ ஓ୷ܝ݆ ይዧٷޙ؇م. اܳޚٴ٭أ٭۰ اଫଐܳددات اܳگࡗࡲ ۱ڍه ஓټܭ

f (x) = x2 − (ω2
01 +ω2

02)x +ω2
01ω

2
02 −

k2

m1m2

اଐ۱ازي ይዧٷޙ؇م اܳޚٴ٭أ٭۰ اଫଐܳددات ؇ᆇᆅو ،દઊଃᆙᆘ ඔ൹ܹ༡ আॻ༟ ොຶݱܭ ،ω01 <ω02 أن ً؇ڣଫଐاض
اଫଐৎاًޔ.

:ሒᇿ؇اܳٺ ႟ၽاܳލ আॻ༟ f (x) اࠍڎود ଫଃ܋ټ ݆ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆

f (x) = (x −ω2
1)(x −ω2

2)

ይዧٷޙ؇م. اܳޚٴ٭أ٭۰ اଫଐܳددات ω2
و2 ω2

1 اࠍڍور ஓټܭ ۋ٭ت
f (x) = (x2 −ω2

1)(x2 −ω2
2)

أن: ఈఃَۋޓ

f (ω2
01) = f (ω2

02) =− k2

m1m2
< 0
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أن: ૭ྥٷٺھ ۰༶اܳٷྥ٭ ۱ڍه ݆݁

ω2 <ω01 <ω02 <ω1

اᄳᄟي اܳٷޚ؇ق لଫଊز ؇ᆙᆘ ይዧٷޙ؇م، اܳޚٴ٭أ٭۰ اଫଐܳددات ඔ൹ً اܳأఈఃڢ۰ ૭ྥٷٺھ ،ω01 <ω02 أن ً؇ڣଫଐاض
اܳٷޙ؇م. ଫଃ݁أ؇ل ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ߙߵدد ႟၍ ڣ٭۬ لگؕ

ይዧٷޙ؇م اܳޚٴ٭أ٭۰ ً؇ଫଐܳددات اৎٺأܹگ۰ اܳگࡗࡲ ඔ൹ً لگأ؇ن اଫଐৎاًޔ ይዧٷޙ؇م ඔ൹اܳޚٴ٭أ٭ દઊددଫଐܳا أن لޙ۳ُݠ ۱ڍا
اෂීاًޔ. واܳٷ؇ًݥ ඔ൹ܹٺ൞ശܳا ඔ൹ً ঌॻ༟؇اܳٺڰ ଫଃٔ؊اܳٺ ༃لިࡵ ؇ᆙᆘ اৎٷڰݱܭ،

x2 و x1 ١ॴయاႤ႐ا اոॊूط إոฝد 6 .5
اৎݠ܋ٴ۰: ؇݄ዛኤاଫଃأٴਐಸ x2 و x1 اݿྥٴڎال ఈః༠ل ݆݁

x1 = A1e iφ1e iωt و x2 = A2e iφ2e iωt

:ሌᇿوا ᄭᄟأ؇دৎا আॻ༟ ොຶݱܭ ،(2 -5) اܳٷޙ؇م ሒᇭ

(ω2
01 −ω2)kx1e iφ1 − k

m1
x2e iφ2 = 0

إذن:

e i (φ1−φ2) = m1(ω2
01 −ω2)

k
x1

واৎݠا༡ܭ واܳފأ؇ت اܳྡྷފྟ٭۰ اܳྡྷފص لگ٭ڎّ اདྷܳط ۱ڍا أن ૭ྥٷٺھ ۋگ٭گ٭۰، اᆇᅀܳ٭۰ ۱ڍه ن َޙݠاً
اଫଐৎاًޔ. اৎڍࢻࣕب ܳٷޙ؇م اܳޚٴ٭أ٭۰ ஓఋዳዧ؇ط اࠍܭ لިڣݠ ؇ᆙᆘ ،x2 و x1 ඔ൹ً

ଫଃّڰފ ঌॻل وڣ٭݄؇ .ඔ൹اًޚଫଐ݁ ඔ൹ًࣕڍࢻৎ φ2 و φ1 ඔ൹ً اܳޚިر ڣݠق إຬ؇د আॻ༟ ۱ٷ؇ اৎگڎ۰݁ ᄭᄟأ؇دৎا ߵணߙ
:ᄭᄟ؇༡ ႟၍

ඔ൹ܳٺ؇༡ ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ ،0 أو φ1 −φ2 = ±π أن มฃلأ ۱ڍا :sin(φ1 −φ2) = 0 ٷڎ݁؇ .1
:ඔ൹ܝٷٺᆙᆘ

:ω=ω1 :1 ᄭᄟ؇اࠍ (ا)
.ω2

01 −ω2 < 0 ،ᄭᄟ؇اࠍ ۱ڍه ሒᇭ i.
.φ1 −φ2 =π أن มฃلأ ؇ᆙᆘ ،cos(φ1 −φ2) =−1 ،ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ii.
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݁أ؇܋ݴ. ޗިر ًڰݠق ଐዛኤان ඔ൹ܹٺ൞ശܳا أن มฃلأ ۱ڍا iii.
:ঌॻل პაႰ x2 و x1 ඔ൹ً اܳފأ؇ت ఈః༟ڢ۰ ّݱٴں iv.

x2(ω)

x1(ω)
= m1(ω2

01 −ω2)

k

:ω=ω2 :2 ᄭᄟ؇اࠍ (ب)
.ω2

02 −ω2 > 0 ،ᄭᄟ؇اࠍ ۱ڍه ሒᇭ i.
.φ1 −φ2 = 0 أن มฃلأ ؇ᆙᆘ ،cos(φ1 −φ2) = 1 ۱ٷ؇، ii.

اܳޚިر. َڰݴ ሒᇭ ଐዛኤان ඔ൹ܹٺ൞ശܳا أن มฃلأ ۱ڍا iii.
ّܝިن: ᄭᄟ؇اࠍ ۱ڍه ሒᇭ اܳފأ؇ت ఈః༟ڢ۰ iv.

x2(ω)

x1(ω)
= m1(ω2

02 −ω2)

k

ଐዛኗ ،ω = ω2 ٷڎ݁؇ - ݁أܝިس. ޗިر ًڰݠق اৎڍࢻًࣕ؇ن ଐዛኗ ،ω = ω1 ٷڎ݁؇ - ً؇ۊٺݱ؇ر:
اܳޚިر. َڰݴ ሒᇭ اৎڍࢻًࣕ؇ن

.ඔ൹اًޚଫଐৎا ඔ൹ًࣕڍࢻగጻዧ ଐ۱ఈዳዧاز اݿ؇ݿ٭۰ اஓ؇ط ؇ᆇᆅو ይዧٷޙ؇م، ඔ൹اܳޚٴ٭أ٭ ඔ൹اࡺࢦޚ اࠍ؇ܳٺ؇ن ۱؇ّ؇ن ஓټܭ
܋٭ژ ّݱڰ؇ن اଐ۱از، ஓ؇ط ඔ൹ّڎدො ඔ൹ܳٺ؇༡ ఈఃَۋޓ اଫଐৎاًޚ۰، గጻዧڍࢻًࣕ؇ت اܳٺ༲ܹ٭ܭ ۱ڍا ሒᇭ

:ᄭᄟ؇༡ ႟၍ ঌॻل ؇݁ ولݱژ اܳٴأݥ. ؇ዝཟًأ ሌᇿإ ً؇ܳྡྷފٴ۰ m2 و m1 ا൞ശܳܭ ଐዛኤ
݁أܝިس: ޗިر ًڰݠق اଐ۱ازات (ا)

݁أܝިس. ޗިر ًڰݠق ا൞ശܹܳٺ؇ن ଐዛኤ ،ω = ω1 ଐ۱ఈዳዧاز ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد لܝިن ٷڎ݁؇ i.
اູ؇ه ሒᇭ ذروّ۬ ሌᇿإ x2 لݱܭ ،ඔ൹݁أ اູ؇ه ሒᇭ ذروّ۬ ሌᇿإ x1 لݱܭ ٷڎ݁؇ أَ۬ มฃلأ ۱ڍا

اৎأ؇܋ݴ.
.φ1 −φ2 =π ሒሃ اࡺࢦޔ ୖڍا ل۰ اܳޚިر اܳأఈఃڢ۰ ii.

:ᄭᄟأ؇دৎ؇ً ّأُޚް x2 و x1 ازا༡؇ت ඔ൹ً اܳފأ؇ت ఈః༟ڢ۰ iii.
x2(ω)

x1(ω)
= m1(ω2

01 −ω2)

k

اࡺࢦޔ: ୖڍا ً؇ܳྡྷފٴ۰ iv.
x1 = A1(ω1)cos(ω1t +φ1)

x2 =−A1(ω1)cos(ω1t +φ1)

اܳޚިر: َڰݴ ሒᇭ اଐ۱ازات (ب)
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x1 أن มฃلأ ؇ᆙᆘ اܳޚިر، َڰݴ ሒᇭ ا൞ശܹܳٺ؇ن ଐዛኤ ،ω=ω2 ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد لܝިن ٷڎ݁؇ i.
َڰފ۬. اܳިڢب ሒᇭ اູ؇ه َڰݴ ሒᇭ ౫దݠႤ၍ن x2 و

.φ1 −φ2 = 0 ި۱ ᄭᄟ؇اࠍ ۱ڍه ሒᇭ اܳޚިر ڣݠق ii.
ّܝިن: اܳފأ؇ت ఈః༟ڢ۰ ،ᄭᄟ؇اࠍ ۱ڍه ሒᇭ iii.

x2(ω)

x1(ω)
=λ1 =

m1(ω2
1 −ω2)

k

اଐ۱ازات ؕ݁ ਐಱިاڣݑ اول اࡺࢦޔ اܳٷޙ؇م. ሒᇭ ଐ۱ఈዳዧاز اݿ؇ݿ٭۰ اஓ؇ط ஓټఈఃن اࠍ؇ܳٺ؇ن ۱؇ّ؇ن
ߙߵدده ஓޔ ႟ၽܳو اܳޚިر، َڰݴ ሒᇭ اଐ۱ازات ؕ݁ ሒᇃ؇اܳټ اࡺࢦޔ ਐಱިاڣݑ ྲྀٷ݄؇ ݁أܝިس، ޗިر ًڰݠق

اଃ݄ৎة. اܳފأ؇ت وఈః༟ڢ۰ اࠍ؇ص
؇݄ዛኡأ มฃلأ ؇ᆙᆘ اܳޚިر، َڰݴ ሒᇭ x2 و x1 ا൞ശܹܳٺ؇ن ଐዛኤ ،ω=ω2 اଫଐܳدد ᄩᄟ اᄳᄟي ይዧٷ݄ޔ ً؇ܳྡྷފٴ۰

اູ؇ه. َڰݴ ሒᇭ ݁أً؇ ౫ళݠႤ၍ن
ً؇ܳأఈఃڢ؇ت: x2 و x1 ݁ިاݪؕ ّأُޚް - اܳޚިر: َڰݴ ሒᇭ ᄎცݠاࠍ ݁أ؇دت .1 (ا)

x1 = A1(ω2)cos(ω2t +φ2)

x2 = A2(ω2)cos(ω2t +φ2)

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ اܳأఈఃڢ۰ ۱ڍه ݆ ଫଃاܳٺأٴ ألݯً؇ ஓ୷ܝ݆ -
x2 =λ2 A2 cos(ω2t +φ2)

.λ2 = m1(ω2
1−ω2

2)

k ۋ٭ت -
لܝُٺص (2 واࡺࢦޔ 1 (اࡺࢦޔ ඔ൹ل اଐ۱از ඔ൹اࡺࢦޚ ඔ൹ً ؕᆇ໕ اᄳᄟي اႤၽܳ݁ܭ اࠍܭ - اܳأ؇م: اࠍܭ (ب)

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍[
x1(t )
x2(t )

]
= a1

[
x1(ω1, t )
x2(ω1, t )

]
+a2

[
x1(ω2, t )
x2(ω2, t )

]
x1(ω1, t ), x2(ω1, t ) واܳٺأٴଫଃات ஓޔ، ႟၍ ݿأ؇ت ොڎد ُູ ݁أ؇ఈః݁ت ؇ᆇᆅ a2 و a1 ۋ٭ت -

ஓޔ. ႟၍ ሒᇭ اܳٷޙ؇م Ⴄ၍රඞت ஓټܭ x1(ω2, t ), x2(ω2, t ) و
لިڣݠ ؇ᆙᆘ ଐ۱ఈዳዧاز، ඔ൹ݿ؇ݿ٭ا ඔ൹اࡺࢦޚ ݆݁ ༇ݞᆇᅒ اܳٷޙ؇م ݆ ଫଃاܳٺأٴ ݆݁ اܳأ؇م اࠍܭ ۱ڍا ஓ୷ܝّ݆
۰ਃಮڎاਐಸا اདྷܳوط আॻ༟ ً ಸ؇ء a2 و a1 ඔ൹ܹ݁؇أৎا ොູڎࢴࣖ لࡤࡲ اଫଐৎاًޔ. اৎڍࢻࣕب ܳٷޙ؇م اࠍگ٭گ٭۰ ᄎცݠاࠍ

}ይዧٷޙ؇م.
x1(t ) = a1 A1(ω1)cos(ω1t +φ1)+a2 A1(ω2)cos(ω2t +φ2)

x2(t ) =−a1 A2(ω1)cos(ω1t +φ1)+a2 A2(ω2)cos(ω2t +φ2)



۰َଫଐگৎا اৎڍࢻًࣕ؇ت .5 74ً؇ب

: ؕ݁
A2(ω1) =λ1 A2(ω1)

و:
A2(ω2) =λ2 A2(ω2)

(4 .5) ًިاݿޚ۰ ඔ൹ොෘިৎا ඔ൹ܳߺࠊݪأ اܳٷޙ؇م আॻ༟ ොຶݱܭ
{

x1(t ) = a1 A1(ω1)cos(ω1t +φ1)+a2 A1(ω2)cos(ω2t +φ2)

x2(t ) =−λ1a1 A1(ω1)cos(ω1t +φ1)+λ1a2 A1(ω2)cos(ω2t +φ2)

: ؕ݁
a1 A1(ω1) = a1

و:
a2 A1(ω2) = a2

.x1, x2, ẋ1, ẋ2 আॻ༟ ارًأ۰ ۰ਃಮڎاਐಸا اདྷܳوط আॻ༟ ً ಸ؇ء ොູڎࢴ۱ࣖ؇ لࡤࡲ a1, a2,φ1,φ2 ارًؕ اܳگࡗࡲ
اܳٺ؇ܳ٭۰: ۰ਃಮڎاਐಸا اདྷܳوط َ؊༠ڍ اৎټ؇ل، ݿྟ٭ܭ আॻ༟ <

x1(t = 0) = 0, x2(t = 0) = 0, ẋ1(t = 0) = 0, ẋ2(t = 2) = 0

:আॻ༟ ොຶݱܭ اདྷܳوط، ۱ڍه ݆݁
.1

a1 cosφ1 +a2 cosφ2 = 0

.2
−λ1a1 cosφ1 +λ2a2 cosφ2 = 0

.3
λ1a1 sinφ1 +λ2a2 sinφ2 = 0

.4
sin(φ1 −φ2) = 0

أن: ૭ྥٷٺھ

a1 +a2 = 0

: و
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−λ1a1 +λ2a2 = 0

a1 = λ2

λ1 +λ2
a

a1 =
ω2

1 −ω2
2

ω2
1 −ω2

2

a

a2 = λ1

λ1 +λ2
a

ሌᇿإ اݿྥٷ؇داً اৎأ؇دت ݆݁ َޙ؇م و༡ܭ إ૰؇ء ఈః༠ل ݆݁ a2 و a1 اܳگࡗࡲ إຬ؇د لࡤࡲ ،྾ཏاܳگ ۱ڍا ሒᇭ
اৎأޚ؇ة. واৎأ؇ఈః݁ت ۰ਃಮڎاਐಸا اདྷܳوط

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ި۱ a2 ًـ اࠍ؇ص ଫଃاܳٺأٴ

a2 =
ω2

1 −ω2
01

ω2
1 −ω2

2

a

ಸ؇اܳټ ሌᇿإ ً؇ݪ؇ڣ۰ ،ω2و ،ω01 ،ω1 اଫଐܳددات ۋ٭ت ݆݁ a2 గጻዧأ؇݁ܭ اࠍܭ ଫଃاܳٺأٴ ۱ڍا ஓ୷ټܭ
.a اৎأޚް

اຒॆूاոॴలت ֵؠ١ ܈ۑ ۰ոּຢام ١ॴయاႤ႐ا واոॊूط اڤ܋ץמ֔מ١ اڤજઁددات إոฝد 7 .5
اڤ܋ץמ֔מ١

١ॴయاႤ႐ا ոቤቘط اڤ܋ץמ֔מ١ اڤજઁددات إոฝد 1 .7 .5
َڰଫଐض: اܳޚٴ٭أ٭۰، ا༡ڎاਃು؇ت لگ۰ ޗݠ ܳٺޚٴ٭ݑ .۰ٔఈఃاܳټ واܳٷ؇ًݯ؇ت ඔ൹ܹٺ൞ശܳا َޙ؇م ሒᇭ اܳٷޙݠ َأ٭ڎ

ޗٴ٭أ٭۰). (أஓ؇ط ᄭᄥ݁ފٺگ أஓ؇ط ሌᇿإ ڣݱ۳ܹ؇ ஓ୷ܝ݆ اܳٷޙ؇م ᄎცරඞ أن (ا)
اܳٺ༲ܹ٭ܭ. ሒᇭ أዝངܭ اܳٷޙ؇م ຬأܭ ؇ᆙᆘ ،ً۬ ༠؇ص ௧ਤޗٴ٭ ଫଐًدد ଐዛኗ ஓޔ ႟၍ أن (ب)

اஓ؇ط. ୖڍه ۊޚ ܋ߵ٭ص ߙ আॻ༟ لأٺ݄ڎ ይዧٷޙ؇م اܳأ؇۰݁ ᄎცݠاࠍ ଫଃّأٴ (ج)
ّأٺ݄ڎ أ૭ޔ ݬ٭؞۰ ሌᇿإ اৎأ؇دت لܭ ިොູ ଫଊ༟ ᄭᄟ؇ڣأ لگ۰ ًޚݠ اܳٷޙ؇م ༡ܭ আॻ༟ لگ۰ اܳޚݠ ۱ڍه ༟؇૭ڎ

اܳޚٴ٭أ٭۰. اஓ؇ط আॻ༟
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m1 = m2 = m and k1 = k2

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ ؇ዛውᚳ؇ إ༟؇دة ஓب ݿ؇ًگً؇ اৎލٺگ۰ ᄎც࠵࠺ݠ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت

mẍ1 =−k1x1 +k(x2 −x1)

mẍ2 =−k2x2 −k(x2 −x1)

:ሌᇿإ ོྟފ٭ޚ۳؇ ஓ୷ܝ݆ มฆܳوا
{

mẍ1 + (k1 +k)x1 −kx2 = 0
mẍ2 + (k2 +k)x2 −kx1 = 0

(5−4)

ً؇ݿٺ༱ڎام ይዧٷޙ؇م ᄭᄥً؇گৎا ۰ਃಾاᄳᄟا واஓ؇ط اܳޚٴ٭أ٭۰ اଫଐܳددات ܳٺ༲ܹ٭ܭ اݿ؇س لިڣݠ ا༟ڎاد ۱ڍا
اܳޚٴ٭أ٭۰. ا༡ڎاਃು؇ت

:আॻ༟ ොຶݱܭ ،ඔ൹اܳފ؇ًگٺ ඔ൹أ؇دܳٺৎا وᎂݪ؇ڣ۰ ޗݠح ఈః༠ل ݆݁

m(ẍ1 − ẍ2)+ (k1 +2k)(x1 −x2) = 0

m(ẍ1 + ẍ2)+k1(x1 +x2) = 0

.(4 -5) ؇ዛኡأ আॻ༟ اৎأ؇دت ۱ڍه ّݱྡྷ٭ژ لࡤࡲ
:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ اࠍڎࢴࣖة اৎٺ؞ଫଃات لژ ਐಸأݠ َگިم

X1 = x1 −x2

Ẋ1 = ẋ1 − ẋ2

X2 = x1 +x2

Ẋ2 = ẋ1 + ẋ2

݁أ؇دت ሒᇭ اৎٺ؞ଫଃات ۱ڍه ਐಸأިلݥ ይዧٷޙ؇م. اܳޚٴ٭أ٭۰ ً؇༡ڎاਃು؇ت ّأُݠف X2 و X1 اৎٺ؞ଫଃات
:(4 -5) اࠍڎࢴࣖ اܳٷޙ؇م আॻ༟ ොຶݱܭ (V-3 )، اܳٷޙ؇م

{
mẌ1 + (k1 +2k)X1 = 0

mẌ2 +k1X2 = 0
(5−5)

.(5 -5) اܳٷޙ؇م ஓأ؇دت اৎأ؇دت ۱ڍه ّأُݠف
.ඔ൹݁ފٺگܹٺ ඔ൹٭ޚٺ૭ ඔ൹ّިاڣگ٭ٺ ඔ൹܋ٺරඞ ஓټܭ ؇ዛኡأ มฃلأ ؇ᆙᆘ ،(5 -5) اܳٷޙ؇م ݁أ؇دت ڣݱܭ ቕቆ
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દઊازଐ۱ا ሌᇿإ ྾ ّ֟ ཏُّگ ۋ٭ت ،ᄭႍၽލৎا X2 و X1 اܳޚٴ٭أ٭۰ ا༡ڎاਃು؇ت ً؇ݿٺ༱ڎام ۰༚؇اܳݱ٭ ۱ڍه ُོྟފّޔ
.k1و ،k ،m اৎأ؇ఈః݁ت ًިاݿޚ۰ ౫దڎد اᄳᄟي ௧ਤاܳޚٴ٭ ߙߵدده ؇݄ዛዊ݁ ႟ၽܳو ،ඔ൹ܹ݁ٷڰݱ ඔ൹ّިاڣگ٭

:ሒሃ (5 -5) اܳٷޙ؇م ༡ߺࠊل ܳ٭ܝ݆

X1(t ) = A1 sin(ω1t +φ1) ؕ݁ ω1 =
√

k1 +2k

m

X2(t ) = A2 sin(ω2t +φ2) ؕ݁ ω2 =
√

k1

m

:ዻዧᄔც

x1 = X1 +X2

2
و:

x2 = X1 −X2

2
ᄔჼ۱ا:

{
x1(t ) = A1 sin(ω1t+φ1)+A2 sin(ω2t+φ2)

2

x2(t ) = A1 sin(ω1t+φ1)−A2 sin(ω2t+φ2)
2

(5−6) (4)

มฆܳا اَޙ۰݄ ሒᇭ) ሒᇿز؇ಾ أو ّݱ؇༟ڎي ོଫଐًص ངد۱؇ ஓ୷ܝٷٷ؇ اܳޚٴ٭أ٭۰، اଫଐܳددات ོଫଐܳص ً؇ܳྡྷފٴ۰
ل۰). اࠍݠ ݆݁ ඔ൹درۏٺ আॻ༟ ොູٺިي

:ଫଊ܋؇ً มᘟውྡྷཹو ௧ਤޗٴ٭ ߙߵدد ً؊ݬ؞ݠ ਊڎأ اܳٺݱ؇༟ڎي: اོଫଐܳص -
ω1 <ω2

ً؇ݬ؞ݠ: มᘟውྡྷཹو ௧ਤޗٴ٭ ߙߵدد ଫଊ܋؊ً ਊڎأ :ሒᇿاܳٺٷ؇ز اོଫଐܳص -
ω2 >ω1

اڢܭ ᄎცݠࠍ؇ً ਊಾਵਦޚً؇ ༟؇دةً اݬ؞ݠ ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد لܝިن ل۰، اࠍݠ ݆݁ ඔ൹درۏٺ ذات اَޙ۰݄ ሒᇭ
ّأگ٭ڎاً ଫ܋ا اஓ؇ط ݆ ଫଊلأ ଫଊ܋ا ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ྲྀٷ݄؇ ይዧٷޙ؇م)، ا৵৩ৠ؇٭۰ ᄎცݠاࠍ (݁ټܭ ّأگ٭ڎاً

ይዧٷޙ؇م. ا௰௯௫ٺܹڰ۰ اඹජاء ඔ൹ً ૭ྟ٭۰ اଐ۱ازات আॻ༟ ಾޚިي มฆܳوا
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اୡୠଡ଼ڪء١ اڤજઁددات ذات اચઁ٢ेूازات ݊ݦاټ֦ 2 .7 .5
ོྥٴؕ اܳٺިاڣگ٭۰ اৎڍࢻًࣕ؇ت ن َޙݠاً اଐ۱ازات-. -ߙߵا܋ص ݁ڰ۳ިم ཇح لࡤࡲ ،྾ཏاܳگ ۱ڍا ሒᇭ
؇ዝཟًأ আॻ༟ ّޝߜߵ أن دون ݁أً؇ ݁ٺأڎدة ّިاڣگ٭۰ اଐ۱ازات ොູڎث أن ஓ୷ܝ݆ ۊޚ٭۰، ݁أ؇دت
আॻ༟ ࠵࠺ݱިل ۰ູ؇اܳٷ ازا༡؇ت ؕᆇᅹ ቕ ݁ފٺگܭ، ႟ၽ૰ اଐ۱از ႟၍ ොູܹ٭ܭ ዻዧذ ྥ٭ں اܳٴأݥ.

اၯၽܳ٭۰. ᄎცݠاࠍ
"اܳٷٴݥ"، ޖ؇۱ݠة ዻዧذ ُྡྷٺھ أن ஓ୷ܝ݆ ،ًఈఃڢܹ٭ ෛٺܹڰ۰ ߙߵددات ذات اଐ۱ازات ඔ൹ً ؕ৵৩ৠا لࡤࡲ ٷڎ݁؇

دوري. ႟ၽ૰ ۰ູ؇اܳٷ ۰༥ިৎا ݿأ۰ ଫଃ؞ਐಱ ۋ٭ت
႟ၽً اࠍ؇ݬ۰ اৎأ؇دت ༡ܭ ஓ୷ܝ݆ وا༡ڎ، وڢب ሒᇭ ෛٺܹڰ۰ اଐ۱ازات ܳأڎة اܳٷޙ؇م ّأݠض إذا
႟ၽܳ ۰༡زاا ༡ߺࠊل ؕᆇᅹ لݑ ޗݠ ݆ اৎڍࢻࣕب ۰༡إزا আॻ༟ اࠍݱިل لࡤࡲ ݁ފٺگܭ. ႟ၽ૰ اଐ۱از

.ᄭᄟ݁أ؇د
݁ٺگ؇ر۰ً. وܳـܝ݆ ෛٺܹڰ۰ ଫଐًددات أو ل۰ ݁ྥފ؇و ଫଐًددات إ݁؇ ଐ۱ఈዳዧازات ߙߵا܋ص ዻዧذ ݆ ྡྷٺھ

اܳٷٴݥ. ޖ؇۱ݠة ّޙ۳ݠ ،(6 -5) ሒᇭ ဪ݁أ؇ࠍ ި۱ პაႰ ،۰ਊಱاܳگݠ وܳـܝ݆ ا௰௯௫ٺܹڰ۰ اଫଐܳددات ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ

(Beating) اڤרץۖ

اଐ۱از ሌᇿإ ۱ڍا لޝدي ༥ڎاً. ݁ٺگ؇ر۰ً ଫଐًددات દઊازଐ۱ا ߙߵا܋ص لࡤࡲ ٷڎ݁؇ اܳٷٴݥ ޖ؇۱ݠة ොູڎث
.ω1−ω2

2 ଫଐًدد ؇ً࿌دور ݿأٺ۬ ଫଃ؞ਐಾ ۋ٭ت ،ω1+ω2
2 ݁ٺިݿޔ ଫଐًدد ༥ڎࢴࣖ

ොູڎࢴࣖ لࡤࡲ V-6 ). ᄭᄟأ؇دৎا) اܳٷޙ؇م ሒᇭ ༃݁ިࡵ ި۱ პაႰ x1 ۰༡زاا اٺٴ؇ر لࡤࡲ ،ᄭᄟ؇اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
A1 = A2 = A أن لڰଫଐُض ۱ٷ؇، .۰ਃಮڎاਐಸا اདྷܳوط আॻ༟ ً ಸ؇ء φ2و ،φ1 ،A2 ،A1 اܳگࡗࡲ

.φ1 =φ2 = و0
:۰ູ؇اܳٷ ۰༡زاا ّݱٴں

x(t ) = 2A cos
(ω1 −ω2

2
t
)

cos
(ω1 +ω2

2
t
)

ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ ،؇ً࿌دور ଫଃ؞ਐಾ وݿأ۰ ݁ٺިݿޔ ߙߵدد আॻ༟ ොຬٺިي ༇ຐ؇اܳٷ اଐ۱از أن لޙ۳ُݠ ଫଃاܳٺأٴ ۱ڍا
اܳٷٴݥ. ޖ؇۱ݠة

x1 = A

2
(sinω1t + sinω2t )

દઊددଫଐܳا ඔ൹ً اܳٺڎا༠ܭ ۰༶ཹྥ٭ اܳٷٴݥ ଫଐًدد اܳފأ۰ ༃ဒر؊ਐಾ ۋ٭ت اܳٷٴݥ، ޖ؇۱ݠة ଫଃاܳٺأٴ ۱ڍا ஓ୷ټܭ
.ඔ൹ًٺگ؇رৎا
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اৎټܹټ٭۰: ل۰ ިୖا ً؇ݿٺ༱ڎام x1 ًـ اࠍ؇ص ଫଃاܳٺأٴ ۰ً؇ إ༟؇دة ஓ୷ܝ݆

cos(A)+cos(B) = 2cos

(
A+B

2

)
cos

(
A−B

2

)
:ଫଃاܳٺأٴ لݱٴں ل۰، ިୖا ۱ڍه وਐಸޚٴ٭ݑ

x1(t ) = 2A cos
(ω1 −ω2

2
t
)

cos
(ω1 +ω2

2
t
)

݆ ଫଊلأ ؇ᆙᆘ ،؇ً࿌دور ଫଃ؞ਐಾ وݿأ۰ ݁ٺިݿޔ ߙߵدد ඔ൹ً ༇ຐ؇اܳٷ اଐ۱از ؕᆇ໕ ܋٭ژ ႟ၽاܳލ ۱ڍا ༃لިࡵ
ًިݪިح. اܳٷٴݥ ޖ؇۱ݠة

sin a + sinb = 2cos

(
a −b

2

)
sin

(
a +b

2

)
, ዻዧᄔც

x1(t ) = A

2
sinω1t + A

2
sinω2t = x1(t )+x2(t )

:আॻ༟ ොຶݱܭ ل۰ ިୖا ً؇ݿٺ༱ڎام

x1(t ) = A cos
(ω1 −ω2

2
t
)

sin
(ω1 +ω2

2
t
)

ਊಸޔء، ଫଃ؞ਐಾ มฆܳا اܳފأ۰ A cos
(
ω1−ω2

2 t
) ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ټܭ ۋ٭ت اܳٷٴݥ، ޖ؇۱ݠة ༃لިࡵ ႟ၽاܳލ ۱ڍا

اৎٺިݿޔ. اଫଐܳدد ٷڎ اཏܳلؕ اଐ۱از cos
(
ω1+ω2

2 t
) ஓ୷ټܭ ྲྀٷ݄؇

.ω1−ω2
2 ݁ٷۛڰݥ ଫଐًدد دوري ႟ၽ૰ ଫଃ؞ਐಾ اܳފأ۰ - :ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ اၯၽܳ٭۰ ᄎცݠاࠍ وݬژ ஓ୷ܝ݆ ،ሒᇿ؇ܳٺ؇ً

.ω1+ω2
2 ሒᇿ؇༟ ݁ٺިݿޔ ߙߵدد ٷڎ ොຬڎث اଐ۱از -

ሒᇭ ل۰ دور ّ؞ଫଃات ሌᇿإ لޝدي أن اৎٺگ؇ر۰ً اଫଐܳددات ܳٺڎا༠ܭ ஓ୷ܝ݆ ܋٭ژ ༃لިࡵ اଫଐܳا܋ص ۱ڍا
اܳٷٴݥ. ܳޙ؇۱ݠة ଃᆙᆘة ۰ᆙᆊ ሒሃو اܳފأ۰،

اڤרץۖ وજઁؔة اिऻܙ۰܋١ اڤءજઁة
،ω1−ω2

2 اܳڰݠق ଫଐًدد ߙߵਊಾޔ اܳٷٴݥ ڣଫଐة ྲྀٷ݄؇ ،ω1+ω2
2 اৎٺިݿޔ ً؇ଫଐܳدد ੯੩أਐಾ اৎٺިݿޚ۰ اܳڰଫଐة

اܳފأ۰. ଫଃّ؞ ݁أڎل ොຬڎد اᄳᄟي
݁أݠڣ۰ّ: اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎأగఒ؇ت
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:ωmoyenne اৎٺިݿޔ اଫଐܳدد (ا)
ωmoyenne = ω1 +ω2

2

:Tmoyenne اৎٺިݿޚ۰ اܳڰଫଐة (ب)
Tmoyenne = 2π

ωmoyenne
= 2π

ω1+ω2
2

ۋ٭ت:
T1 = 2π

ω1
, T2 = 2π

ω2

:ωmodulation اܳٺأڎلܭ ߙߵدد (ج)
ωmodulation = ω1 −ω2

2

ّأُޚް (Tb (ஓټ۳ܹ؇ اܳٷٴݥ ܳފأ۰ ይዧݱڰݠ ඔ൹݁ٺٺ؇ܳ٭ દઊٴިر ඔ൹ً اෑෂ݁ٷ٭۰ اܳڰଫଐة :Tb اܳٷٴݥ ڣଫଐة (د)
ً؇ܳأఈఃڢ۰:

Tb = 2π

ωmodulation
= 2π

ω1−ω2
2

اৎٺگ؇ر۰ً، اଫଐܳددات ذات اଐ۱ازات ߙߵا܋ص ݆ ۰ູ؇اܳٷ اܳޙިا۱ݠ ڣ۳ܾ ሒᇭ ༟؇૭ڎ اৎأ؇دت ۱ڍه
اܳٷٴݥ. ޖ؇۱ݠة ݆ ۰ູ؇اܳٷ اܳފأ۰ وّ؞ଫଃات اܳڰଫଐة ݁ٺިݿޔ ݁ټܭ

ً؇ܳݱ٭؞۰: ّأُޚް Tb اܳٷٴݥ ڣଫଐة

Tb = 2π

ωmodulation

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ દઊازଐ۱ఈዳዧ T2 و T1 اܳڰݠدل۰ اܳڰଫଐات ۋ٭ت ݆݁ ؇ዛዊ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆ ،ఈًఃوࢻࣖل

Tb = T1T2

|T1 −T2|

ل۰ اᄴᄟور اܳٺ؞ଫଃات لޙ۳ُݠ ؇ᆙᆘ ݁ٺگ؇ر۰ً، ଫଐًددات ඔ൹ਐಱازଐ۱ا ඔ൹܋ٺරඞ ߙߵا܋ص (6 -5) ႟ၽاܳލ ஓ୷ټܭ
اܳٷٴݥ. ޖ؇۱ݠة ݆ ۰ູ؇اܳٷ ይዧފأ۰
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ل۰ اଐ۱از ᄎცݠاࠍ ஓټ٭ܭ :6 .5 ႟ၽނ

ل۰ اଐ۱از ᄎცݠاࠍ ஓټ٭ܭ :7 .5 ႟ၽނ

x4(t ) و x3(t ) ඔ൹ਐಸࣕاܳٺڍࢻ ۊڰگ؇ن :8 .5 ႟ၽނ

١ֵ اݾষۑ ࠬࡇرոຖت ١ֵເاڤؠ اચઁ٢ेूازات 8 .5
ჸ๓מ ࠬࡇون ١ֵເاڤؠ اચઁ٢ेूازات 1 .8 .5

.(7 .5) ႟ၽاܳލ ሒᇭ ༃ިࡵৎا َިاًݥ) ۰ٔఈఃٔو (ܹٺ؇ن اܳٷޙ؇م ଫଊَأٺ
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ل۰ دور ༠؇رۏ٭۰ ڢިة ّޝߜߵ ٷڎ݁؇ اܳگཏل۰ ଐ۱ఈዳዧازات اܳٷޙ؇م ۰ً؇༶اݿٺ دراݿ۰ لࡤࡲ اܳٺ༲ܹ٭ܭ، ۱ڍا ሒᇭ
:আॻ༟ ଃ܋ଫଐܳا لࡤࡲ اܳٷޙ؇م. আॻ༟

ይዧޚ؇ڢ۰. ڣگڎان أو ݁گ؇و۰݁ ڢިى ༥ިّڎ  ᆇ٭ڎ:ۋ٭ت ࢻࣖون اܳٷޙ؇م (ا)
.ඔ൹݁أ ߙߵدد ذات ۏ٭ྟ٭۰ ًگިة ّޝߜߵ اࠍ؇رۏ٭۰: اܳگިى (ب)

اଫଐܳدد ଫଃٔ؊ّ ܋٭ڰ٭۰ و݁أݠڣ۰ اܳگཏل۰ اܳگިة ଫଃٔ؊ّ ොູب ا൞ശܳܭ ۰ً؇༶اݿٺ ොູڎࢴࣖ ሌᇿإ اܳٺ༲ܹ٭ܭ ዛኗڎف
:ሒሃ ᄎც࠵࠺ݠ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت اܳٷޙ؇م. আॻ༟ اܳگཏي

༠؇رۏ٭۰ ܳگިة ਵਦن ႟ၽ૰ ۰َଫଐگৎا اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اৎڍࢻًࣕ؇ت ෛູݯؕ :9 .5 ႟ၽނ

{
m1ẍ1 + (k1 +k)x1 −kx2 = F0 cosΩt

m2ẍ2 + (k2 +k)x2 +kx1 = 0

اৎأ؇دت ݆݁ ይዧٷޙ؇م اࠍ؇ص اࠍܭ ྥٴؕ اᄳᄟي اࠍܭ أي اৎފٺگݠة، ᄭᄟ؇اࠍ ሒᇭ ً؇ܳٷޙ؇م ዛᔻٺ݄ިن ݆ොຶ
اܳٺأٴଫଃات ૭ٺ༱ڎم ،ዻዧࣕࢻ ይዧگ٭؇م .Ω زاوي ߙߵدد ذات ۏ٭ྟ٭۰ ༡ߺࠊل ݆ ౫ౖరت اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰.

:؇ዛኡ؊ً ّأُݠف มฆܳوا ،ᄭᄥٷڰݱৎا గጻዧڍࢻًࣕ؇ت اܳޚٴ٭أ٭۰ ً؇ଫଐܳددات اࠍ؇ݬ۰
:ঌॻل პაႰ ّ֟ف ّأُݠ ᄭᄥٷڰݱৎا గጻዧڍࢻًࣕ؇ت اܳޚٴ٭أ٭۰ اଫଐܳددات

ω2
01 =

k1 +k

m1

ω2
02 =

k2 +k

m2

݆ ఈًః݁ٷڰݱ ݁ڍࢻࣕب ႟၍ لܝިن ٷڎ݁؇ ይዧٷޙ؇م اܳޚٴ٭أ٭۰ اଫଐܳددات ݆ اܳگࡗࡲ ۱ڍه ଫଊّأ ۋ٭ت
ይዧٷޙ؇م. اܳޚٴ٭أ٭۰ ً؇ଫଐܳددات ݁گ؇ر۰َ Ω اܳگཏي اଫଐܳدد ଫଃٔ؊ّ ڣ۳ܾ ዝ๎ะܭ ؇ᆙᆘ ،රඝا

ω2
01 =

k +k1

m1

و:
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ω2
02 =

k +k2

m2

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت َޙ؇م আॻ༟ ොຶݱܭ اৎأ؇دت ۱ڍه وً؇ݿٺ༱ڎام
{

ẍ1 +ω2
01x1 − k

m1
x2 = F0

m1
cosΩt

ẍ2 +ω2
02x2 − k

m2
x1 = 0

আॻ༟ اৎݠ܋ٴ۰ ؇ዛኤاଫଃأٴਐಸ اࠍ؇رۏ٭۰ واܳگިة ،x2 ،x1 ૭ྥٴڎل ؇؆ڣ اৎݠ܋ص، દઊاܳٺڎو اݿٺ༱ڎ݁ٷ؇ إذا
:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި

x1(t ) = x̃1e iΩt , x2(t ) = x̃2e iΩt , Fext(t ) = F̃ e iΩt

اଫଐܳدد :Ω - اࠍ؇رۏ٭۰. ይዧگިة اৎݠ܋ٴ۰ اܳފأ۰ :F̃ - .۰༡زاఇዳዧ اৎݠ܋ٴ۰ اܳފأ؇ت :x̃2 و x̃1 - ۋ٭ت:
اࠍ؇رۏ٭۰. ይዧگިة اෑෂاوي

؇ᆙᆘ اৎݠ܋ٴ۰، اܳފأ؇ت ሒᇭ ل۰ ଫଊ༥ ݁أ؇دت ሌᇿإ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎأ؇دت لܭ ިොູ اৎݠ܋ص દઊاܳٺڎو ྥ٭ں
اৎފٺگݠة. ᄭᄟ؇اࠍ ሒᇭ اܳٷޙ؇م ༡ܭ ُྟފّޔ

Ā1 = A1e iφ1e iΩt = A1e iΩt

Ā2 = A2e iφ2e iΩt = A2e iΩt

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ اৎݠ܋ٴ۰ اܳފأ؇ت لژ ّأݠ ؕ݁ اܳٷޙ؇م. ොູܹ٭ܭ ُྟފޔ اৎݠ܋ص ଃ݁ଫଐܳا ۱ڍا

Ā1 = A1e iφ1 and Ā2 = A2e iφ2

:؇ዛኡأ আॻ༟ اࠍ؇رۏ٭۰ اܳگިة ألݯً؇ وَأݠف

F̄0 = F0e iΩt

اৎأ؇دت: َޙ؇م لݱٴں
{

(ω2
01 −Ω2)Ā1 − k

m1
Ā2 = F0

m1

− k
m2

Ā1 + (ω2
02 −Ω2)Ā2 = 0

(5−7) (5)

ݬڰݠي: ଫଃ༚ ا௱௯௫ڎد لܝިن أن ຬص ،ًߺࠊ༡ (7 -5) اܳٷޙ؇م لگٴܭ ௧ௌܳـ
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∆=
∣∣∣∣∣ω2

01 −Ω2 − k
m1

− k
m2

ω2
02 −Ω2

∣∣∣∣∣ 6= 0 (V −8) (6)
:ሒሃ (8 -5) ይዧٷޙ؇م اࠍߺࠊل

Ā1 = F0

m1(ω02 −Ω2)

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ٷ۬ ଫ ّ֟ ଊُلأ ل۰ اෑෂاو وۏ٭ص اࡺ࢘ࢦ؇م ۏ٭ص ਐಱݯ݄݆ اᄳᄟي اৎݠ܋ص واࠍܭ

Ā1 = A1 cosΩt + i A1 sinφ1

Ā1 =
∣∣∣∣∣ F0

m1
− k

m1

0 ω2
02 −Ω2

∣∣∣∣∣= A1 cosφ1 + i A1 sinφ1 (5−9) (7)

اܳٺڍࢻࣕب َޙ؇م ሒᇭ Ā2 ݆ ଫଃاܳٺأٴ اܳگཏي. اܳٺڍࢻࣕب ܳٷޙ؇م اৎݠ܋ٴ۰ اܳފأ؇ت اܳٺأٴଫଃات ۱ڍه ّأُޚ٭ٷ؇
ًިاݿޚ۰: لأُޚް اܳگཏي

Ā2 =
∣∣∣∣∣ω2

01 −Ω2 F0
m1

− k
m2

0

∣∣∣∣∣= A2 cosφ2 + i A2 sinφ2 (5−10) (8)

و۱ڍا ොຳٺ۰. ۋگ٭گ٭۰ ᆇᅒ٭؇ت ሒሃ Ā2 و Ā1 ݆݁ ႟ၽܳ ۰༶ފྥٷٺৎا اܳٺأٴଫଃات ڣ؆ن اৎټ؇ل، ۱ڍا ሒᇭ
؇ᆙᆘ ෛູ٭ܹ٭۰، ݁ܝިَ؇ت أي ਐಾݯ݄݆  اܳފأ؇ت، ዛኞڍه ّިݬژ มฆܳا ،۰ູ؇اܳٷ ۰ਃಸࣕاܳٺڍࢻ ᄎცݠاࠍ أن มฃلأ

اࠍگ٭گ٭۰. ۰ਃಮ؇ل ଃاܳڰ ازا༡؇ت ؕ݁ ཇ؇റണ೭ اࠍܭ أن ሌᇿإ ଫଃ૰
Ā2 و Ā1 أن ؇ஓو ݬڰݠاً. (10 .5) و (9 .5) اܳٺأٴଫଃات ݆݁ اܳٺۛ٭ܹ٭۰ اඹජاء ّܝިن أن ຬص

اܳٺ؇ܳ٭۰: اདྷܳوط ૭ྥٷٺھ ؇؆ڣ ً؇ཟܳورة، ل۰ ݬڰݠ ّܝިن أن ஓ୷ܝ݆ 

sinφ1 = 0

: ዻዧᄔც

φ1 = 0 or π

: ً؇ৎټܭ و
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φ2 = 0 or π

ෛູ٭ܹ٭۰، ݁ܝިَ؇ت أي ௧ਟُܹ ّ ොຳ٭ت ݁گ٭ڎة φ2 و φ1 ይዧݞوال؇ ؇ዛኞ اৎފ݄ިح اܳگࡗࡲ ّܝިن أن لݯ݄݆ ۱ڍا
.ሒᇀࣕاܳٺڍࢻ ࠵࠺ܭ اࠍگ٭گ٭۰ اܳޚٴ٭أ۰ আॻ༟ ොຬ؇ڣޓ ؇ᆙᆘ

اࠍ؇رۏ٭۰. ይዧگިة ݁أ؇܋ݴ ޗިر ሒᇭ أو َڰފ۬ اܳޚިر ሒᇭ إ݁؇ اৎأٷ٭۰ ᄭᄥ൞ശܳا ᄎცරඞ ّܝިن -
اܳٺ؇ܳ٭۰: اނႤၽل ّ؊༠ڍ ازا༡؇ت ڣ؆ن اܳݱڰݠ، আॻ༟ ඔ൹ਐಱاܳޚިر ඔ൹زاۋٺا ඔ൹أ٭ਐಸ ᆇᅪٷ؇ إذا -

x1(t ) = F0(ω2
02 −Ω2)

m1∆
cosΩt = A1 cosΩt

و:

x2(t ) = −F0k

m1m2∆
cosΩt = A2 cosΩt

اܳٺڍࢻًࣕ؇ت لأܝݴ ؇ᆙᆘ اࡺ࢘ࢦ؇م، ۏ٭ص دوال ۋ٭ت ݆݁ x2(t ) و x1(t ) ۰༡زاا ّأٴଫଃات لأޚ ۱ڍا
.A2 و A1 اܳފأ۰ ًأިا݁ܭ

(9 -5) ሒᇭ ይዧٺأٴଫଃات ௧ਤਃಸ ଫଐܳا ً؇ࠍڍر ّأُޚް มฆܳا اܳٷٴݥ ڢࡗࡲ ٷڎ ݬڰݠاً ∆ ཏཬීෂا ِّଃُ݄ৎا لݱٴں
ٷڎ݁؇ ඔ൹َීෂا ஓ୷ټܭ ؇ᆙᆘ اዛኡఈዳዧ؇ل۰، ሌᇿإ A2 و A1 اܳފأ؇ت ஓ٭ܭ اܳٷگޚ۰، ۱ڍه ٷڎ و(5- 10).
ݿܝިن، ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ m1 اৎٺڍࢻࣕب لܝިن ،ඔ൹َීෂا ۱ڍا ٷڎ .ω02ܳـ ؇ً࿌݁ފ؇و ሒᇚر؇اࠍ اܳٷٴݥ لܝިن

(Anti-Resonance). ඔ൹َීෂا ݪڎ ޖ؇۱ݠة ሌᇿإ ଫଃ૰ ؇ᆙᆘ ،A1 = F0
k و

اول اৎٺڍࢻࣕب আॻ༟ ڢިة وஓ୷؇رس ௧ਤاܳޚٴ٭ ߙߵدده ٷڎ ۏ٭ྟ٭ً؇ ଐዛኗ (ඔ൹اࡺࢋࢦ আॻ༟) ሒᇃ؇اܳټ اৎٺڍࢻࣕب
اࠍ؇رۏ٭۰ ይዧگިة و݁أ؇܋ފ۰ ل۰ ݁ފ؇و ؇ًஓ୴دا اෂීًޔ ڢިة ّܝިن اෂීاًޔ. اܳٷ؇ًݥ ఈః༠ل ݆݁ اܳފ؇ر) আॻ༟)
اࠍ؇ص ይዧٷٴݥ ᄭᄟاᄕც A2 و A1 اܳފأ؇ت ሒᇭ اܳٺ؞ଫଃات ஓټ٭ܭ لࡤࡲ اول. اৎٺڍࢻࣕب আॻ༟ اৎޝߜߵة

.ሒᇃ؇ਃಸ ྾ངر ሒᇭ اول ً؇ৎٺڍࢻࣕب

ਫ਼ੇמ܅ ຸح ֆڲ ؉֔۠िऻا اڤؠເي اڤࠬࡆب
:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷޙ؇م ෛູ٭ܭ

- اܳگިة. ނڎة ஓ୷ټܭ F0 - ۋ٭ت: ،m1 ᄭᄥ൞ശܳا আॻ༟ F⃗ext = F0 cosΩt ༠؇رۏ٭۰ ڢިة ّޚٴ٭ݑ لࡤࡲ -
.݆݁ෑෂا ި۱ t - اࠍ؇رۏ٭۰. ይዧگިة اෑෂاوي اଫଐܳدد ި۱ Ω

زଫଊَ܋٭۰ ಸٔިا ؇ୖ اܳٷިاًݥ ݆݁ ۰༟ި݄ऍइࣲ ඔ൹݁ٺݱܹٺ ،m2 و m1 ،ඔ൹ܹٺ ݆݁ اܳٷޙ؇م ਐಱܝިن -
ಸ؇اܳټ :k2 - .m1 ًـ اৎٺݱܭ ይዧٷ؇ًݥ ሒᆞଫଊَෑෂا ಸ؇اܳټ :k1 - ෛٺܹڰ۰: Constants) (Spring

.ඔ൹ܹٺ൞ശܳا ඔ൹ً اෂීاًޔ ይዧٷ؇ًݥ ሒᆞଫଊَෑෂا ಸ؇اܳټ :k - .m2 ًـ اৎٺݱܭ ይዧٷ؇ًݥ ሒᆞଫଊَෑෂا
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ይዧٷٴݯ۰ ᄭᄟاᄕც A2و A1 اܳފأ؇ت ଫଃّ؞ :10 .5 ႟ၽނ

݆ ۰ູ؇اܳٷ اৎگ؇و۰݁ ஓ୷ټܭ اᄳᄟي ،m1 ᄭᄥ൞ശይዧ α1 - :؇ዛኞ ༠؇ص ᆇ٭ڎ ݁أ؇݁ܭ ؇ୖ ᄭᄥ ႟၍ -
.m2 ᄭᄥ൞ശይዧ α2 - اܳٺ݄ۛ٭ڎ. أو اۋٺႤၽك

،F⃗ext ݁ټܭ ݁ފٺ݄ݠة ༠؇رۏ٭۰ ڢިة ۰༶ཹྥ٭ ࣁࣕࢻࣕب ؇ዛዀڣ ොຬڎث ᄭᄟ؇༡ ި۱ اৎݯأژ اܳگཏي اܳٺڍࢻࣕب
اۋٺႤၽك ૭ྟص ይዧٷޙ؇م اࠍݠ܋٭۰ اܳޚ؇ڢ۰ ݆݁ ጵلگ اᄳᄟي (Damping) اܳٺ݄ۛ٭ڎ ଫଃٔ؊ّ ؕ݁ وܳـܝ݆
َިاًݥ، ۰ٔఈఃಸ ඔ൹݁ٺݱܹٺ ඔ൹ܹٺ আॻ༟ ොຬٺިي َ۬ اདྷܳء ًأݥ ݁أگڎ ۱ٷ؇ اܳٷޙ؇م اܳިݿޔ. ݁گ؇و۰݁ أو
༠؇رۏ٭۰ ًگިة وਐಾ؊ߜߵ اܳٺ༲ܹ٭ܭ. ݆݁ ඹජءاً (ඔ൹ܹٺ൞ശܳا ඔ൹ً اෂීًޔ ڢިة (݁ټܭ اᄴᄟا༠ܹ٭۰ اܳگިى ຬأܭ ؇ᆙᆘ

:ሒሃ ይዧٷޙ؇م اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄎცݠاࠍ ݁أ؇دت وᆇ٭ڎ.

و݁ټٴޔ ༠؇رۏ٭۰ ܳگިة واৎأݠݪ۰ اৎݠ۰َ اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اৎڍࢻًࣕ؇ت :11 .5 ႟ၽނ

{
m1ẍ1 + (k1 +k)x1 +α1ẋ1 −kx2 = F0 cosΩt

m2ẍ2 + (k2 +k)x2 +α2ẋ2 −kx1 = 0
(5−11) (9)

واܳگިة اܳٺ݄ۛ٭ڎ، (اଫଊَෑෂ܋٭۰)، اৎݠ۰َ اܳگިى ଫଃٔ؊ّ ොູب ᄭᄥ ႟၍ ᄎცරඞ ّݱژ اৎأ؇دت ۱ڍه
.m1 আॻ༟ اৎޚٴگ۰ اࠍ؇رۏ٭۰ ل۰ اᄴᄟور
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അ೪ֿൄളا وۛ അ೪ֿൄളا

݁ݯأژ) ଫଃ༚ ڢཏي َޙ؇م :F 6= 0 و D = 0 (ٷڎ݁؇
:ި۱ (V-10 ) ᄭᄟأ؇دৎا ݆݁ اৎފٺگݠة ᄭᄟ؇اࠍ ሒᇭ اࠍܭ

{
x1 = A1 cos(Ωt +φ1)

x2 = A2 cos(Ωt +φ2)

႟၍ ጥٺஓ ۋ٭ت ،Ω ߙߵدد ٷڎ اܳگཏي اܳٺڍࢻࣕب ଫଃٔ؊ّ ොູب اܳٷޙ؇م ሒᇭ ᄭᄥ ႟၍ ۰༡إزا ஓ୷ټܭ ۱ڍا
ݿߺࠊك ఈః݁ۋޙ۰ ஓ୷ܝ݆ اܳފ٭؇ق، ۱ڍا ሒᇭ .φ2 ،φ1 ل۰ اܳޚިر ؇ዛውᚬوزاو A2 ،A1 اࠍ؇ݬ۰ ؇ዛውݿأ ᄭᄥ
ۋ٭ت: ይዧٷޙ؇م. اܳޚٴ٭أ٭۰ واଫଐܳددات Ω اܳگཏي اଫଐܳدد ඔ൹ً اܳأఈఃڢ۰ আॻ༟ ً ಸ؇ء ඔ൹َීෂا وݪڎ ඔ൹َීෂا

૭ٺ༱ڎم ،A2 و A1 ຬ؇د .F0 اܳگިة وނڎة Ω اଫଐܳدد আॻ༟ φ2 و ،φ1 ،A2 ،A1 اܳگࡗࡲ ّأٺ݄ڎ
اৎݠ܋ص. اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ


F (t ) = F0 cos(Ωt ) → F̄ (t ) = F0e−iΩt

x1(t ) = A1 cos(Ωt +φ1) → x̄1(t ) = A1e−iΩt

x2(t ) = A2 cos(Ωt +φ2) → x̄2(t ) = A2e−iΩt

ا֡ݿُݴ ؕ݁ ً؇ܳأ݄ܭ ܳٷ؇ اܳފ݄؇ح ఈః༠ل ݆݁ اܳگཏي اܳٺڍࢻࣕب ොູܹ٭ܭ ُྟފޔ اৎݠ܋ص ႟ၽاܳލ ۱ڍا
:ঌॻل პაႰ (10 -5) اৎأ؇دت َޙ؇م لݱٴں اৎټܹټ٭۰. اᄴᄟوال ݆݁ ً ࣖࢻ اৎݠ܋ٴ۰

:∆= 0 Ⴄ၍ن إذا
{

m1x̄1 + (k1 +k)x̄1 +a1x̄1 −kx2 = F0e−iΩt

m2x̄2 + (k2 +k)x̄2 +a2x̄2 −kx1 = 0

:(12 -5) ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷޙ؇م ሌᇿإ ྟފޔ واᄳᄟي
(
−Ω2 + k1+k

m1

)
Ā1 − k

m1
Ā2 = F0

m1(
−Ω2 + k2+k

m2

)
Ā2 − k

m2
Ā1 = 0

(5−12) (10)

ᄭᄥ ႟ၽܳ اࠍߺࠊل ஓټܭ มฆܳوا ،A2 و A1 اৎݠ܋ٴ۰ اܳފأ؇ت আॻ༟ ࠵࠺ݱިل اܳٷޙ؇م ۱ڍا ༡ܭ ان ஓ୷ܝ݆
:k1 = k2 = k و m1 = m2 = m ؇ዛዀڣ ّܝިن มฆܳا ᄭᄟ؇اࠍ ሒᇭ اܳگཏي. اܳٺڍࢻࣕب َޙ؇م ሒᇭ

:ঌॻل პაႰ (12 -5) ᄭᄟأ؇دৎا ّݱٴں ،ω2
0 = k

m ඔ൹أ٭ਐಸ
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{
(−Ω2 +2ω2

0)Ā1 −ω2
0 Ā2 = F0

m

(−Ω2 +2ω2
0)Ā2 −ω2

0 Ā1 = 0

:A2 و A1 ܳـ اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳٺأٴଫଃات ሌᇿإ ۱ڍا لޝدي
A1 = F0

m

|2ω2
0−Ω2|

|(2ω2
0−Ω2)2−ω4

0|
A2 = F0

m
|ω0|

|(2ω2
0−Ω2)2−ω4

0|
(5−13) (11)

Ω = - اول). มฃཹීෂا ً؇ଫଐܳدد ۱ڍا لأُݠف (و Ω = ω0 = ΩR1 ٷڎ݁؇ A1 = A2 = ∞ -
Ω=p

2ω0 =ΩAR ٷڎ݁؇ A1 = 0 - .(ሒᇃ؇اܳټ มฃཹීෂا ً؇ଫଐܳدد ۱ڍا لأُݠف (و p
3ω0 =ΩR2

.(ඔ൹َීෂا ݪڎ ଫଐًدد ۱ڍا لأُݠف (و
ނٴ۬ اܳٷޙ؇م ݆݁ ඹජء ਊಱࠔࠥ ۋ٭ت اଫଐৎاًޚ۰، اଐ۳ৎة اَޙ۰݄ ًأݥ ሒᇭ ොູڎث ޖ؇۱ݠة ި۱ ඔ൹َීෂا ݪڎ

اࠍ؇رۏ٭۰. اܳگިة ݆ ༇ຐ؇اܳٷ ଫଃٔ؊اܳٺ رܾؗ ،ଫଃ܋ٴ ଐ۱از රඝآ ඹජء ਐಱأݠض ྲྀٷ݄؇ ಸ؇ٔ
،ᄎცݠ௱௯௫ا ً؇ܳگިة ؇ًਊಱّگݠ ݁ٺ؊ߜߵ ଫଃ༚ اৎٺڍࢻًࣕ؇ت أ༡ڎ ਊಱࠔࠥ ،ඔ൹َීෂا ݪڎ ߙߵدد ٷڎ ૭؇ޗ۰: ଫأ܋ ปฃأஓ

اܳٷޙ؇م. ݆݁ ا௱௯௫ڎد اࠍݞء ۱ڍا আॻ༟ اଐ۱از ଫଃٔ؊ّ "إܳ؞؇ء" ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ

:അ೪ֿൄളا ۛ ڤ܊٢ոۑة ا༉ໝൄളۻמ١ బܙااݾ
྾ང؇ً لأُݠف ොڎد ߙߵدد ٷڎ ඔ൹َීෂا ݪڎ ොຬڎث اଫଐৎاًޚ۰، اَޙ۰݄ ሒᇭ - اଫଐܳدد: اٺ݄؇د (ا)
ఈ႙၍ ૭ٺ۠٭ص ۋ٭ت اཹීෂٷ٭۰ اଫଐܳددات ݆ ෛຬٺܹژ واᄳᄟي ،ΩAR **ඔ൹َීෂا ݪڎ **ߙߵدد
ሒᇭ ؇ஓ اܳٷޙ؇م، ሒᇭ اෂීًޔ ۊݱ؇فݧ আॻ༟ ඔ൹َීෂا ݪڎ ߙߵدد لأٺ݄ڎ - ًگިة. ً ༟؇دة ඔ൹ًࣕٺڍࢻৎا
(إن اܳٺ݄ۛ٭ڎ و݁أ؇ఈః݁ت اܳٷިاًݥ)، ۰ًఈఃݬ) اଫଊَෑෂ܋٭۰ ಸواܳټިا ا൞ശܳܭ، ݁ټܭ ଫଃ݁أ؇ل ዻዧذ

و༥ُڎت).
আॻ༟ اࠍ؇رۏ٭۰ اܳگިة ݆ ۰ູ؇اܳٷ ᄎცݠاࠍ ਐಾڎا༠ܭ ،ඔ൹َීෂا ݪڎ ߙߵدد ٷڎ - :ਵਦڎৎا اܳٺڎا༠ܭ (ب)
اܳٺڎا༠ܭ ۱ڍا لޝدي - .රඝا ࠵࠾ݞء اܳޚٴ٭أ٭۰ اܳٺڍࢻًࣕ؇ت ؕ݁ ਵਦ݁ڎ ႟ၽ૰ اܳٷޙ؇م ݆݁ ඹජء
มฃلأ ؇ᆙᆘ ݁ٷ۬، ༥ڎاً ۰ਊಱڢݠ أو اܳݱڰݠ ૭؇وي اଐ۱از ݿأ۰ ඔ൹ًࣕٺڍࢻৎا ༡ڎ لܝިن أن ሌᇿإ ਵਦڎৎا
اܳޚ؇ڢ۰ لؕ ّިز إ༟؇دة لࡤࡲ اܳأ݄ܹ٭۰، اܳٷ؇ۋ٭۰ ݆݁ - .ᄎცݠ௱௯௫ا ይዧگިة ڣأّ؇ل ႟ၽ૰ ૭ٺ۠٭ص  أَ۬

.ಸ؇ٔ ނٴ۬ රඝا اࠍݞء لଫଐك ؇ᆙᆘ ،ᄎცݠاࠍ اܳٷޙ؇م ݆݁ ඹජء "ஓ୷ٺݧ" ොຳ٭ت ۰ਃಸࣕاܳٺڍࢻ
႟ၽ૰ اࠍ؇رۏ٭۰ اܳگިة ݆݁ اܳޚ؇ڢ۰ َگܭ لࡤࡲ  ،ඔ൹َීෂا ݪڎ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ - واܳأݞل: اܳޚ؇ڢ۰ ࣁࣖڣݑ (ج)
اܳأݞل ۱ڍا ૭ُٺ༱ڎم - ."ಸ؇اܳټ" أو "اܳݱ؇݁ب" اࠍݞء ૰݄ܭ اᄳᄟي ሒᇀࣕاܳٺڍࢻ اࡺࢦޔ ሌᇿإ ڣأّ؇ل
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ොڎدة أඹජاء ሒᇭ اଐ۱ازات ܳٺگܹ٭ܭ اୖٷڎݿ٭۰ اܳٺޚٴ٭گ؇ت ሒᇭ ඔ൹َීෂا ݪڎ ߙߵدد ٷڎ ᄎც࠵࠺ݠ
ً؇ଐ۱از. أරඝى ඹජاء اܳފ݄؇ح ؕ݁ اܳٷޙ؇م ݆݁

ොڎدة، ߙߵددات ٷڎ ༥ڎاً ڣأّ؇ل ႟ၽ૰ اܳޚ؇ڢ۰ اܳٷޙ؇م ஓ୷ٺݧ ،ඔ൹َීෂا ሒᇭ - :ඔ൹َීෂا ؕ݁ દઊ؇اܳٺٴ (د)
౯దٷص ً؇ܳأܝݴ: اܳٷޙ؇م لأ݄ܭ ،ඔ൹َීෂا ݪڎ ሒᇭ - ଐ۱ఈዳዧاز. ܋ٴଫଃة ݿأ؇ت ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ
݆݁ ඹජء ሒᇭ اଐ۱از ّگܹ٭ܭ ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ ،۰ਃಸࣕاܳٺڍࢻ اஓ؇ط ًأݥ ሒᇭ اܳޚ؇ڢ۰ ا݁ٺݱ؇ص

.ᄎცݠො ڢިة وۏިد ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟ اܳٷޙ؇م،

اજઁिऻاּ܋١) اिऻࠬࡆոּت ࣷ࣬ຐ ً (ոॾء ໋ոֵ ൄളا اڤໃح

ᄭᄥووݬ ،k2 ،k1 زଫଊَ܋٭۰ ಸؤިا m2 و m1 ൞ശًܭ ඔ൹اًޚଫଐ݁ ඔ൹ًࣕ݁ٺڍࢻ ݆݁ ݁ܝިن ܳٷޙ؇م ً؇ܳྡྷފٴ۰
:k زଫଊَ܋٭۰

F (t ) = ༠؇رۏ٭۰ ᄎცݠො ܳگިة اܳٷޙ؇م ۰ً؇༶اݿٺ وݬژ ஓ୷ܝ݆ - :ᄎცݠاࠍ ݁أ؇دت .1 (ا)
݁ݱޚ༲ܹ؇ت ਐಾݯ݄݆ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ݁أ؇دت ً؇ݿٺ༱ڎام ا൞ശܳܭ إ༡ڎى আॻ༟ ّޚُٴݑ F0 cos(Ωt )

ا൞ശܳܭ. ඔ൹ً ارਊಾ؇ط ݆ ଫଊّأ
ݿأ۰ ٷڎ۱؇ ّݱٴں มฆܳا اଫଐܳددات ݆ لܝލژ ᄎცݠاࠍ ݁أ؇دت ༡ܭ - :ඔ൹َීෂا ݪڎ ཇط (ب)
- .ΩAR ඔ൹َීෂا ݪڎ ߙߵدد ٷڎ ۱ڍا ොຬڎث ݬڰݠاً. ૭؇وي ඔ൹ًࣕٺڍࢻৎا ༡ڎ A1 اଐ۱از
A1 = 0 اܳأఈఃڢ۰ A2 أو A1 ۰ً؇༶ݿٺا ݿأ۰ ොູگݑ ٷڎ݁؇ ඔ൹َීෂا ݪڎ ཇط لܝިن ل؇ݪ٭ً؇، ر

.ሌᇃدا اࠍڎ ሌᇿإ اܳٷޙ؇م ݆݁ ඹජء ሒᇭ اଐ۱از ّگܹ٭ܭ ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ ،A2 = 0 أو
ߙߵدد ۋފ؇ب ஓ୷ܝ݆ ݁ٺޚ؇ًگ۰، وَިاًݥ ൞ശًܭ ݁ٺ݄؇ٔܭ َޙ؇م وۏިد ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ - ݁ټ؇ل: ۋފ؇ب (ج)
ඔ൹ًࣕٺڍࢻৎا ༡ڎ ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ި۱ ω0 ۋ٭ت ،ΩAR =p

2ω0 أَ۬ আॻ༟ ΩAR ඔ൹َීෂا ݪڎ
ً؇ܳٷޙ؇م. اࠍ؇ص ارਊಾ؇ط દઊިّܝ আॻ༟ ዻዧذ لأٺ݄ڎ .ً݁أݞو Ⴄ၍ن إذا

:അ೪ֿൄളا ۛ ڤ܊٢ոۑة اڤ֔ڵڪמ١ اڤ܋ץמؠոت

ඔ൹݁أ ඹජء ሒᇭ اଐ۱ازات ّگܹ٭ܭ ሌᇿإ ොູٺ؇ج มฆܳا اَޙ۰݄ ّݱ݄ࡗࡲ ሒᇭ ݁ڰ٭ڎة ඔ൹َීෂا ݪڎ ޖ؇۱ݠة ଫଊّأُٺ
૰݄ܭ: ᄭᄥ݁ټا اࠍ؇رۏ٭۰. ይዧگިى ۰ً؇༶ݿٺ؇ً රඝآ ࠍݞء اܳފ݄؇ح ؕ݁

اۏ۳ݞة ݁ټܭ ات، ݆݁ اࠍފ؇ݿ۰ اඹජاء ሒᇭ اଐ۱ازات اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰:ّگܹ٭ܭ اَޙ۰݄ (ا)
اଐ۱ازات. ݆ ݁أ٭ٷ۰ ݁ܝިَ؇ت ਲ਼ل لࡤࡲ ۋ٭ت اᄴᄟڢ٭گ۰،
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(Tuned اৎݯٴިޗ۰ ᄭᄥ൞ശܳا ᆇڎات ً؇ݿٺ༱ڎام اࠍފިر أو ሒᇃ؇ٴৎا ّݱ݄ࡗࡲ :۰ਃಮ؇૰ا اୖٷڎݿ۰ (ب)
ݪڎ ޖ؇۱ݠة اݿٺ؞ఈఃل لݑ ޗݠ ݆ ݁أ٭ٷ۰ أඹජاء ሒᇭ اܳٺڍࢻًࣕ؇ت ܳٺگܹ٭ܭ Dampers) Mass

.ඔ൹َීෂا
ߙߵددات ৎٷؕ ඔ൹َීෂا ݪڎ اݿٺ༱ڎام ஓ୷ܝ݆ ۋ٭ت اܳݱިت، ݁ܝଫଊات ሒᇭ :۰ਃಾިاܳݱ اୖٷڎݿ۰ (ج)

اܳݱިت. ଫଊ݁ܝ ႟ၽ۱٭ ݆݁ أඹජاء ሒᇭ ਵਦؗިب ଫଃ༚ ඔ൹َر ሒᇭ اܳྥފྟص ݆݁ ݁أ٭ٷ۰
2 ڲ୴ؼ܊١

ಸ؇ٔ ނٴ۬ اܳٷޙ؇م ݆݁ ඹජء ਊಱࠔࠥ ۋ٭ت اଫଐৎاًޚ۰ اৎٺڍࢻًࣕ؇ت ሒᇭ ොູڎث ޖ؇۱ݠة ި۱ ඔ൹َීෂا ݪڎ
ሒᇭ اܳڰଲ୍ة ۱ڍه ૭ُٺ༱ڎم .۰ਃಸࣕاܳٺڍࢻ ۰ً؇༶ݿٺا ሒᇭ ਵਦڎৎا اܳٺڎا༠ܭ ૭ྟص ඔ൹݁أ ߙߵدد ٷڎ
ߙߵددات ٷڎ واܳٺڍࢻًࣕ؇ت اଐ۱ازات ݆ اܳٷޙ؇م ݆݁ أඹජاء ܳأݞل اܳٺޚٴ٭گ؇ت ݆݁ اܳأڎࢴࣖ

ොڎدة.



6 ոּب
اिऻڪٍؠոت

اݾষۑج اڤٌڵמ :1 اिऻڪٍۂ 1 .6

݁ިݪأ۬ ሌᇿإ ً؇ܳأިدة ଐ۳ৎا ይዧٷޙ؇م ૭݄ں اᄳᄟي ይዧٺ݄ۛ٭ڎ اᄴᄟڢ٭ݑ اৎگڎار ި۱ اࠍݠج** **اܳٺ݄ۛ٭ڎ
ඔ൹ً اܳڰ؇ݬܭ اࠍڎ اࠍݠج اܳٺ݄ۛ٭ڎ ଫଊلأُٺ ਐಱڍࢻࣕب. أو ଐዛኗ أن دون ᆙᆘܝ݆ وڢب ً؊ངع اଐৎن

اෑෂاࢱࣖ). (اܳٺ݄ۛ٭ڎ ሒᇀࣕاܳٺڍࢻ ଫଃ༚ واܳފߺࠊك (ሒᇭႤၽܳا ଫଃ༚ (اܳٺ݄ۛ٭ڎ ሒᇀࣕاܳٺڍࢻ اܳފߺࠊك
ሒᇭ اܳފܝިن ሌᇿإ لأިد ًܭ ଐዛኗ؛ و اߙ߳ان َگޚ۰ ౯ద؇وز  اࠍݠج اܳٺ݄ۛ٭ڎ ذو اܳٷޙ؇م ،රඝآ ปฃأஓ
أي دون لأً؇ ང اݿٺگݠاراً ਐಾޚܹص มฆܳا اܳٺޚٴ٭گ؇ت ሒᇭ ༠؇ص ႟ၽ૰ ݁ڰ٭ڎ ۱ڍا ᆙᆘܝ݆. وڢب أڢܭ

إݪ؇ڣ٭۰. ᄎცරඞ

اݾষۑج ቘٌڵמ ا༉ໝൄളۻמ١ ֲۘոۢশاݾ 1 .1 .6

اَޙ۰݄ ّޙ۳ݠ  ،ሒᇭႤၽܳا ଫଃ༚ اܳٺ݄ۛ٭ڎ ذات اَޙ۰݄ ༟ܝݴ আॻ༟ ࣁࣕࢻًࣕ؇ت**: وۏިد **༟ڎم .1
ඔ൹ً اߙ߳ان**: ሌᇿإ ިدة **أངع .2 اߙ߳ان. َگޚ۰ ۋިل ࣁࣕࢻًࣕ؇ت أي اࠍݠج اܳٺ݄ۛ٭ڎ ذات
ཡأڢ ሒᇭ اߙ߳ان ሌᇿإ اܳٷޙ؇م اࠍݠج اܳٺ݄ۛ٭ڎ لأ٭ڎ اܳٺڍࢻًࣕ؇ت، ஓٷؕ มฆܳا اܳٺ݄ۛ٭ڎ ل؇ت ݁ފٺި ᆇᅹ٭ؕ
ً ݁گ؇ر۰َ ይዧٺ݄ۛ٭ڎ ݁گ٭؇س ሒሃو) ζ اܳٺ݄ۛ٭ڎ ૭ٴ۰ ّܝިن اܳٺ݄ۛ٭ڎ**: **૭ٴ۰ .3 ᆙᆘܝ݆. وڢب
اࠍݠج اܳٺ݄ۛ٭ڎ ොຬڎث ل؇ݪ٭ً؇، ر اࠍݠج. اܳٺ݄ۛ٭ڎ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ 1 ૭؇وي ይዧٷޙ؇م) ௧ਤاܳޚٴ٭ ً؇ଫଐܳدد

ٷڎ݁؇:
ζ= 1

1
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اڤܙاؓ֔מ١ اݾষמոة ᆃᅞ اݾষۑج اڤٌڵמ ࣷ࣬ຐ ႞႖أڲ 2 .1 .6
ۏ٭ڎ ႟ၽ૰ اৎݱ۰݄݄ اܳފ٭؇رات ّأܹ٭ݑ أَޙ۰݄ ዛኤڎف اܳފ٭؇رات**: ሒᇭ اܳݱڎ݁؇ت **ᆙᆘٺݱ؇ت -
݁ޚص ڣިق اৎݠور ًأڎ ۰༟๎ื اܳފ٭؇رة ૭ٺگݠ ොຳ٭ت اࠍݠج اܳٺ݄ۛ٭ڎ ݆݁ ೞಱڢݠ ᆇ٭ڎ ොູگ٭ݑ ሌᇿإ
إఈః༚ق أۏ۳ݞة ݆݁ اܳأڎࢴࣖ اًިاب**: إఈః༚ق **أۏ۳ݞة - زاࢱࣖة. ارࣁࣖادات ༡ڎوث دون
ارࣁࣖاد دون ۰༟๎ื اܳٴ؇ب ੯੩ل؞ ොຳ٭ت රඞج، ᆇ٭ڎ ذات ܳٺܝިن ݁ݱ۰݄݄ اوّި݁؇ਃಾܝ٭۰ اًިاب
(݁ټܭ ᄎც݁ٺۜݠ ݁ޝཇات আॻ༟ ොູٺިي มฆܳا ادوات واܳگ٭؇ݿ؇ت**: **ادوات - اޗ؇ر. ٷڎ
اݿٺگݠار ܳݯ݄؇ن اࠍݠج اܳٺ݄ۛ٭ڎ ૭ٺ༱ڎم ؇݁ ༚؇ܳٴً؇ ل۰) اܳٺٷ؇ޖݠ اܳݯ؞ޔ ݁گ؇ݴ أو ۰༟ཏܳا ༟ڎادات

اଐ۱ازات. دون ۰༲اܳݱۜ٭ اܳگݠاءة ٷڎ ۰༟๎ื ཇޝৎا

໋ոֵ ൄളا اिऻר܊ܙر 2 .6
:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ᄎცݠاࠍ ᄭᄟ݁أ؇د ّܝިن ᄭᄥ-َ؇ًݥ-ᆇڎّ، َޙ؇م ሒᇭ

mẍ + cẋ +kx = 0

ٷڎ݁؇: اࠍݠج اܳٺ݄ۛ٭ڎ ොຬڎث اܳٷ؇ًݥ. ಸ؇ٔ ި۱ k و اܳٺ݄ۛ٭ڎ، ݁أ؇݁ܭ ި۱ c ،ᄭᄥ൞ശܳا ި۱ m ۋ٭ت
c = 2

p
km

݁أ؇݁ܭ আॻ༟ ੯੩ُلޚ و اଐ۱ازات، دون اߙ߳ان ሌᇿإ اܳٷޙ؇م لأިد اܳٺ݄ۛ٭ڎ، ݆݁ اৎފٺިى ۱ڍا ٷڎ
اࠍݠج**. اܳٺ݄ۛ٭ڎ **݁أ؇݁ܭ ᄭᄟ؇اࠍ ۱ڍه ሒᇭ c اܳٺ݄ۛ٭ڎ

1 ڲ୴ؼ܊١
ዛᔻܾ؟ اࠍݠج اܳٺ݄ۛ٭ڎ ৎ؇ذا

َޙ؇م (݁ټܭ ۊޚଫଃاً لܝިن ڢڎ أو ڣ٭۬ ਵਦؗިب ଫଃ༚ اܳٺڍࢻࣕب ؇ዛዀڣ لܝިن มฆܳا اܳٺޚٴ٭گ؇ت ሒᇭ
ඔ൹ً اܳٺިازن ොູگ٭ݑ ሒᇭ اࠍݠج اܳٺ݄ۛ٭ڎ ොູگ٭ݑ ༟؇૭ڎ ،(۰ਃಮ؇૰ا اୖٷڎݿ۰ أو اܳފ٭؇رات ّأܹ٭ݑ

ይዧྥލ૰ި؇ت. وڣأ؇ܳ٭۰ ۰༟๎ื ۰ً؇༶ݿٺ؇ً ఋዳዧَޙ۰݄ ૭݄ں ؇ᆙᆘ ،۰༟ཏܳوا اݿٺگݠار

ඔ൹ܹٺ༡ਵਦ اৎފٺگݠة** و**اܳފߺࠊভ؇ت اਐگ؇ܳ٭۰** **اܳފߺࠊভ؇ت ّݱژ ،۰ਃಸࣕاܳٺڍࢻ اَޙ۰݄ ሒᇭ
ང؇أݿ ਵਦأ ඔ൹اܳފߺࠊ܋ દઊ۱ڍ ڣ۳ܾ اݪޚݠاً؇ت. أو اࠍ؇رۏ٭۰ ይዧگިى اܳٷޙ؇م ۰ً؇༶اݿٺ ሒᇭ ඔ൹ٺܹڰٺෛ

اܳިڢب. ݁ڎار আॻ༟ اَޙ۰݄ ۰ً؇༶اݿٺ ܋٭ڰ٭۰ ܳٺ༲ܹ٭ܭ
**ሒᇿ؇گਐا **اܳފߺࠊك .1



اৎܹۜگ؇ت3 .6 ً؇ب

Caption :1 .6 ༥ڎول

ਵਦة ول ّأݠݪ۬ ٷڎ ይዧٷޙ؇م اوܳ٭۰ ۰ً؇༶ݿٺا ሌᇿإ ሒᇿ؇گਐا اܳފߺࠊك ଫଃ૰ لژ**: **اܳٺأݠ -
૭ྟص اܳިڢب ਵਦور ؕ݁ ࣁࣖرຬ٭ً؇ ᄎცݠاࠍ ݆݁ اࠍݞء ۱ڍا ཇఈఃਐಱ රඞ܋ٺ۬. ࢻࣖء ٷڎ أو ఈዳዧݪޚݠاب
ොູڎث มฆܳا اࠍݠႤ၍ت أو اଐ۱ازات اਐگ؇ܳ٭۰ ۰ً؇༶ݿٺا ૰݄ܭ - **اࠍݱ؇فݧ**: - اܳٺ݄ۛ٭ڎ.
ሒᇿوا اৎިݪؕ ݁ټܭ ይዧٷޙ؇م، ۰ਃಮڎاਐಸا اདྷܳوط আॻ༟ ّأٺ݄ڎ - ఈዳዧݪޚݠاب. اܳٷޙ؇م ّأݠض ڣިر
ڣگڎان لࡤࡲ ۋ٭ت اܳިڢب، ஓݠور اਐگ؇ܳ٭۰ ۰ً؇༶ݿٺا ਐಾݯ؇ءل ا௰௯௫݄ڎة، اَޙ۰݄ ሒᇭ - .۰༟ཏܳوا
ࣁࣖڣؕ ٷڎ݁؇ **݁ټ؇ل**: - أරඝى. ᆇڎة ڢިى أي أو اৎگ؇و۰݁ أو اۋٺႤၽك ૭ྟص ࣁࣖرຬ٭ً؇ اܳޚ؇ڢ۰
ި۱ ሒᇿوا ༃ဒاܳٺ؊ر ۱ڍا اܳފأ۰. ሒᇭ ಾ؇ڢݧ ؕ݁ ؇ً࿓؇۱وذ ۏ٭۰٪ اܳٴڎال۰ ሒᇭ ༃ဒر؊ਐಱ ڣ؆َ۬ ،ᄊცଫଐّو ًڎوಸ

.ሒᇿ؇گਐا اܳފߺࠊك
اৎފٺگݠ** **اܳފߺࠊك .2

اܳٺ؊ଫଃٔات اۊٺڰ؇ء ًأڎ لܭ اܳޚި اৎڎى আॻ༟ اܳٷޙ؇م ۰ً؇༶اݿٺ ሌᇿإ اৎފٺگݠ اܳފߺࠊك ଫଃ૰ لژ**: **اܳٺأݠ -
- .ཇఈఃّ دون اࠍ؇رۏ٭۰ اܳگިة ߙߵدد আॻ༟ ً؇ಣಕᕬݠار اܳٷޙ؇م ଐዛኗ ،ᄭᄥ༡ݠৎا ۱ڍه ሒᇭ اਐگ؇ܳ٭۰.
۱ڍا لޙܭ - اࠍ؇رۏ٭۰. اܳگިة ߙߵدد َڰݴ আॻ༟ اৎފٺگݠة ۰ً؇༶ݿٺا ਐಾڍࢻࣕب - **اࠍݱ؇فݧ**:
۰ً؇༶ݿٺا ݿأ۰ ّأٺ݄ڎ - ይዧٷޙ؇م. ۰ਃಮڎاਐಸا اདྷܳوط আॻ༟ لأٺ݄ڎ و اܳިڢب، ਵਦور ؕ݁ ؇ًਐಸ؇ٔ اܳފߺࠊك
- اܳٺ݄ۛ٭ڎ. و݁أ؇݁ܭ ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ݁ټܭ اܳٷޙ؇م، و݁أ؇ఈః݁ت اᄴᄟاڣأ۰ اܳگިة ߙߵدد আॻ༟ اৎފٺگݠة
ሌᇿإ اዛዊܳ؇ل۰ ሒᇭ ۰༡ިرۏا ڣފٺݱܭ ݁ٷٺޙ۰݄، ز݁ٷ٭۰ ًڰިاݬܭ ۰༡ިأرۏ دڣؕ واݬܹب إذا **݁ټ؇ل**:

اৎފٺگݠ. اܳފߺࠊك ሒሃ ᄎცݠاࠍ ۱ڍه اᄴᄟڣؕ. ஓޔ ؕ݁ ྥٷ؇ݿٴ؇ن ඔ൹ਐಸ؇ٔ وߙߵدد ݿأ۰
اৎފٺگݠ** واܳފߺࠊك ሒᇿ؇گਐا اܳފߺࠊك ඔ൹ً **݁گ؇ر۰َ

--------------|----------------------| | اৎފٺگݠ اܳފߺࠊك | ሒᇿ؇گਐا اܳފߺࠊك | ೞ؇اࠍ |
| |---------------------------------------------|---------------------------------
| | لܭ اܳޚި اৎڎى আॻ༟ ૭٭ޚݠ | اܳިڢب ؕ݁ ཇఈఃਐಱ ቕ اܳٴڎال۰ ሒᇭ ૭٭ޚݠ | **݆݁ෑෂا আॻ༟ **اٺ݄؇د
݆ ݁ފٺگܭ | ۰ਃಮڎاਐಸا اདྷܳوط আॻ༟ ଫଃ܋ٴ ႟ၽ૰ لأٺ݄ڎ | **۰ਃಮڎاਐಸا اདྷܳوط আॻ༟ **اٺ݄؇د
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إذا ۰ਐಸ؇ٔ ݿأ۰ আॻ༟ ොຬ؇ڣޓ | اܳފأ۰ ཇఈఃّ ሌᇿإ لޝدي | اܳٺ݄ۛ٭ڎ** ଫଃٔ؊ّ** | | ۰ਃಮڎاਐಸا اདྷܳوط
ߙߵدد ؕ݁ ਐಱޚ؇ًݑ | ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ؕ݁ ਐಱޚ؇ًݑ أو ෛຬٺܹژ ڢڎ | **اଫଐܳدد** | | ؇ً༟ި݁ڎڣ اܳٷޙ؇م Ⴄ၍ن
ً؇ܳޚ؇ڢ۰ اৎڰگިدة اܳޚ؇ڢ۰ لݥ ّأި لࡤࡲ | ࣁࣖرຬ٭ً؇ اܳޚ؇ڢ۰ ڣگڎان لࡤࡲ | **اܳޚ؇ڢ۰** | | اࠍ؇رۏ٭۰ اܳگިة

| ۰༟ިڎڣৎا اَޙ۰݄ ሒᇭ ᄭᄥ༠ڎৎا
اܳأ݄ܹ٭۰ اܳٺޚٴ٭گ؇ت

اܳٷޙ؇م، ً؇ݿٺ༶؇ً؇ت ይዧٺྡྷٴޝ ؇ً࿌ورཚ اৎފٺگݠ اܳފߺࠊك ݁گ؇ًܭ ሒᇿ؇گਐا اܳފߺࠊك ڣ۳ܾ لأُڎ اୖٷڎݿ۰، ሒᇭ -
**ොູܹ٭ఈఃت ༟؇૭ڎ - .ુળ༲اܳٺ وأَޙ۰݄ ۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ واᄴᄟوا߉ߵ اଐ۱ازات ّݱ݄٭݄؇ت ሒᇭ ً ༠؇ݬ۰
،ᄭᄟިگٴৎا اࠍڎود ݆ᆙᆕ ّگؕ اوܳ٭۰ اܳٺگܹٴ؇ت أن ݆݁ ᄕც؊اܳٺ আॻ༟ ඔ൹݄݄ݱৎا **ሒᇿ؇گਐا اܳފߺࠊك
اܳྥލ؞٭ܭ ఈః༠ل ݁ިٔިق ႟ၽ૰ ّأ݄ܭ اَޙ۰݄ أن اৎފٺگݠ** اܳފߺࠊك **ොູܹ٭ఈఃت ّݯ݄݆ ྲྀٷ݄؇

اৎފٺ݄ݠ.
ި۱ اৎފٺگݠ اܳފߺࠊك ྲྀٷ݄؇ اܳިڢب، ஓݠور ཇఈఃਐಾ ݁ޝڢٺ۰ ۰ً؇༶اݿٺ ި۱ ሒᇿ؇گਐا اܳފߺࠊك ً؇ۊٺݱ؇ر،

اܳފأ۰؟ আॻ༟ اܳٺ݄ۛ٭ڎ لޝߜߵ ܋٭ژ ይዧٷޙ؇م. واৎފٺگݠة اৎފٺ݄ݠة ۰ً؇༶ݿٺا
আॻ༟ اܳٺ݄ۛ٭ڎ ଫଃٔ؊ّ ݁گڎار لأٺ݄ڎ .۰ਃಸࣕاܳٺڍࢻ اَޙ۰݄ ሒᇭ اଐ۱ازات ݿأ۰ ّگܹ٭ܭ ሌᇿإ اܳٺ݄ۛ٭ڎ لޝدي
ّأ݄ܭ ݁گ؇و۰݁ ڢިة ݆ ٴ؇رة اܳٺ݄ۛ٭ڎ لܝިن ۋ٭ت اܳٷޙ؇م، ሒᇭ اৎިۏިد اܳٺ݄ۛ٭ڎ َިع আॻ༟ اܳފأ۰

ࣁࣖرຬ٭ً؇. اଐ۱ازات ཇఈఃّ ૭ྟص ؇ᆙᆘ اܳިڢب، ਵਦور ؕ݁ اܳٷޙ؇م ݆݁ اܳޚ؇ڢ۰ ا݁ٺݱ؇ص আॻ༟
اܳފأ۰ আॻ༟ اܳٺ݄ۛ٭ڎ ଫଃٔ؊ّ

ོྥٷ؇ڢݧ و ۰ਐಸ؇ٔ اଐ۱ازات ݿأ۰ ّޙܭ - ᆇ٭ڎ)**: (ࢻࣖون ا௰௯௫݄ڎة ଫଃ༚ اَޙ۰݄ ሒᇭ** .1
اܳٷޙ؇م. ሒᇭ ොڰިޖ۰ ਊಾࠔࠥ اܳޚ؇ڢ۰ ن اܳިڢب، ஓݠور

وܳـܝ݆ ࣁࣕࢻًࣕ؇ت، ۱ٷ؇ك ّܝިن - اܳݯأ٭ژ)**: (اܳٺ݄ۛ٭ڎ ؇ًਃಮඹජ ا௰௯௫݄ڎة اَޙ۰݄ ሒᇭ** .2
ؕ݁ اܳޚ؇ڢ۰ ݆݁ ඹජءاً اܳٺ݄ۛ٭ڎ ஓ୷ٺݧ ۋ٭ت ࣁࣖرຬ٭ً؇، اܳިڢب ஓݠور اܳٺڍࢻًࣕ؇ت ۱ڍه ݿأ۰ ོྥٷ؇ڢݧ

أًޚ؊. ႟ၽ૰ اଐ۱ازات ཇఈఃّ ૭ྟص و۱ڍا دورة. ႟၍
૭ُٺ༱ڎم ࣁࣕࢻࣕب. دون ۰༟๎ื اߙ߳ان ݁ިݪؕ ሌᇿإ اܳٷޙ؇م لأިد - اࠍݠج**: اܳٺ݄ۛ٭ڎ ሒᇭ** .3

اଐ۱ازات. ࢻࣖون ۰ਐಸ؇ٔو ངلأ۰ ۰ً؇༶اݿٺ ਐಾޚܹص มฆܳا اܳٺޚٴ٭گ؇ت ሒᇭ اܳٷިع ۱ڍا
لأިد و ،ଫଃ܋ٴ ႟ၽ૰ اܳފأ۰ ّگܭ - اෑෂاࢱࣖ)**: (اܳٺ݄ۛ٭ڎ زاࢱࣖ ႟ၽ૰ ا௰௯௫݄ڎة اَޙ۰݄ ሒᇭ** .4

اܳٺ؇م. اܳފܝިن ሌᇿإ ܳߺࠊݬިل أޗިل وڢٺً؇ ૭ٺ؞ݠق ڢڎ ؇ᆙᆘ ࣁࣕࢻࣕب، دون ਊಸޔء اߙ߳ان ሌᇿإ اܳٷޙ؇م
ل؇ݪ٭۰ ීෂا اܳأఈఃڢ۰

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ A اܳފأ۰ ଫଃّأٴ لأُޚް اܳݯأ٭ژ، اܳٺ݄ۛ٭ڎ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ
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A =
F0
m√

(ω2
0 −Ω2)2 + (2λΩ)2

ߙߵدد ި۱ Ω - ይዧٷޙ؇م، ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ި۱ ω0 - ،ᄭᄥ൞ശܳا ሒሃ m - اᄴᄟڣؕ، ڢިة ሒሃ F0 - ۋ٭ت:
اܳٺ݄ۛ٭ڎ. ݁أ؇݁ܭ ި۱ λ - اᄴᄟاڣأ۰، اܳگިة

.A اܳފأ۰ ڢ٭۰݄ ݆݁ ጵلگ ؇ᆙᆘ ،ଫଊأ܋ اৎگ؇م لݱٴں ،(λ ل؇دة (ز اܳٺ݄ۛ٭ڎ ߌ߳داد ٷڎ݁؇
ෛٺܹڰٺ؇ن ؇݄ዛዊوܳـܝ ل۰، اଐ۱از اَޙ۰݄ ሒᇭ ොູڎٔ؇ن دಱ؇݁٭ܝ٭ٺ؇ن ޖ؇۱ݠّ؇ن ؇ᆇᆅ ඔ൹َීෂا وݪڎ ඔ൹َීෂا

:؇ᆇᆅଫଃٔ؊ّو ؇݄ዛውޗٴ٭أ ሒᇭ ؇ً݁؇ஓ

(Resonance): അ೪ֿൄളا .1 1 .2 .6
:؉ֵ اڤ֔ۑ

༟ܹ٭۬. اৎޚٴگ۰ اࠍ؇رۏ٭۰ اܳگިة ଫଐܳدد ؇ً࿌݁ފ؇و ይዧٷޙ؇م ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد لܝިن ٷڎ݁؇ ඔ൹َීෂا ොຬڎث -
.દઊددଫଐܳا ඔ൹ً اܳٺިاڣݑ ૭ྟص ଫଃ܋ٴ ႟ၽ૰ اଐ۱از ݿأ۰ ਐಾݯܾۛ ،ᄭᄟ؇اࠍ ۱ڍه ሒᇭ -

:ֲۘոۢশاݾ

لࡤࡲ ቕረ إذا اܳٷޙ؇م اዛኡ٭؇ر ሌᇿإ لޝدي أن وஓ୷ܝ݆ اܳފأ۰، ሒᇭ ༥ڎاً ܋ٴଫଃة ل؇دة ز ඔ൹َීෂا ݆ ྡྷٺھ -
ۊޚިات أو ل؇ح ීෂا ૭ྟص ᄩᄟ ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ૭؇وي ଫଐًدد ཏۏ ଐዛኗ ٷڎ݁؇ ݁ټ؇ل: - ڣ٭۬. ુળ༲اܳٺ

اܳݯ٭ݑ**). ّ؇܋ި݁؇ ཏۏ** ؕ݁ ༡ڎث პაႰ) اዛኡ٭؇ره ሌᇿإ لޝدي ڢڎ ؇ᆙᆘ اܳٷ؇س،
(Ω) اࠍ؇رۏ٭۰ ይዧگިة اෑෂاوي اଫଐܳدد لܝިن ٷڎ݁؇ ڢ٭۰݄ ཡأڢ ሌᇿإ ّݱܭ اܳފأ۰ - **اৎأ؇دت:**

.(ω0) ይዧٷޙ؇م ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ݆݁ ༥ڎاً ؇ًਊಱڢݠ
---

(Anti-Resonance):** ඔ൹َීෂا ݪڎ .2**
݁ٷۛڰݯً؇ أو ݁أڎوً݁؇ اܳٷޙ؇م أඹජاء أ༡ڎ اଐ۱از ؇ዛዀڣ لܝިن มฆܳا ᄭᄟ؇اࠍ ި۱ ඔ൹َීෂا ݪڎ - لژ:** **اܳٺأݠ
اܳڰݠ٭۰ اَޙ۰݄ أو اܳگިى ਐಾڰ؇༟ܭ ٷڎ݁؇ ዻዧذ ොຬڎث - ༠؇رۏ٭۰. ڢިة وۏިد ݆݁ ܾؗීෂ؇ً ༥ڎاً،

.ඔ൹݁أ ඹජء ٷڎ اଐ۱از ௧ਟܹل ሒᇿ؇ᆇᅹا ଫଃٔ؊اܳٺ ູأܭ لگ۰ ًޚݠ
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اܳٷگ؇ط، ًأݥ ሒᇭ ل۰ ݬڰݠ أو ༥ڎاً ݬ؞ଫଃة اଐ۱از ݿأ۰ ّܝިن ،ඔ൹َීෂا ݪڎ ٷڎ - **اࠍݱ؇فݧ:**
اଫଐৎاًޚ۰، ۰ਃಮ؇ًاܳـ۳᠌ݠ أو اৎ٭ਃႤၽܝ٭۰ اَޙ۰݄ ሒᇭ ݁ټ؇ل: - اܳٷޙ؇م. ሒᇭ ޗ؇ڢ۰ وۏިد ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟

.(ଐዛኗ ) ม૭ "ਊು؇ت" ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ لݱٴں ڢڎ රඝا ڣ؆ن ،ଐዛኗ اܳٷޙ؇م أඹජاء أ༡ڎ Ⴄ၍ن إذا
ਵਦࣖࣁ لگ۰ ًޚݠ واࠍ؇رۏ٭۰ اᄴᄟا༠ܹ٭۰ اܳگިى ਐಾڎا༠ܭ ٷڎ݁؇ ඔ൹َීෂا ݪڎ ොຬڎث - **اৎأ؇دت:**

ၯ၍٭ً؇. أو ؇ًਃಮඹජ اܳٴأݥ ؇ዝཟًأ
---

**:ང؇ݿا **اܳڰݠق
------| | (Anti-Resonance)** ඔ൹َීෂا **ݪڎ | (Resonance)** ඔ൹َීෂا** | **اࠍ؇ݬ٭۰** |
-------------------------|----------------------------------------|---------------
َگޚ۰ ٷڎ اଐ۱از اَأڎام أو ّگܹ٭ܭ | اଐ۱از ݿأ۰ ሒᇭ ّݯܾۛ | **ଫଃٔ؊اܳٺ** | |----------------
ሌᇿإ لޝدي ڢިى ࣁࣖا༠ܭ | ௧ਤاܳޚٴ٭ اଫଐܳدد ؕ݁ ሒᇚر؇اࠍ اଫଐܳدد ّިاڣݑ | **اདྷܳط** | | ොڎدة
| | ڣگޔ ݁أ٭ٷ۰ أඹජاء ሒᇭ ොຬڎث | اܳٷޙ؇م أඹජاء ႟၍ ሒᇭ ොຬڎث | **اৎިڢؕ** | | اଐ۱از إܳ؞؇ء
اෂීًޔ أَޙ۰݄ ሒᇭ اଐ۱ازات ّگܹ٭ܭ | ل۰ اଐ۱از اَޙ۰݄ اܳݱިت، ݁ݯ݄ۛ؇ت | **اܳٺޚٴ٭گ؇ت**

|
---

ਐಾݯܾۛ ،**ඔ൹َීෂا** ٷڎ - :ඔ൹ًݯ؇ಸ ඔ൹ޚٺਊಾਵਦ ඔ൹ܹٺ ݆݁ ਐಱܝިن َޙ؇م ሒᇭ اৎލଫଐك:** **اৎټ؇ل
(ࢻࣖون ؇ًਊಱّگݠ ۰ਐಸ؇ٔ ඔ൹ܹٺ൞ശܳا إ༡ڎى ّܝިن ڢڎ ،**ඔ൹َීෂا **ݪڎ ٷڎ - ً؇Ⴄၽܳ݁ܭ. اܳٷޙ؇م اଐ۱ازات

૰ڎة. රඝا اࠍݞء ଐዛኗ ඔ൹༡ ሒᇭ اଐ۱از)،
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اളൄڲܙز
ا௱௯௫ڎد : det(·)

n ×m اܳٴأڎ ذات اৎݱڰިڣ؇ت  ۰༟ިᆇ : Mn,m(R)
n ×n اܳٴأڎ ذات اৎݠًأ۰  اৎݱڰިڣ؇ت  ۰༟ިᆇ : Mn(R)

 Mn(R) ሒᇭ ا༡ިܳڎة  : ݁ݱڰިڣ۰ In

A ݁ݱڰިڣ۰ ݁ٷگިل : At

اول اܳٷިع ݆݁ ૭ܭ ᄭᄟدا : Jα(·)
ሒᇃ؇اܳټ اܳٷިع ݆݁ ૭ܭ ᄭᄟدا : Yn(·)

: Γ(·)
: erf(·)
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اڤء٤ۑس
17 , Picard-ردႤၽਃಸ

17 اৎٺأ؇ڢٴ۰, اܳٺگݠਊಱ؇ت لگ۰ ޗݠ
14 اࠍڎل۰, اܳگ٭۰݄ ᄭᄟ؊݁ފ

14 ,ཇި܋ ᄭᄟ؊݁ފ
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