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Chapitre 1

Conditions d’optimalité

1.1 Introduction

L’approche considérée ici pour 1’obtention de ces conditions est basée sur les notions de
descente et de direction admissible. I'étude de ces conditions a permet de développer les al-

gorithmes de résolution et de vérifier la validités des résultats obtenues.

Dans ce chapitre, les fonctions sont toujours supposées différentiables a tout ordre. Si f
est définie sur S C R" et a valeurs réelles, sa différentielle en x € S est I’application linéaire

notée
f(x+h)=f(x)+ < Vf(x),h> +|h|eh), eh)— 0 lorsque h — 0. (1.1)

Rappelons la formule de Taylor a 1’ordre 2

flx+h) = f(x)+ < Vf(x),h > +% < V2f(x),h > h+||h?|e(h), e(h) — 0 lorsque h — 0.
(1.2)



Chapitre 1. Conditions d’optimalité 2

1.2 Direction admissible

Définition 1.2.1. (Direction admissible). Soit f : S C R" — Ret x € S. d est une direction
admissible si
A >0 telque x+Ad €S, pour 0 <A <A,

FIGURE 1.1 - Directions admissible

Remarque 1.2.1. 1. Cette définition nous montre que tous les vecteurs d de R" sont des direc-
tions admissibles, si le point x 4 Ad est un point intérieur de S.
2. La nature de I'ensemble S intervient dans le formalisme d’équations ou d’inéquations de la
condition d’optimalité, a savoir les points sur la frontiére de S.

1.2.1 Direction admissible a I’'optimum

Théoreme 1.2.1. (condition nécessaire de Peano-Kantorovitch). Soit f : S C R" — R de
classe CL. Si x* est un minimum local ( globale) de f sur S, alors ¥ d direction admissible en x*,
ona

VTf(x*)d > 0. (1.3)

Démonstration. Soit d une direction admissible en x*. Considérons la fonction g(A) = f(x* +
Ad).
Vx € Sona f(x*) < f(x). D'ott A* = 0 est un minimum local de g(A) sur [0,A]. On a

g(A) = g(0) +Ag'(0) +o(A),

et comme x* est un minimum local, alors g(A) — g(0) > 0.
Par conséquent ¢’ (A) = [V f(x* + Ad]Td > 0,
on obtient ¢'(0) = VT f(x*)d > 0. O

1.3 Existence et unicité de la solution

Définition 1.3.1. 1. Une partie U de S est un ouvert de S si pour tout x € U il existe
€ > 0 tel que B(x,€) C U.

2. Une partie F de S est un fermé de S si et seulement si son complémentaire F¢ dans S est
ouvert.
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Remarque 1.3.1. Dans R, les intervalles ouverts sont des ouverts et les intervalles fermés sont des
fermés. Plus généralement, toute boule ouverte est une partie ouverte et toute boule fermée est une
partie fermée.

Théoréme 1.3.1. (Existence : Théoreme de Weierstrass).
1. Si S est un sous-ensemble fermé et borné de R" et f continue, alors f admet au moins
un point extremum.
2. Si S est un sous-ensemble fermé de R" et si f est croissante a l'infini (f est coercive si
f(x) — +oolorsque || x ||— +o0 ), alors f admet un point minimum globale sur S.

Démonstration. 1. S est fermé et borné de IR" alors compact, et comme f est continue alors
elle atteint ses bornes sur S. Donc x* existe.
2. Soit I'ensemble Sy = {x,x9 € S/ f(x) < f(xp)}, on voit que Sy est un compact (fermé
car f est continue, borné car f est coercive). Donc x* existe.
O

Théoréme 1.3.2. (Unicité). Soit le probleme de minimisation (PNL) avec S convexe et S C
R"™ — R convexe. Alors,

1. Tout minimum local de (PNL) est un minimum global de probléme.

2. Si f est strictement convexe, il y a au plus un minimum de probleme.

Exemple 1.3.1. Soit le probleme (PNL) :

Min f(x) = x?
g: x*—-1<0
x € R",

L'ensemble g est fermé (car ¢~V ([—1,1]) est fermé ) et f croissante a l'infinie. Comme f est
continue, elle atteint ses bornes et elle admet un minimum global x*.
1.4 Conditions necessaries d’optimalité

L'idée de cette section est basée sur la recherche d'une expression plus pratique de la
condition (1.3).

1.4.1 Contraintes de type égalité

Soit ’ensemble S définie par,

S={xe€R":h(x) =0,...,hy(x) = 0}.
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- On dit que h réalise p contraintes et x est dit variable de décision.
- Cette ensemble des contraintes d’qualités est un sous-ensemble de IR" et qui représente une

hypersurface.

1.4.1.1 Plan tangent

Définition 1.4.1. On définit le plan tangent au point x*, tout vecteur y qui est orthogonal avec

les gradients de h;, on écrit
T ={y, Vh(x")y = 0}. (1.4)

Vh(x+)T

Plan tangent

FIGURE 1.2 - Plan tangent.

Exemple 1.4.1. Soit la contrainte h(x1,x2) = x1. Le plan tangent est 'axe des x;, car
(1,0)" (y1,92) = 0= y1 =0.

Définition 1.4.2. On dit que x* est un point réqulier pour la contrainte h(x) = 0 si,
— h(x*) =0,
— Les vecteurs Vh;(x*) sont linéairement indépendants.

Théoréme 1.4.1. (CN1) Soit f : S C R" — R de classe C'. On suppose que f admet en
x* € S un minimum local et que,
La famille (Vhq(x*),...,Vhy(x*)) est libre (%)
Alors il existe des multiplicateurs de Lagrange A1, Ay, ..., Ay € R tel que,
p
Vf(x*)—i-Z/\thi(x*) =0. (%)
i=1

(*x) Est appelée équation de Lagrange.
(x) Condition de qualification des contraintes.
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Remarque 1.4.1.  — La recherche des points stationnaires du probleme se ramene a la résolution
du systeme (si la solution existe) de I'équation (xx).
— Les gradients V f et Vh sont orthogonaux aux courbes de niveau de f et h respectivement.
— Si x* est extremum de f sous la contrainte h et les gradients V f (x*) et Vh(x*) non nuls, les
courbes de niveau de f et h sont tangentes en x*.
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FIGURE 1.4 - Les courbes de niveau de f et i sont tangentes.

Démonstration. On se contente de 'ensemble S = {x € R? : h(x) = 0}. La généralisation sur
R" reste la méme.

La condition (*) indique que Vh(x*) = 0. On suppose que ok /dxy # 0.

Ceci nous permet d’appliquer le théoreme des fonctions implicite,

h(x1,x2) =0 = xp = a(x1), « une fonction continue et dérivable.
Maintenant, appliquant les équations d’Euler sur f et h, pouri = {1,...,n — 1}, on aura

of /0xy(xf, a(x7)) + 9f /oy (x, a(xi17))a (x7) = 0 (1.5)
oh/9x1(xf, a(xy)) +0h/oxp(x], a(x}))a’ (x3) =0 (1.6)
De (1.5) et (1.6) on trouve,

VF(x*) + AVh(x*) =0,
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Tel que,

A = [0h/0xy(x*)] 7! x Oh/dxy(x*).

Exemple 1.4.2. f(x,y,z) = (x —2)2+y> + 2> sous la contrainte ¢ : x>+ 2y*+ 32> = 1.
Le gradient est, Vg(x,y,z) = (2x,4y,62)7,
Vg(x,y,z) # 0 car la contrainte g n’est pas active au point (0,0,0). La contrainte est qualifiée.

Les équations de Lagrange sont,
X2 +2y? +322 =1

X —2=Ax
y =2y
z = 3Az

1.4.2 Interprétation de la valeur du multiplicateur A (analyse de sensibi-

lité)
Soit le probleme (p), (f dif.)
Min f(x)
s.c h(x)=b
x € R"

Considérons la fonction V(b), qui donne la valeur optimale du probléme (p) pour une
valeur b donnée . Si on varie la valeur de b, alors la valeur de la solution optimale varie. A

partir de ¢a, on peut définir la fonction x(b) comme,

V(b) = f(x(b)) et h(x(b)) = b.

Maintenant, Mesurant la variation de V (b),

s %_Z,d d
_ Ti%**vvfd—é
_ A(;_Z%Jr...Jrvvfnd;;”),
P
= A

Conséquence : le multiplicateur A est sensible a la variation de la valeur de b et il donne

I'information sur le taux de variation de la valeur de la fonction objective lorsque b augmente.
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Calcul directe : On peut approcher la fonction V par son polyndme autour deb’,
V(b) = V) + V' () (b—b) = V() +Ab—V).

1.4.3 Contraintes de type inégalité

Soit ’ensemble des contraintes S définit par,
S={xeR":g1(x) <0,...,gm(x) <0}.
Définition 1.4.3. On dit qu’une contrainte g est active en x* si,

— 8(x") =0,

— L’ensemble des indices des contraintes actives est,

I(x*) ={i/gi(x*) = 0}.
— L’ensemble des vecteurs E(x) qui active g est,

E(x) ={x € R",gj(x) =0,j € I}.

Théoréme 1.4.2. (CN1) Soit f : S C R" — R de classe C'. On suppose que f admet en
x* € S un minimum local et qu'il existe une vecteur v € R" tel que,

Vigi(x*) =0 =< Vg;(x*),v >< 0 (%)

Alors il existe des multiplicateurs de Kuhn et Tucker pq, ua, . .., um € R tel que,

m
V") + ZVngj(X*) = 0. (%)
j=1
Avec
ni >0, (Positivité)
1;gj(x*) =0, (Relation d’exclusion).

(xx) Est appelée équation de Lagrange.
(x) Condition de qualification des contraintes.

Démonstration. 1. Les deux relations d’exclusion et (x*) sont une conséquence directe du
théoreme 1.4.1 ( car il suffit de prendre y; = 0 pour j & I).

2. Maintenant, on montre la positivité par absurde :
Supposons qu'il existe i < 0,k € I.



Chapitre 1. Conditions d’optimalité 8

D’autre part, on définit y € IR" tel que:
Vgi(x)y=0, jel,
Var(xy = -1, j#k

Alors, y est une direction admissible,

m
VIa)Ty = =Y uivgi(x")Ty,
=

= —uVg(x)ly,
= u <0.

Ceci est impossible car x* est un point minimum de f.

Exemple 1.4.3. Soit la fonction f(x,y) = —xy a minimiser sur le domaine S

x>0,y>0etx+y<6.

FIGURE 1.5 — Les lignes de niveau de —xy sur le domaine S

1.4.4 Le théoreme de Kuhn-Tucker avec lagrangien généralisé

Dans le cadre général du théoreme de Kuhn et Tucker, la contrainte S est de la forme,
S={xeR"gj(x) <0,h;i(x) = 0}.

On suppose que f admet en x* € X un minimum local et qu’il existe une vecteur v € R" tel

que,

< Vhi(x*),v >=0,

Vi€ I(x*) < Vgi(x*),v ><0.
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Ou I(x*) I'ensemble des indices des contraintes actives au point x*.
Alors il existe des multiplicateurs Ay, A, ..., Ap € Retuy, po, ..., um € R tel que,

\%i +ZAVh —|—Zy]Vg] x*) =0.
i=1 j=

Sous les conditions des deux théorémes 2.3.1 et 2.3.2.

1.5 Conditions suffisantes d’optimalité

Rappelant les deux cas suivants :
Le Lagrangien associé au (PCE) est :

L(x,A) = f(x) + }_ Aihi(x).
Le Lagrangien associé au (PCI) est :
m
L(x,A) = f(x) + ) Ajgj(x)
j=1
Théoréme 1.5.1. Soit x* € R" un point régulier. Alors il existe A* tel que,

o VL(x*,A*) =0
o dTV2 L(x*,A*)d > 0,d # 0 direction admissible

Démonstration. Puisque x* est minimum, on a V2, f(x*) > 0 Et donc par les équations d’Eu-

ler,

d"V2 f(x*)d+ Vf(x)Td > o0. (1.7)

D’autre part,
d"V2 h(x*)d + Vh(x*)Td = 0. (1.8)

En multipliant par A; la relation 1.8 puis on fait la somme avec la relation 1.7, on aura

AT (V2. (f( szh A)d 4+ (Vf(x* ZA Vhi(x)"d > 0.
i=1

Et comme V£ (x*) + Y1 A;Vh;(x*))T = 0. L'inégalité est vérifiée.
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Théoréme 1.5.2. (CS) pour (PCE)
Soit x* € R" et A* € RP vérifiant,

o Vf(x*)+ Xl AjVhi(x*) =0,
e hi(x*) =0,
o dTV2 L(x*,A*)d >0, d#0.

Alors x* est un point minimum du probleme.

Théoreme 1.5.3. (CS) pour (PCI)

Soit x* € R" et u* € R™ vérifiant,
Vf(x") + L 4 Vgi(x*) =0,
gj(x*) <0,

uigi(x*) =0,
dTV2,L(x*,A*)d >0, d#0.

Alors x* est un point minimum du probleme.
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