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Chapitre 3

Modéles de files d’attente

3.1 Modeles M/M/c

Le systeme M/ M/c est un systeme d’attente a arrivées poissoniennes et a nombre de ser-
veurs ¢, chacun ayant une durée de service exponentielle a parametre y. Le nombre de clients
est illimité et la file d’attente est supposée unique et « ordonnée. » Méme s’il y a plusieurs files
il suffit que les clients n’aient aucune préférence pour 1'un ou 'autre des serveurs et que la
circulation soit possible entre les files pour que le cas soit facilement assimilable & un systéeme
avec une seule file d’attente. Pour ce systéme les hypothéses de base sont les suivantes :

— Les arrivées suivent un processus de Poisson avec un taux A.

— Chaque serveur offre un service de durée moyenne 1/, ce qui signifie que le temps

de service est distribué exponentiellement avec un taux p.

A

cu’

Un régime stationnaire existe seulement si la charge est inférieure au nombre de serveurs,

— La charge du systeme est p =
c’est-a-dire p < 1 (ce qui équivaut a % < o).

3.1.1 Probabilités stationnaires de nombre de clients dans le systéme

En régime stationnaire, les taux d’entrée et de sortie de chaque état doivent étre égaux
pour garantir une distribution d’équilibre. Rappelant que P(Qs = 1) est la probabilité d"avoir
n clients dans le systéme. On est en présence de deux cas :

A A A . .. A DRI
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Casl1:0<n<c

Pour n < ¢, il y a suffisamment de serveurs pour que tous les clients soient servis sans
attente. Le flux entrant dans 1’état n (clients arrivant au taux A depuis l'état n — 1) doit étre
égal au flux sortant (clients se faisant servir au taux ny, car il y a n serveurs disponibles).

L’équation d’équilibre devient donc pour 0 <n < c:

AP(Qeo =n—1) = nuP(Qs = n).
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Cela donne,
A
P(Qe = 1) —@P(Qw_n—l).

En itérant cette relation a partir de 7r, on obtient,

T, = T — pour 0 <n <c.

Cas2:n>c

Pour n > ¢, tous les serveurs sont occupés, donc le taux de service total est constant et

égal a cu. Dans ce cas, I’équation d’équilibre devient :
AP(Qewo =n—1) = cuP(Qoo = n).

On résout cette équation en fonction de P(Qs = 1 — 1), ce qui donne :

PQe=m) = ZP(Qu=n-1)
- <$>”—CP<Qm=c>

Donc, on obtient :
T =Tl 4P, pourn > c. (3.1)

3.1.1.1 Calcul de 7y

La constante 779 = P(Q« = 0) est déterminée en normalisant la distribution, c’est-a-dire

en assurant que la somme des probabilités pour tous les états est égale a 1 :

Cela donne:
En simplifiant la seconde somme comme une série géométrique, on trouve que :

c—1 1) -1
(cp)" plc
o = (Z n! +n;c c!
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Donc, La distribution d’équilibre de 71, dans un systeme de file d’attente M/M/c est
donnée par :
o )" si0<n<ec,

n!

¢ .
T " sin>c.

3.1.2 Nombre moyen de clients en attente

Le nombre moyen de clients en attente L; = E(Qc) est la différence entre le nombre dans

le systeme est celui en services :

[ee]

Ly = E(Qe) = Y _(n—c)my.

n=c

Remplacant 77, on aura

o0 (o] CC
L, = ngc(n — )y = r;(n — c)ap”no.

Et comme p = 2, oi1 p < 1, et avec un changement de variable, on aura

uc’
¢ &
—_ c n
L, = 0P Y np".
: n=1
En utilisant le résultat connu :
[oe] " x
n=1

on obtient finalement :

(o) _p
Ly = - 7T0. 3.2
7 (1—p)2 " (3:2)
3.1.3 Nombre moyen de serveurs occupés — Nombre moyen de serveurs
inoccupés
Le nombre moyen de serveurs occupés dépend du nombre de clients en attente :
— Si les serveurs ne sont pas tous occupés : Y. _t 177,

— Si les serveurs sont tous occupés : Y " C7T,.
Apres certains calculs, le nombre moyen de serveurs occupés est,

Ly = E(Seo) = 70 77y " - cp = P (3.3)

et le nombre moyen de serveurs inoccupés est Ls = (1 — p)c.
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Le nombre moyen de clients dans le systéme (attente et service) est donné par :

g A () p
S I (e

o + Cp. (3.4)

3.1.4 Probabilité de temps d’attente

Un client se voit contraint de rejoindre la queue s’il trouve tous les guichets occupés, soit
n > c. Alors,

[e%e) (e} pncc
P(Wy>0)=P(n>c)=) pun=1)
n=s n=c

A
pc’
En utilisant le résultat connu :

oup =

Ce qui donne, en définitive :
C c

c1—p)

D’autre part, soit t I'instant de d’arrivée du client c et s le temps l'instant de départ du

P(W,; >0) =

770

client ¢, alors [t, s] n’est autre que le temps d’attente du client, qui suit une lois exponentielle

avec une moyenne égale a ; V ——, on écrit

p(Wy > t/n>c) =e (Mt
Et d’une maniére générale
p(Wy > t) = p(Wy > 0) - e (H=ME,
La probabilité que le temps d’attente soit inférieur a un certain seuil ¢ est donnée par :
PW; <t)=1—-p(W; >t).

Finalement, on obtient

P(Wy<t)=1- no%e_(”‘_)‘). (3.5)

Temps moyen d’attente des clients : Le temps moyen d’attente pour un client dans le systeme

est:

_ L _ _ 1 (ep)*
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Cela représente le temps d’attente moyen pour les clients arrivant lorsque tous les serveurs

sont occupés. Temps moyen de séjour des clients : Le temps moyen de séjour des clients est :

wobl_1 ()

1
= —————=7g+ —. 3.7
A cpcl(1—p)? " 37

Exercice : Prouver les formules de temps moyen décrites au dessus.

3.2 Modeles M/M/1/k

Le modele M/M/1/K est une extension du modele M/M/1 ot la capacité du systeme est
limitée a K clients. Lorsqu’un client arrive et trouve le systéme plein (i.e., K clients présents),
il est rejeté. Ce modeéle est utilisé pour modéliser des systemes avec capacité limitée tels que

les files d’attente avec espace contraint.

3.2.1 Probabilités d’Etat

1. Equation de récurrence : La probabilité d’état P, est donnée par :
P, =p"my, n=0,1,...,K,

oup = % est le facteur de charge.

2. Probabilité 71j (systeme vide) : Pour normaliser, on obtient :

1-p .
7r0:1_—pK+1, sip # 1.

Sip=1,alors my = K+r1

3. Probabilité 77, : En remplagant 7rp, ona:

_etd-p) 01K

Tk T

3.2.2 Performances du Systéme

1. Taux d’utilisation du serveur (U) : Le serveur est occupé si le systeme n’est pas vide :
u=1- 770

2. Nombre moyen de clients (L) :

K
L= nm.
n=0
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En développant :
P K+t

3. Nombre moyen de clients en file (L,) :
Ly =L~ (1—m).

4. Temps moyen dans le systeme (W) : Par la loi de Little (L = A.W), o1 :
Aot = A1 — 71),

ona:

5. Temps moyen en file (W) :

3.3 Systeme M/G/1

Le modele M/G/1 est un modele de file d’attente a un seul serveur largement utilisé en
recherche opérationnelle et en théorie des files d’attente. Voici une explication des notations
et des composants clés :

3.3.1 Composants du modele M/G/1

M (Arrivées markoviennes) : Les temps entre les arrivées suivent une distribution mar-
kovienne (exponentielle). Les arrivées sont modélisées comme un processus de Poisson avec
un taux A (taux moyen d’arrivée).

G (Temps de service de distribution générale) : Les temps de service peuvent suivre
n’importe quelle distribution de probabilité générale avec une moyenne E[S] = ! (temps
de service moyen) et une variance Var(S) = ¢2.

1 (Serveur unique) : Le systéme comporte un seul serveur qui traite les taches ou clients

un par un.

3.3.2 Taux d’occuation

Dans un intervalle de temps T, le nombre moyen de clients arrivant est A - T (car les
arrivées suivent un processus de Poisson).

Chaque client nécessite en moyenne un temps de service E[S]. Ainsi, le temps total de
service requis par tous les clients dans l'intervalle T est :
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Temps total requis = (A - T) - E[S].
Le taux d’occupation est défini comme la fraction de temps ot1 le serveur est occupé. Cela

correspond au ratio du temps total de service requis au temps total disponible T :

Temps total requis
T

En substituant la valeur du temps total requis :

Apres simplification, on obtient :

p=A-E[S].

3.3.3 Probabilité d’avoir n clients dans le systéme (77,,)

La probabilité 77, est donnée par :

n
w = 7o P,

= (I1-p)p

" pourn > 0.

Cette formule résulte du fait que le modeéle M/G/1, comme le modele M/M/1, obéit a

une distribution géométrique en régime stationnaire.

3.3.4 Indicateurs de performance du modele M/G/1

Le théoreme de Pollaczek-Khinchine est un concept clé dans I'étude des files d’attente. 11
s’applique au modele M/G/1 et permet de calculer précisément les indicateurs de perfor-

mance d'un systéme avec un seul serveur, comme le temps d’attente ou la longueur de la
tile.
a) Temps moyen d’attente dans la file (E[W))

Le temps moyen d’attente avant service dans la file est donné par :

A - Var(S)
BV = F0—p)
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b) Temps moyen de séjour dans le systeme (E[T))

Le temps total passé dans le systeme (file d’attente + service) est :
E[Te] = E[Ws] + EI[S].

En remplagant [E[W,], on obtient :

¢) Longueur moyenne de la file (E[Q])

En utilisant la loi de Little (E[Qo| = AE[W]), on obtient :

A% - Var(S)
E[Qo] = 2212
Q=1 =50 —)
d) Longueur moyenne totale dans le systeme (E|Lo|)

En utilisant a nouveau la loi de Little (E[Ls| = AE[Ts]), ona:

A? . Var(S)

ElLo] =p+ A=)
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