CALCUL STOCHASTIQUE

Processus aléatoire a temps continu

Définition :
Un processus aléatoire a temps continu est une famille de v.a. (X;,t € R,) définie sur

(Q, F,P). On peut également le voir comme une fonction aléatoire :

Q) {fonctions de R, dans R}

w Pt Xi(w)

Définition
Lesva. X; — X, t > s > 0, sont appelées des accroissements du processus (X;).
Définition

Un processus (X;) est appelé un processus a trajectoires continues (ou simplement

processus continu) si P(w € Q : t = X;(w) est continue) = 1.

Mouvement brownien standard

Définition : (Premiere caractérisation du mouvement brownien standard)

Un mouvement brownien standard (abrégé m.b.s.) est un processus aléatoire a temps
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continu (B, t € R") tel que:

i) Bp=0 ps,
ii) (By) est a accroissements indépendants et stationnaires,

iii) B, ~N(0,), Vt>0,

iv) (By) est a trajectoires continues.

Remarque : De cette définition, il suit que pour t > s > 0,
B, —B; ~B,_s ~ N(0,t—5s),i.eE(B,—B,) =0 et IE((B;—B,)?*) =t-s.
En appliquant la loi des grands nombres, on trouve encore que
B,
-7 0 p.s.lorsque t — oo.

De plus, on a

B
—L < N(,1), Vt>0,

Vi

(pas besoin du théoréme central limite pour le prouver!).
On voit donc que le m.b.s. est bien une généralisation a temps continu de la marche

aléatoire symétrique sur Z.

Transformations du mouvement brownien standard

Soit (B;,t € R;) un mouvement brownien standard. Alors les cinq processus ci-

dessous sont également des mouvements browniens standard :
1) BED = —B;, t € R, («— propriété de symétrie du mouvement brownien);
2) soit T € R, fixé : B? = B,y — Br, t € R, («—> stationnarité);
3) soit T € R, fixé : Bf’) = Br — Br_, t € [0, T] (¢ renversement du temps);

4) soita > 0 fixé : BY = LB, t € R, (¢« loi d’échelle);
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5) B§5) =By, t > Oet B(()S) = 0 (¢«— inversion du temps). A cause de la propriété 4),
on appelle le mouvement brownien standard un "fractal aléatoire" ou encore un
"processus auto-similaire", i.e. un processus qui garde le méme aspect a différentes

échelles.

Processus gaussien

Définition
Un processus gaussien est un processus (X, t € R;) tel que (X, ..., X},) est un vecteur
aléatoire gaussien VYn > 1etty,...,t, € R,. Ceci revient a dire que c1 Xy, + ... + ¢, X, est
une v.a. gaussienne Vn > letty, ..., t, € Ryetcy,...,c, € R

Pour un vecteur aléatoire (pas forcément gaussien), on définit encore :

— La fonction m : R, — R donnée par m(t) = E(X;) et appelée la moyenne du

processus.

— La fonction K : Ry X Ry — R donnée par K(t,s) = Cov(X;, X;) et appelée la

covariance du processus.

Proposition (Kolmogorov)
Etantdonné m : R, » RetK: R, xR, » R symétrique et définie positive, il existe
un processus gaussien (X;,t € R;) de moyenne m et de covariance K. De plus, m et K

caractérisent entierement le processus (X;).

Proposition (2éme caractérisation du mouvement brownien standard)
Un mouvement brownien standard (B;, t € IR") est un processus a trajectoires continues

et gaussien avec moyenne m(t) = 0 et covariance K(t,s) = t A's := min(t, s).

Démonstration :
I faudrait vérifier que c1B;, + ... + ¢,B;, est une v.a. gaussienne. Vérifions seulement
que B; + B est gaussienne :
Bt + Bs = (Bt - Bs) + 2Bs/

3



c’est donc une v.a. gaussienne, car la somme de deux v.a. gaussiennes indépendantes
est encore gaussienne.
Soit maintenantt > s >0 :

m(t) =E(By) =0,
K(t,s) = Cov(By, Bs) = E(B:Bs) = E((B; — Bs + B;)B;)
= IE((B; — Bs)Bs) + E(B?) =0 +5,

car (B; — Bs) L B;. On a donc K(t,s) = min(t, s).
Proposition

Les processus suivants sont des martingales par rapport a (Tf) :

l) Mt = B% - t,
i) N; =eB2),

Théoréme de Lévy (3éme caractérisation du mouvement brownien standard)

Soit (X;) un processus a trajectoires continues, adapté a une filtration (F;) et tel que :

i) (X;) est une martingale par rapport a (%)
ii) (X? — t) est une martingale par rapport a (7).

Alors (X;) est un mouvement brownien standard.

Intégrale de Riemann-Stieltjes

Intégrale de Riemann

Soitt > 0 et f : Ry — R continue. On définit

[ oot = im Y (e - 42),
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oul = té”) < t(ln) <<t =y SE”) € [tl(.f)l,tgn)] et (t(()"), e, tﬁf)) est une suite de partitions
de [0, t] telle que

lim max =0.

n—oo 1<i<n

() _ 4(n)
A

Fonction (localement) a variation bornée

Une fonction g : R, — R telle que V¢ > 0,

sup Y [g(t) - g(ti-1)| < oo,
i=1

ol le supremum est pris sur toutes les partitions (to, ..., t,) de [0, t], avec n arbitraire.

Remarque

— Si g est croissante, alors g est a variation bornée, car
Y oty = gtin)| = Y (96t - gt:0)) = 9 - 9(0),
i=1

i=1

est indépendant de la partition choisie, donc

sup Z l9(t) = g(ti-1)| = g(t) = 9(0).
i=1

est indépendante de la partition choisie, donc
n

Z l9(t:) — g(tiz)| = g(®) — 9(0) < o0

i=1

— Si g est la différence de deux fonctions croissantes, alors g est a variation bornée.

(La démonstration est similaire a ce qui précede.)
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Intégrale de Riemann-Stieltjes

Soitt >0, f : Ry — R continue et g : Ry — R a variation bornée. On définit
t n
LﬂWMWﬂgZU@WW%—W%)
i=1

oul = t") < t(") L<t™ = s ) ¢ [tf”l,t(”)] t(tg”), o, t,(f)) est une suite de partitions

de [0, t] telle que
=0.

lim max [ — t‘(,”)1
n—oo 1<i<n =

Proposition

- Si f est continue et g est contintiment dérivable, alors

d = "(s) ds.
£f®g® Lf@m@s

Passons des fonctions déterministes aux processus aléa-

toires

Soit (H;, t € R*) un processus a trajectoires continues.

Soit (V},t € R*) un processus (a trajectoires) a variation bornée.

(fHdV) fH )dV(w)

Cette intégrale est définie trajectoire par trajectoire (i.e. "w par w").

On définit

Variation quadratique

Variation quadratique du mouvement brownien standard

Soit (B;,t € R;) un mouvement brownien standard (par convenance, on notera

parfois B; = B(t)). Pour t > 0, on définit



2”

o - 3 o()-o(52)

i=1

Proposition - Définition.

Pourt > 0,

lim(B)E”) =t ps.

eton définitla variation quadratique du mouvement brownien standard (B); comme

étant donnée par cette limite (par convention, on pose également (B), = 0).

Démonstration

Soient X; = B(#) - B(% Dt ,1<1<2"(tetn fixés). Les v.a. X; sonti.i.d. ~ N(0,t/2") et
2

271

BY =) X
i=1

De plus, on a

2" 2"
E(B)") ZH@—Z% 2
2” 2"

Var((B)gn)) = Z Var(X?) = Z (IE(X;*) _ ]E(ng)z)
i=1 i=1

En conséquence,

. n " 1 s t2
Y PUBY -t > €) < —ZVar((B>( =Ly L
n=1 =

Par le lemme de Borel-Cantelli (a) et le critere donné pour la convergence presque

stire, on a donc

(B 225 1,
n—oo



Intégrale stochastique (ou intégrale d’Itd)

Soit (B, t € IR;) un mouvement brownien standard par rapport a (¥;,t € R,). Soit

T > 0 fixé (# temps d’arrét). Notre but est de construire 1'intégrale stochastique

t
f H;dB;,, te][0,T],
0

pour un processus (H;) vérifiant certaines propriétés. Pour cela, on procéde en

plusieurs étapes (cf. construction de 1?espérance).

Remarque
En mathématiques financieres, T représente 1’horizon du marché (désormais, on tra-
vaillera toujours a horizon fini, ce qui simplifie les choses), (B;) représente 1'évolution

du prix d'un actif, (H;) la stratégie d ?investissement sur cet actif, et

¢
f H dB;
0

le gain réalisé au temps t avec la stratégie H. De la méme maniere qu’a temps discret,
(Hy) doit étre "prévisible" pour qu’il n’y ait pas de délit d’initié. Nous allons voir une

maniére simple de traduire cette propriété de prévisibilité a temps continu.
Premiére étape

Définition Un processus simple prévisible (par rapport a une filtration (¥;)) est un

processus (H;, t € [0, T]) tel que

Hy= ) Xy (), te[0,T],
i=1

oul =1ty <t <---<t, =T forme une partition de [0, T], et X; est une variable
aléatoire ¥;,_,-mesurable et bornée, pour tout i € {1,...,n}. On voit donc que sur 1?in-
tervalle ]t,_1, t;], la valeur du processus (H;) est déterminée par I'information #;,_,, d’ot1
le nom de "prévisible" (I'appellation "simple" vient quant a elle du fait que le processus

ne prend qu ?un nombre fini de valeurs (aléatoires!)). On pose
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T n
(H.B)r = f HedBs =) Xi(B, - B,.).
0 i=1

Cette définition de l'intégrale stochastique pour des processus simples prévisibles
est univoque (mais ¢a demande un petit travail de vérification), et 'intégrale est linéaire

en H, c’est-a-dire

((CH + K)B)T = C(HB)T + (KB)T

Remarque
Cette intégrale représente en quelque sorte "l’aire sous la courbe t — H,?, lorsqu’on
"mesure" les intervalles ]t;_1, t;] al’aide du brownien (B;). Ici, il faut faire attention quand

on parle de mesure car : 1) La "mesure" de l'intervalle B;, — B;_, peut étre négative.

Proposition On a les égalités suivantes :

T
E(H-B)r)=0 et E(H-B)7)=E ( f H? ds) .
0
La seconde égalité ci-dessus est appelée "l'isométrie d'It6". Remarquer que si H(t) =
1, alors on retrouve l'égalité IE(B%) =T.

Démonstration En utilisant la linéarité de 1’espérance et en introduisant un condi-

tionnement a l'intérieur de I'espérance, on obtient :

E((H.B)r) =) E(Xi(B, - B,.)
i=1
= Z IE, (IE(XZ(Bt, - Bti,l)lgjtl;])) *
=1

= Z E (XllE((Bt, - Bt,;l)l?:fi—])) .

i=1

= E(X;E(B, - B;,_,)) = 0.

ol on a utilisé le fait que X; est ;, ,-mesurable et (B;, — B, ,) L ¥}, . Pour l'isométrie,

on calcule



E((H-B)2) =Y E(XX;B,-B,.)B,~B,.)).

ij=1
n n n

E(H-B)2) =Y E(XXB,-B,)*)+2) Y E(X:X(B,— B )By,—Bi.,)).
i=1 i=1 j=i+1

En introduisant a nouveau un conditionnement a l'intérieur des espérances, on

obtient :

E((H-B)2) =YL E(E(X2B, - B, )? | Fi.,)) + 2 Licicjen B (B (XiX;(B, — B, )(B,, = By ) | Fi,, ).
=YL E(XE((B, - B,)D)+2 Y E(XiX(B, - B, )E(B, — t],_l)).

1<i<j<n

= Y EXD)(t— ti1) +0,
i=1

car E((By, — B:,,)?) = t; — ti.1. D’autre part, on a

IE(f H2ds) (Zf szsJ— [sz(t 11))

donc l'isométrie est vérifiée.

Remarque Pour étre tout a fait exact, 'isométrie d'Itd dit encore que si H et K sont

deux processus simples prévisibles, alors

T
E((H - B)r(K - B)y) = ]E( f H.K, ds).
0

La vérification est similaire a celle effectuée ci-dessus, quoiqu’un peu plus technique.
Deuxiéme étape
Soit (Hy,t € [0, T]) un processus simple prévisible comme défini ci-dessus, et t €

[0, T]. On pose :

t n
(H-B); = f H,dB, = (H1j) - Byr = ) Xi(Buas = By o).
0 i=1
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A nouveau, cette intégrale est linéaire en H, et on a, par la proposition précédente :

T t
E((H-B)) =0, E(H-B);)=E(((Hljy)-B)7) = ]E( f Hgl[o,t](s)ds) = ]E( f H? ds).
0 0

De plus, on peut calculer :

tAS
Cov((H - B)t, (K- B)s) = IE((H - B)((K - B);s) = E(f H,K, dr)-
0
Remarque Si t €]t_4, t], alors

k-1
(H-B) = ) Xi(By — By.,) + Xu(By - By,).

i=1
Proposition
Le processus ((H - B);, t € [0, T]) est une martingale continue de carré intégrable.
Démonstration
Par la remarque ci-dessus et la continuité de (B), le processus ((H - B),) est clairement
continu a l'intérieur des intervalles |t;_1, tx[.
Aux points limites, il est aisé de vérifier que le processus reste continu également.
D’autre part, I'isométrie montrée plus haut indique que ((H - B);) est un processus

de carré intégrable, donc par 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

E(I(H - B)|) < JE((H - B)?) < co.

De plus, si on suppose que t €]tc_1, ti], alors :

k-1 n
E((H-B)r | 7) = ) E(Xi(By = By.,) | F) + EXi(By, = By ,) | F) + ) E(Xi(B, — By, | 7).
i=1 i=k+1
k-1 n
= Y Xi(B, - By.) + XiE((By, — By ) | F) + ) | B(Xi(By - By, | F.,) | Fo).
i=1 i=k+1

k-1
= in(Btj - Bt[_1) + Xk(Bt - Btk,l) + O = (H : B)t
i=1
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par la remarque ci-dessus. Le processus ((H - B);) est donc une martingale, car pour

t<s,ona:

E((H - B): | #5) = E(E((H - B)r | #1) | %) = E((H - B)r | F5) = (H - B)s.

D’apres 'inégalité de Doob, on a :

T
]E(sup(H-B)tz] < 4E((H-B)?) =41E(f Hgds).
0

te[0,T]

Propriétés de I'intégrale stochastique

- Linéarité : ((cH + K) - B)t = ¢(H - B); + (K- B); p.s.
- Espérance nulle et isométrie : E((H - B);) = 0 et Cov((H - B);, (K- B);) = ]E(foms H, K, dr).

- (H - B) est une martingale continue de carré intégrable telle que

T
IE(sup(H-B)f) < 4]E[f Hszds].
t€[0,T] 0

Intégrale stochastique par rapport a une martingale

On peut généraliser l'intégrale d'Ito6 en remplagant le mouvement brownien B par M,
L . t . t
une martingale continue de carré intégrable. On écrit alors fo H;dM; aulieude fo H,dB;.

1. Pour (H;) un processus simple donné par

H; = Z Xil]ti—lfti](t)’
i=1

on pose

t n
(H-M), = f H,dM; = Z Xi(Mti/\t - Mti_lAt)/
0 i=1
et on vérifie que :
t
E((H-M)) =0, E(H -M)7)=E [ f H: d<M>s] .
0

12



Remarquer que le terme ds apparaissant dans l'isométrie pour (H - B); a logique-
ment été remplacé par d(M); pour tenir compte de la variation quadratique (M), de la

martingale, qui n’est pas forcément égale a s.

D’autre part, on vérifie que le processus ((H - M);,t € [0,T]) est également une

martingale continue de carré intégrable.

2. L'extension de l'intégrale a un processus (H;) adapté, continu a gauche, limité a

T
E [f H? d(M}S] < o0
0

est identique a celle effectuée pour fot H, dB,.

droite et tel que

Donnons ici la liste des propriétés de (H - M); = fot H,dM; :

— Linéarité :

((cH+K)-M); = c(H-M); + (K- M), (H-(M+N)); =(H-M)+ (H-N),.

E((H-M);) =0, E(H -M)f)=1El f H§d<M>S].
0
COV((H'M)tl (K N)t) =E lf H,K d<MrN>sl
0
H-M)) = tHfdMs.
(H - M) fo M)

t
(H - M), (K- N)), = f HLK, d(M, N),.
0
"Regle" utile a retenir: Si X; = [ H,dM, (i.e. dX; = H;dM,), alors :

d<X>t = th d{M);.
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Noter que si M; = fot K, dB,, alors :

t t
X, = f H,K,dB;, et (X); = f H2K? ds.
0 0

De méme, vu que la propriété de martingale (continue de carré intégrable) est

préservée, on peut encore définir (L - X); = fo ' L,dX,, etc.
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