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 التوزیعات الاحتمالیة المتصلة
 التوزیع الطبیعيأولا: 

  تمهید:
 یعد التوزیع الطبیعي من أهم التوزیعات الاحتمالیة في الاحصاء لأن:

 صادفها في التجارب العملیة تتوزع توزیعا طبیعیا.كثیر من الظواهر التي ن -
 ،كانت أم مستمرة تحت شروط معینة یستخدم هذا التوزیع كتقریب للعدید من التوزیعات الاحتمالیة متقطعة -

صلي لحسابیة التي یتطلبها التوزیع الأویقلل من معاناة العملیة ا ،وبالتالي یعتبر كتقدیر أحسن لهذه التوزیعات
 بعد تعویضه بالطبیعي.

) وفي توزیعات المعاینة وغیرها الثقةله أهمیة كبیرة في الاستقراء الاحصائي (إختبارات الفروض، مجالات  -
 تبع التوزیع الطبیعي تحت شروط محددة (نظریة النهایة المركزیة).التي ت

 سهل حساب الاحتمالات.، وبالتالي یقیم هذا التوزیع مجدولة -
 التوزیع الطبیعي توزیع نظري لكون مثلویته الریاضیة لا یمكن مصادفتها بالتمام في الطبیعة. :ملاحظة

  ة:الة الكثافة الاحتمالید. 1

 بالرمز: μ و  δتوزیع الطبیعي ذو المعلمتین یرمز لل
X ↝ N(µ; δ2) 

 وتعرف دالة كثافتھ الاحتمالیة كما یلي:
 

∀x ∈ ℜ:             f(x) =
1

δ√2π
e−

1
2�
x−µ
δ �

2

 

 حیث:
Xالمجال على معرف وهو ،الطبیعي : المتغیر العشوائي  ]−∞, +∞[ . 
µ :(المتوسط الحسابي للمجتمع). وهو مقدار ثابت حقیقي یعكس متوسط المجتمع ،حسابيال  طوسال  
δ الانحراف المعیاري لتوزیع المجتمع. وهوثابت حقیقي موجب، : مقدار 

    ملاحظة:
ویتحدد شكل التوزیع تماما بمجرد  وحید ولكنه عائلة من التوزیعات، إن التوزیع الطبیعي لیس توزیع

 .لذلك یعرف بدلالتھما δ و μمعرفة معلمیته 
 I1، وذلك استنادا إلى التكامل الشهیر شروط دالة كثافة احتمالیةتحقق  fویمكننا التحقق من أن 

 كما هو مبین من خلال ما یلي: I3و I2وایجاد التكاملین 
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I1 = � 𝑒𝑒−
1
2𝑦𝑦

2
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

+∞

−∞

√2π 

I2 = � 𝑦𝑦𝑒𝑒−
1
2𝑦𝑦

2
𝑑𝑑𝑑𝑑

+∞

−∞

 

            = − � −𝑦𝑦𝑒𝑒−
1
2𝑦𝑦

2
𝑑𝑑𝑑𝑑

+∞

−∞

 

 

       = −e−
1
2y

2
�
−∞

+∞
 

I2 = � 𝑦𝑦𝑒𝑒−
1
2𝑦𝑦

2
𝑑𝑑𝑑𝑑

+∞

−∞

= 0 

I3 = � 𝑦𝑦2𝑒𝑒−
1
2𝑦𝑦

2
𝑑𝑑𝑑𝑑

+∞

−∞

 

                             = −𝑦𝑦 e−
1
2y

2
�
−∞

+∞
+ � 𝑒𝑒−

1
2𝑦𝑦

2
𝑑𝑑𝑑𝑑

+∞

−∞

 

I3 = � 𝑦𝑦2𝑒𝑒−
1
2𝑦𝑦

2
𝑑𝑑𝑑𝑑

+∞

−∞

= √2𝜋𝜋 

 هي دالة كثافة احتمالیة: fالتحقق من أن والآن یمكن 
∀x ∈ ℜ: f(x) ≥ 0 

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1

𝛿𝛿√2𝜋𝜋
� 𝑒𝑒−

1
2�
𝑥𝑥−𝜇𝜇
𝛿𝛿 �

2

𝑑𝑑𝑑𝑑
+∞

−∞

+∞

−∞

 

            =
1

√2π
� e−

1
2y

2
𝑑𝑑𝑑𝑑

+∞

−∞

 

=
1

√2π
I1 = 1 

 حیث:

𝑦𝑦 =
𝑥𝑥 − 𝜇𝜇
𝛿𝛿  

⇒ 𝑥𝑥 = 𝛿𝛿𝛿𝛿 + 𝜇𝜇 
⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿    
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المنحنى فیتضح من خلال  لتوزیع الطبیعيلدالة الكثافة الاحتمالیة ل التمثیل البیانيأما فیما یخص 
خلال التمثیل البیاني بعض خصائص كما یتضح من  أنه ذو شكل جرسي،الممثل لتابع الكثافة  الآتي

 التوزیع الطبیعي:

 

 تابع التوزیع:. 2

 ویساوي إلى: Xلمتغیر عشوائي مستمر  𝐹𝐹(𝑥𝑥)نعرف أن تابع التوزیع 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝(𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥) 

 متغیر عشوائي طبیعي فإن التوزیع لهذا المتغیر یساوي إلى: Xإذا كان 

𝐹𝐹(𝑥𝑥) =
1

𝛿𝛿√2𝜋𝜋
�𝑒𝑒−

1
2�
𝑥𝑥−𝜇𝜇
𝛿𝛿 �

2
𝑥𝑥

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑 

 Xو  ∞−والمحصورة بین  𝐹𝐹(𝑥𝑥) ـالمساحة الاجمالیة تحت المنحنى المقابل لویعكس هذا التابع 
 وهذا ما تعكسه المساحة  المظللة كما یبرز ذلك الشكل المقابل:
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 حالات قیاسیة (منهجیة الحساب):. 4

هذا ما یعكسه  موجب تماما، bبحیث أن  bقیمة أقل أو تساوي  Xلنحسب احتمال أن یأخذ المتغیر 
 الشكل البیاني والممثل بالمساحة المضللة.

 
وباعتماد مفهوم التمام یمكننا استخلاص القیمة الاحتمالیة التي تغطیها المساحة التي تقع على یسار النقطة 

b الآتي:هذا مایعكسه الشكل البیاني و  ،وهو الحادث المتمم 

 

 bأقل  أو یساوي  a  حیثب bو a حساب المساحة المحصورة بین نقطتینلو 

 یعني إیجاد احتمال أن یتردد المتغیر المفروض بین هاتین النقطتین، أي أن:

𝑝𝑝(𝑎𝑎 ≤ 𝑋𝑋 ≤ 𝑏𝑏) =
1

𝛿𝛿√2𝜋𝜋
�𝑒𝑒−

1
2�
𝑥𝑥−𝜇𝜇
𝛿𝛿 �

2
𝑏𝑏

𝑎𝑎

𝑑𝑑𝑑𝑑 

وهذا ما  ،bو aوالمحصورة بین  𝐹𝐹(𝑥𝑥) لـ ویعكس هذا التابع المساحة الإجمالیة تحت المنحنى المقابل 
 الموالي:تعكسه المساحة المظللة كما یبرز ذلك الشكل 
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 الممیزات العددیة:. 4

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = � 𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 = � 𝑥𝑥
1

𝛿𝛿√2𝜋𝜋
𝑒𝑒−

1
2�
𝑥𝑥−𝜇𝜇
𝛿𝛿 �

2

𝑑𝑑𝑑𝑑
+∞

−∞

+∞

−∞

 

 نضع التحویل:

𝑦𝑦 =
𝑥𝑥 − 𝜇𝜇
𝛿𝛿  

⇒ 𝑥𝑥 = 𝛿𝛿𝛿𝛿 + 𝜇𝜇 
⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿    

𝐸𝐸(𝑋𝑋) =
1

√2π
� (𝛿𝛿𝛿𝛿 + 𝜇𝜇)e−

1
2y

2
𝑑𝑑𝑑𝑑

+∞

−∞

 

                                   =
δ

√2π
� ye−

1
2y

2
𝑑𝑑𝑑𝑑 +

𝜇𝜇
√2𝜋𝜋

� 𝑒𝑒−
1
2𝑦𝑦

2
𝑑𝑑𝑑𝑑

+∞

−∞

+∞

−∞

 

                                   =
δ

√2π
I2 +

𝜇𝜇
√2𝜋𝜋

𝐼𝐼3                                            

𝐸𝐸(𝑋𝑋) = 𝜇𝜇 

 التباین:

𝑉𝑉(𝑋𝑋) = 𝐸𝐸(𝑋𝑋2) − [𝐸𝐸(𝑋𝑋)]2 

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = � 𝑥𝑥2𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1

𝛿𝛿√2𝜋𝜋
� 𝑥𝑥2𝑒𝑒−

1
2�
𝑥𝑥−𝜇𝜇
𝛿𝛿 �

2

𝑑𝑑𝑑𝑑
+∞

−∞

+∞

−∞

 

 نضع التحویل:

𝑦𝑦 =
𝑥𝑥 − 𝜇𝜇
𝛿𝛿  
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⇒ 𝑥𝑥 = 𝛿𝛿𝛿𝛿 + 𝜇𝜇 
⇒ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿    

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) =
1

√2π
� (𝛿𝛿𝛿𝛿 + 𝜇𝜇)2e−

1
2y

2
𝑑𝑑𝑑𝑑

+∞

−∞

 

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) =
δ2

√2π
� 𝑦𝑦2e−

1
2y

2
𝑑𝑑𝑑𝑑

+∞

−∞

+
𝜇𝜇2

√2𝜋𝜋
� 𝑒𝑒−

1
2𝑦𝑦

2
𝑑𝑑𝑑𝑑 +

2𝛿𝛿𝛿𝛿
√2𝜋𝜋

� 𝑦𝑦𝑒𝑒−
1
2𝑦𝑦

2
𝑑𝑑𝑑𝑑

+∞

−∞

+∞

−∞

 

𝐸𝐸(𝑋𝑋2) = δ2 + 𝜇𝜇2 
V(X) = δ2 
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 ثانیا: التوزیع الطبیعي المعیاري
 . دالة الكثافة الاحتمالیة:1

التوزیع الطبیعي المعیاري إذا كانت دالة كثافة المستمر أنه یتبع Z نقول عن المتغیر العشوائي 
 تحقق:  𝜑𝜑احتماله 

∀ 𝑧𝑧 ∈ ℜ ∶ φ(𝑧𝑧) =
1

√2𝜋𝜋
𝑒𝑒−

1
2𝑦𝑦

2
 

 وعندها نكتب:
𝑧𝑧 ↝ 𝑁𝑁(0,1) 
𝐸𝐸(𝑧𝑧) = 0  
 𝑉𝑉(𝑧𝑧) = 1 

 تحقق: Φوتكون دالة التوزیع 

∀𝑧𝑧 ∈ ℜ:            Φ(z) = p(Y ≤ z) =
1

√2𝜋𝜋
�𝑒𝑒−

1
2𝑧𝑧

2
𝑧𝑧

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑 

متناظر بالنسبة للمستقیم الذي معادلته         Zإن المنحنى الممثل لدالة الكثافة الاحتمالیة للمتغیر 
𝑧𝑧 =  هي دالة زوجیة. φلأن  0

∀ z ϵ ℜ: φ(−𝑧𝑧) = φ(𝑧𝑧) 
Φ(−𝑧𝑧) = 𝑝𝑝( 𝑍𝑍 < −𝑧𝑧 ) 

                 = 1 − 𝑝𝑝(𝑍𝑍 ≤ 𝑧𝑧) 
       = 1 − Φ(𝑧𝑧)   

 . الدالة المولدة للعزوم2
 یتبع التوزیع الطبیعي المعیاري Zلیكن 

Ζ ↝ 𝑁𝑁(0,1) 
𝑚𝑚z(𝑡𝑡) = 𝐸𝐸(𝑒𝑒𝑡𝑡𝑡𝑡)  

 

                                     =
1

√2𝜋𝜋
� 𝑒𝑒𝑡𝑡𝑡𝑡𝑒𝑒−

1
2𝑧𝑧

2
𝑑𝑑𝑑𝑑

+∞

−∞

 

                                       =
𝑒𝑒
1
2𝑡𝑡

2

√2𝜋𝜋
� 𝑒𝑒−

1
2(𝑧𝑧−𝑡𝑡)2𝑑𝑑𝑑𝑑

+∞

−∞

 

                                           =
𝑒𝑒
1
2𝑡𝑡

2

√2𝜋𝜋
√2𝜋𝜋                           

𝑚𝑚𝑧𝑧(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒
1
2𝑡𝑡

2
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 نظریة:
𝑋𝑋إذا كان  ↝ 𝑁𝑁(𝜇𝜇, 𝛿𝛿)  فإنΖ = 𝑋𝑋−𝜇𝜇

𝛿𝛿
↝ 𝑁𝑁(0.1) 

𝑋𝑋 ↝ 𝑁𝑁(𝜇𝜇, 𝛿𝛿) ⟺ Ζ = 𝑋𝑋−𝜇𝜇
𝛿𝛿

↝ 𝑁𝑁(0,1)  
 . الدالة المولدة للعزوم للتوزیع الطبیعي العام3

𝑚𝑚𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝐸𝐸[𝑒𝑒𝑡𝑡𝑡𝑡] 
                      = 𝐸𝐸�𝑒𝑒𝑡𝑡(𝛿𝛿𝛿𝛿+𝜇𝜇)� 

                          = 𝐸𝐸� 𝑒𝑒𝑡𝑡𝑡𝑡. 𝑒𝑒(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑧𝑧� 
                        = 𝑒𝑒𝑡𝑡𝑡𝑡 𝐸𝐸�𝑒𝑒(𝑡𝑡𝑡𝑡)𝑧𝑧� 

                     = 𝑒𝑒𝑡𝑡𝑡𝑡. 𝑒𝑒
1
2(𝑡𝑡𝑡𝑡)2 

     𝑚𝑚𝑥𝑥(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒𝑡𝑡𝑡𝑡+
1
2𝛿𝛿

2𝑡𝑡2 
 . العلاقة بین دالة التوزیع للقانون الطبیعي العام ودالة التوزیع للقانون الطبیعي المعیاري:4

 حیث: Zو Xلیكن المتغیرین العشوائیین 

𝑧𝑧 =
𝑥𝑥 − 𝜇𝜇
𝛿𝛿  

𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝 �
𝑋𝑋 − 𝜇𝜇
𝛿𝛿

≤
𝑥𝑥 − 𝜇𝜇
𝛿𝛿 � 

   = 𝑝𝑝 �𝑌𝑌 ≤
𝑥𝑥 − 𝜇𝜇
𝛿𝛿 � 

= Φ�
𝑥𝑥 − 𝜇𝜇
𝛿𝛿 �   

= Φ(𝑧𝑧)  
، فكل  Zتعطى بدلالة دالة التوزیع للمتغیر العشوائي xللمتغیر العشوائي  وهكذا نلاحظ أن قیم دالة التوزیع

 حساب للاحتمالات المتعلقة بالتوزیع الطبیعي یمكن تحویلها إلى حساب احتمالات للقانون الطبیعي المعیاري.
 


