Réduction des Endomorphismes




Chapitre 1

Trigonalisation des endomorphismes

Dans tout ce chapitre E est un espace vectoriel sur K = R ou C, et f est un endomorphisme de E.
Si on se place dans une base de E, on peut représenter f par une matrice. Le but de ce chapitre est de
trouver une base de E telle que la matrice représentant f dans cette base soit triangulaire.

1.1 Trigonalisation

Définition 1.1.1. On dit que f est trigonalisable si et seulement si il existe une base B de E telle que la matrice
de f dans la base B soit triangulaire.

Définition 1.1.2. A € M,,(K) est trigonalisable si et seulement si A est semblable a une matrice triangulaire,
c’est-a-dire il existe une matrice P € M,,(K) inversible telle que P~ AP soit triangulaire.

Remarque 1.1.1. 1. Soient f € L(E), B une base de E, A = Matg(f). Alors f est trigonalisable si et
seulement si A est trigonalisable.
2. Toute matrice triangulaire est trigonalisable.

3. Si f € L(E) est trigonalisable, alors les éléments diagonaux d'une matrice triangulaire représentant f
sont les valeurs propres de f, écrites sur cette diagonale autant de fois que l'indiquent leurs ordres de
multiplicité.

1.1.1 Une condition nécessaire et suffisante de trigonalisation

Théoréeme 1.1.1. Soit A € M,,(K). Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
i) A est trigonalisable.
ii) Pa(A) est scindé dans K.

Remarque 1.1.2. Nous avons le méme théoréme pour un endomorphisme en dimension finie.

Démonstration.

1. i) = ii) Supposons que A soit trigonalisable, alors A est semblable a une matrice T triangulaire

t11 F1n
0
T =
0 0 tun

Donc Pr(A) = (A — t11)(A — t22) - - - (A — tyn), alors P4 (A) est scindé dans K.

2. ii) = i) On fait une preuve par récurrence sur 7.
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e Soit P(n) la propriété : Pour toute matrice A € M,,(K) telle que Pa(A) soit scindé dans K, alors

A est trigonalisable.
e Ona P(1) est vraie.
e Supposons P(n) vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.

Soit A € M,+1(K) telle que P4(A) soit scindé sur K. P4(A) donc admet ou moins un racine

dans IK, que I’on notera A. Soit v; un vecteur propre associé a la valeur propre A. Donc

A semblable a A B avec
0 A

® B € My,(K)
o A1 € M, (K)
e 0 € M, (K) la matrice nulle.

Ona
PH(X) = (A — X)Py, (X).

Donc Py, (X) est scindé sur K. D’apres P(n), il existe P, inversible et T une matrice triangulaire
telles que A, = P, TP, 1
0

1
Posons P = e M K).
0 P2 ) n+1( )

1 0
P est inversible d’inverse P~ = 4 -
0 P,

A X
Montrons qu'il existe X € M ,(K) telle qu’en notant T = ( ! T >, on ait
2

0
MoB Y prpet,
0 A

~1
Ona:PTP™! = 1o M X ! (11 = Mo XP . Il suffit donc de choi-
0 P, 0 T 0 P, 0 A

A B
A1
Ceci montre que A est trigonalisable.

sir X = BP, pour obtenir = PTP~ L.

Corollaire 1.1.1. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n.
1. Tout endomorphisme de E est trigonalisable.

2. De méme, toute matrice carrée de M,,(C) est trigonalisable.

Démonstration.

1. Soit f un endomorphisme de E. Tout polynéme est scindé dans C, donc Py est scindé par consé-

quent f est trigonalisable.

2. Soit A € M,,(C). Tout polyndme est scindé dans C, donc P4 est scindé par conséquent A est
trigonalisable.

O
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1.2 Réduction de Jordan

1.2.1 Formes de Jordan

Définition 1.2.1. On appelle bloc de Jordan d’ordre 1, une matrice J(A) € M,;(K) de la forme

A1 0 ... 0
A

J(A) = A 0

1

0 ... ... 0 A

Exemple 1.2.1.

1
e La matrice ( 3 3 > est un bloc de Jordan d’ordre 2.

2
o Lamatrice | 0 2 1 | estun blocde Jordan d’ordre 3.
0 0 2
-1 1 0 0
. 0o -1 1 ,
e [a matrice 0 0 11 est un bloc de Jordan d’ordre 4.

o o0 0 -1

Définition 1.2.2. On dit qu’'une matrice M est sous la forme de Jordan si elle est diagonale par blocs et que
les blocs diagonaux sont des blocs de Jordan.

Exemple 1.2.2. La matrice A € Mg(R), telle que

o O O O© O

N

I
S O O OO W
S O O Ol W =
| O N|O O
S|l o N RO O
SN kR OO O

=
est sous la forme de Jordan, il y a 3 blocs de Jordan.

Remarque 1.2.1. Une matrice sous la forme de Jordan est une matrice triangulaire supérieur.

1.2.2 Réduction de Jordan d’une matrice

La réduction de Jordan d’'un endomorphisme f surE consiste a trouver une base de E dans laquelle
la matrice de f par rapport a B est sous la forme de Jordan. De méme la réduction de Jordan d"une
matrice A consiste a trouver une matrice sous la forme de Jordan qui est semblable & A.

Théoréeme 1.2.1. (de Jordan)

1. Soit f un endomorphisme de E dont le polyndme caractéristique, Pr(X) est scinde sur KK, alors il existe
une base de E oi1 la matrice de f est sous forme de Jordan.
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2. 5i A € M,(K) a son polyndme caractéristique scindé sur K, alors A est semblable (sur IK) a une
matrice sous forme de Jordan.

1.2.3 Technique pratique de trigonalisation

La technique pour calculer la réduction de Jordan d"une matrice A sur K est de la fagon suivante :

1. Factoriser le polyndme caractéristique p(A) = det(A — Al,). On continue uniquement si le
polynome caractéristique est scindé.

2. Trouver une base de chaque sous espace propre.

3. Compléter cette base s’il a lieu. Si la multiplicité de la valeur propre A est m, alors qu’il y a
que [ < m vecteurs propres libres, il faut trouver encore m — | vecteurs. Pour chaque vecteurs

propres v déja trouvé, vous allez résoudre le systeme
(A=Aw =w.

Vous devez vérifier que la solution w est libre de vecteurs déja écrit.
4. On fabrique la matrice de passage P en matant en colonnes les vecteurs propres trouvés.

5. On calcule P71, et fabriquer la matrice sous la forme de Jordan ] par la relation

J=P AP

1.2.4 Exemples de trigonalisation

Exemple 1.2.3.
1 2

Soit la matrice A =
-2 -3

) € Mz(R).

1. Déterminons le polyndme caractéristique de A.

1 2

Pa(A) = 5 3

= (1+A)%

Les valeurs propres de A sont les racines de P4 () ), ce sont donc —1 ( double).

2. Montrons que A n’est pas diagonalisable.

Ona
E1:{@yﬁA<i>:—l<i>}:<@—D>.

Donc dimE_q = 1 # deg(—1) = 2, par conséquent A n’est pas diagonalisable.

3. Montrons que A est trigonalisable.
Le polynome caractéristique de A est scindé, donc A est trigonalisable.

4. Complétons une base de E_; et déterminons P la matrice de passage.
le sous espace E_1 est engendré par le vecteur v1 = (1, —1). Pour compléter une base de R?, cherchons
un vecteur vy = (x,y) vérifiant le systeme

(A + IQ)Z)Q = 71.
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(2 2)0)-4

2x+2y =1 1
Sx==—
—2x —2y=—1 2 Y

On obtient donc le systéme

1 1
Sion pose x = 0, alors y = 5 Donc v, = (0, 2)

(4 1)

5. Calculons P~! et déterminons la matrice sous la forme de Jordan |

La matrice de passage P est égale a

Ni= O

1! 11 10
Pl=_——(Co(P)=2"| 2 =
detp (CO(P)) (o 1) (2 2)
Donc
= plap — 10 1 2 1 (1) _ (-1 1
2 2 -2 -3 -1 5 0 -1
Exemple 1.2.4.
1 1 0
Soit lamatriceB=| -1 0 -1 [ € M3(R).
0 -1 1

1. Déterminons le polyndme caractéristique de B.

1-A 1 0
Ps(A)=| -1 —-A -1 |=(1=))
0 -1 1-4A

—A -1
1 1-A

-1 -1
0 1-A

= A(A—1)%

Les valeurs propres de B sont les racines de Pg(A), ce sont donc 0 (simple) et 1 (double).

2. Montrons que B n’est pas diagonalisable.

0
Ecb=<(xyz)eR®: By |=] 0
z 0

On obtient le systeme
x+y=20
—x—z=0&x=—z=—y

-y+z=0



Chapitre 1. Trigonalisation des endomorphismes 6

Donc
Eo={(x,—x,—x); xeR}=<(1,-1,-1)>.

Ei={(xyz)eR’: B| y |=

On obtient le systeme
X+y=x
—x—z=y<x=-zy=0
—-ytz=z
Donc

E1={(-20,2); x€R}=<(-1,0,1)>.

et (—1,0,1) est libre donc forme une base de Eq, alors dimE; = 1 # deg(1) = 2 par conséquent B n’est
pas diagonalisable.

3. Montrons que B est trigonalisable.
Le polynome caractéristique de B est scindé, donc B est trigonalisable.

4. Complétons une base de E; et déterminons P la matrice de passage.
le’ sous espace Ey est engendré par le vecteur v1 = (—1,0,1). Pour compléter une base de R®, cherchons
un vecteur vy = (x,y, z) vérifiant le systeme

(B — 13)02 = 01.

0o 1 0 x -1

-1 -1 -1 y | = 0

0 -1 0 z 1

On obtient le systéme
y=-1
—x—y—z=0 Sy=-lLx=1-z
—y=1

On pose z=0, on obtient x =1, donc v, = (1, —1,0).

Soit o, B € R tels que «(—1,0,1) + B(1,—1,0) = (0,0,0), donc « = p = 0, d’oi1 vy et v, forment une
base de E;.

La matrice de passage P est égale a

5. Calculons P~! et Déterminons la matrice sous la forme de Jordan |
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Ona
Li+L
-1 -1 1 1+Fs 0 1 Lo
detP=| 1 0 -1 -1 | = =1.
— 11
1 1 0 1 0
Donc P est inversible et
, (1 -1 1 1 1 1
*1—LCP))—1 1 -1 0 |= 1 -1 0
P _detP( o 1 N I
1 0 1 1 0 1
D’oui
1 1 1 1 1 0 -1 -1 1 000
J=P'BP=| -1 -1 0 -1 0 -1 1 0 -1 |=]1011
1 0 1 0 -1 1 1 1 0 001

1.3 Applications de trigonalisation

Les applications de trigonalisation sont les mémes que celles de diagonalisation déja vue dans le

chapitre 4, avec des petites différences dans les techniques de calcules.

1.3.1 Application aux puissances d’'une matrice carrée

Voici une premiére application de la trigonalisation d"une matrice carrée. Il est facile de calculer la

puissance k-eme d’une matrice diagonale puisqu’il suffit d’élever a la puissance k chacun des termes

diagonaux :
@y 0 0 ... 0 k00 .00
0 ay O 0 0 af 0 0
D= =DF=| :
0 0 ty_1 0 0 0 ak 0
0 0 0 a, 0 0 0 af

Soit A € M,,(K). Pour un nombre naturelle k on a

AR = Ax Ax...xA.
k fois

Si A est trigonalisable, alors il existe une matrice sous la forme de Jordan tel que
J=DP'AP.

Donc
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AF = AxAx...xA
k fois
= (PJPY) x (PJPY) x ... x (PJP7Y)
k fois
= PJLJI,...L,JP~!
= PJxJx...xJP7,
T
= pjkp~L.

La matrice | est sous la forme de Jordan, donc il sécrit
J]=D+N

avec D est une matrice diagonale et N est une matrice nilpotente. Donc

k . . .
J* = (D +N)* =Y CiN'DF,
i=0
D’ou .
A"=PY C,N'D"'P.
i=0
Exemple 1.3.1.
1 1 0
Soit lamatrice A= | —1 0 —1 | € M3(R).. On veut calculer A", n € IN.
0o -1 1
D’apres I'exemple (1.3.2), A est trigonalisable et

A=Pp
avec
000 -1 -1 1 1 1
J=l011|,P=] 1 0 -1 ]|ePl=| -1 -1
001 1 1 0 1 0

Ona] =D+ N,avec D =

o o o
S )
— o o

x

S

I
o o o
o o o
S )
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]1’1 — (D+N)n

= Y GN'D*"=D"+nND""!, (car N*=0,Vk >?2)

i=0
0 0 O 0 00 0 0 0
= 0o 1" 0 +n] 0 0 1 0 171 0
o o0 17 0 00 0 0 11
0 0 O
= 01 n
0 01
D’oit
An — P]npfl
-1 -1 1 00 O 1 1 1
= 1 0o -1 01 n -1 -1 0
1 1 0 0 0 1 1 0 1
2—-n 1 1-—mn
= -1 0 -1
n—1 -1 n

1.3.2 Application aux systémes des suites récurrentes
Soient (U, ), (Ua, ), .- ., (Uk,) k suites, et soit le systeme des suites récurrentes

Uy,,, = anly, +aply, + - +ayply,

Uy, ., = an Uy, +axnly, + - - -+ ayUy, a1

Uk,,, = axth, + arpls, + - - + ag U,

d’écrire le systeme sous la forme matricielle :

us,., a1 app - ap U,
uZnH _ aip dip ... dA12 len
Uk, ., app A - A1 Uy,
U, apn dip - a4
U aip A4y ... A2
On pose X, = "letA= } ) . Donc le systeme (1.1) s’écrie
U, ap app - A4

X1 = AXy.
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Qui nous donne :

X, = A"X,.

Si A est trigonalisable, alors il existe une matrice sous la forme de Jordan | et une matrice inversible P

tels que
A=pPJp 1

Donc
X, = A"Xy = PJ"P~'X,,

La matrice | est sous la forme de Jordan, donc il s’écrit
J]=D+N

avec D est une matrice diagonale et N est une matrice nilpotente. Donc

n . . .
J"=(D+N)'=) C,ND"".
i=0

1
n . . .
X, =P)Y C,N'D"'P7'X,.

i=0

Exemple 1.3.2.

Soit le systeme des suites récurrentes suivant :

Upp1 = 4uy, + 0, — 3wy,
Upt1 = —Uy + 20, + wy, (1.2)
Wy1 = 2wy

avec uy = 1,v9 = 0 et wyg = —1.
Le systeme (1.2) s’écrit sous la forme matricielle

un+1 4 1 _3 un
Upa1 = -1 2 1 Un
wn+1 0 O 2 ?/Un
Uy 4 1 -3
On pose X, = Un et A= -1 2 1 . Donc on aura
Wy 0O 0 2
Xn+1 - AXn

1. Déterminons le polyndme caractéristique de A :
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PaM)=| -1 2—-A2 1 |=02-A)(B-1)>~

Les valeurs propres de A sont les racines de Pa(A), ce sont donc 2 (simple) et 3 (double). On a Py(A)
est scindé donc A est trigonalisable.

2. Déterminons les sous espaces propres :

X 2x
E2={(xyz)eR®: Bl y |=] 2
z 2z

On obtient le systéme
4x +y —3z = 2x

—Xx+2y+z=2y Sx=z=yY
2z =2z

Donc
E; ={(x,x,x); xeR}=<(1,11)>.

3x
E; = (x,y,z)€R3: al vy | =1 3y
z 3z

On obtient le systéme
4x +y—3z =3x
—x+2y+z=3y <y=-x2=0
2z =3z
Donc
E; = {(x,—x,0); x€R}=<(1,-1,0)>.

et (1,—1,0) est libre donc forme une base de E3, alors dimE3 = 1 # dg(1) = 2 par conséquent A n’est
pas diagonalisable.

3. Complétons une base de E; et déterminons P la matrice de passage :
le’ sous espace Eg est engendré par le vecteur v; = (1, —1,0). Pour compléter une base de R®, cherchons
un vecteur vy = (x,y, z) vérifiant le systeme

(B — 313)7)2 = 71.

1 1 -3 x 1
-1 -1 1 y | =] -1
0 0 -1 z 0
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On obtient le systeme
x+y—3z=1
—x—y+z=-1z=0x=1-y
—z=0
On pose y=0, on obtient x = 1, donc v, = (1,0,0). Soit «, B € R tels que «(1,0,0) + 5(1,—1,0) =
(0,0,0), donc « = B = 0, d’oit vy et vy forment une base de Es.
La matrice de passage P est égale a

1 1 1
P=11 -1 0
1 0 0

4. Calculons P~! et déterminons la matrice sous la forme de Jordan J :

OnadetP = —1, donc P est inversible et

, (0 0 1 0 0 1
-1 LC(P))—E 1 1 [=]0 -1
P = Gep (Co(P)) =1 - - -
1 1 =2 1 1 =2
D’oit
0 0 1 4 1 -3 1 1 2 00
J=P'AP=| 0 -1 1 -1 2 1 1 -1 0]=]0231
1 1 =2 0 0 1 0 0 003
00 000
Ona]J]=D+N,avecD=| 0 3 0 |[eteN=| 0 0 1
0 3 000
' = (DN

n . . .
= Y. CIN'D"'=D"4+nuND""', (car N*=0,Vk >2)
i=0

2" 0 0 000 2710 0
= 0 3 0 |+n|[ 001 0o 3!t 0
0o o0 3 000 o o 3!
2" 0 0
= 0 3" n3"!
0 0 3"
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A — P]npfl

1 1 1 2" 0 0 0 0 1
= 1 -1 0 0 3" n3n! 0 -1 1
1 0 0 0 0 3" 1 1 =2

n3"—1 4 31 n3n-1 2" —2p3n-l _3n
= —n3n—1  3n_p3n=l ogn_gn 4 9y 3n-l

0 0 2"
Finalement la solution de (1.2) est
X, = A"Xp
n3t-ty3r p3ncto 2n—op3l 3 1 (24 n)3" —2"
= —n3"1 3t 3l 2n 32 x 3l 0 = | 3n—(n+2)3"1-2"
0 0 2" -1 —2"

1.3.3 Application aux systemes différentiels

Voici une autre application de la trigonalisation d"une matrice carrée. Tout d’abord nous donnons

la définition de I'exponentielle d"'une matrice sous la forme de Jordan.

1.3.3.1 Exponentielle d’'une matrice sous la forme de Jordan

Définition 1.3.1. Soit A une matrice carrée d’ordre n et t un réel. On définit une nouvelle matrice notée et
par
TR LAY
k=0

En particulier, lorsque t = 1, la matrice e?* s’appelle exponentielle de la matrice A.

e Si A est une matrice sous la forme de Jordan, c’est-a-dire diagonale par blocs,

Aq (0)
Ar
A= ,
(0) Ap
alors,
etAl (0)
tA
JA e
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e Si A est un bloc de Jordan d’ordre n telle que

Al o --- 0
A
A= A 0 7
1
0 .o 0 A
alors
oA eth EotA (Itq”_‘i) et
0 et teth :
eld = otA % otA
. tet)\
0 0 et?
Exemple 1.3.3.
. 2 1 7
e Soit A= ( 0 2 ) un bloc de Jordan d’ordre 2, alors
2t 42t
oA — ( e~ te )
0 eZt
510
e SoitB=| 0 5 1 | unblocde Jordan d’ordre 3, alors
0 0 5
St et % St
eB=1 0 &t
0 0 ¢
-3 1 0
0o -3 1 0
e Soit C = un bloc de Jordan d’ordre 4, alors
0 0o -3 1
0 0 0 -3
-3 -3t 2,3t £,3
et e et téz t
o _ 0 3t e %8—31‘
0 0 e 3t e

Exemple 1.3.4.




Chapitre 1. Trigonalisation des endomorphismes

15

2 00
1. Soit A= | 0 3 1 | unematricesous la forme de Jordan, alors
0 0 3
e 0 0
et — 0 3t ted
0 0 e
21000
02000
2.SitB=| 0 0 4 1 0 | unematricesous la forme de Jordan, alors
0 0041
0 000 4
et ote? 00 0
0 & 0 0 0
B=1] 0 0 e* te* %e‘”
0 0 0 e te
0 0 0 0 e*
1.3.3.2 Résolution des systemes différentiels
soit le systeme différentiel
X (8) = anxq (8) + arpxo(8) + - - - + agexe(t)
x5(t) = axxq(t) + anxo(t) + - - - + agxi(t)
(1.3)
(X5 (1) = anxi (t) + agpxa(t) + - - - + aggx(t)
ou les a;; sont des réels ou des complexes.
d’écrire le systéme sous la forme matricielle :
x1 () a4 a1k x1(t)
x5 (t) | a2 ax Aok x2(t)
x (1) Ay g Ay Xk (t)
x1(t) an an A1k
X (¢ a1 ax )
On pose X(t) = (*) et A= 2
Xk (t) A1 k2 Akk
Donc le systeme (1.3) s’écrit
X'(t) = AX(t).

Qui nous donne :
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X(t) = e X,.
Exemple 1.3.5. Soit le systéme différentiel
xp(t) = 4x(t) +y(t) + 3z(t)

y'(t) = —x(t) +2y(t) +z(t) (1.4)
Z'(t) = 2z(t)

avec (x(0),y(0),z(0)) = («, B, 7). D’écrire le systeme (1.4) sous la forme matricielle :

x'(t) 4 13 x(t)
y =1 -121 y(#)
Z/(t) 0 0 2 z(t)
x(t) 4 1 3
Onpose X(t) = | y(t) [etA=| —1 2 1 |.Donc lesysteme (1.4)s’écrire
z(t) 0 0 2

X'(t) = AX(t).
Qui nous donne :

X(t) = e Xo.

D’apres I'exemple (1.3.2), A est trigonalisable, alors il existe une matrice sous la forme de Jordan | et une matrice
inversible P tels que

A=pjp!
aovec
2 00 1 1 0 0
J=1031],P= -1 0 |,P'=]0 -1
00 3 0 0 1 1 -2
Donc
X(t) = X
= Peip1X,
1 1 1 e 0 0 0 0 1 «
= 1 -1 0 0 &t tedt 0 -1 1 B
1 0 0 0 0 ¢ 1 1 =2 0%
(1+4t)e! tet —(1+2t)e* + e w
= —te¥ (1—t)e® (2t —1)ed + e B
0 0 e 0%
(@ — 7+ (a+ B —27)t)e + ye
= | (B=7r+(—a—B+27)t)e + e
2t

e
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