Factorisation LU (Détails)

La méthode repose sur la décomposition de la matrice A :
A=LU
Ou L est une matrice triangulaire inférieure et
U est une matrice triangulaire supérieure.

Le systeme Ax =b devient LUX = b
en posant UX =Y
On aura LY =b

Pour résoudre Ax = b :
On résout le systéeme L Y = b pour trouver Y
puis le systeme U X =Y pour trouver X, solutionde Ax = b

- déterminer les matrices L et U



Factorisation LU (Détails)

Remarque :
En décomposant la matrice A = LU,

Le déterminant de la matrice A est donné par la propriété :

det A = det(LU) = detL.detU

I=n I=n
detA = 1_[ lii' nuii.
=1 =1



Factorisation LU (Détails)

En développant I'équation matricielle A=L U

a3; A1z a3 ae] [l 0 0 07 Uir Wiz Uz Ugy]
dz1 Azz Az Az |lzy Lz O O O Uzp Uzz Uy
dzq dzz 4dzz A3y l31 I3, l33 0[]0 0 uzz Uz
_a4-1 a42 a43 a44_ _l41 l42 l43 144_ i 0 0 0 Ugg ]
a; = Zﬁz’f ikUj avec ly=0 pour k>1i et w,; =0 pour k>j,
ai; = Z Lkt = liaugg + Ligugy + lizugy + Ligug A1z = Z Lz = ligtag + ligUop + LigUisy + liats
k=4 k=4
Az3 = 2 LirUrs = LUz + loups + [zuzz + sy G2g = Z LakUia = la1tsa + loUzs + [h3Uzs + [hallyy
A3y = z l3pUiz = l31Usz + I3Upp + l33Uss + [35Us, Q31 = z LagUier = l3qUsn + 32001 + l33Us1 + (34044
k=1 k=1
k=4 k=4

Ay3 = 2 Lagurs = lyqugz + lyptog + LizUss + lyatlys Qas = Z 3 Uka = ly1Uig + laoUng + ly3Uzy + 44Uy,

T, 1



Factorisation LU (équations)

l11uq1
. lo1Uq1
A4=1,
31U11
[41U11
d11 412 413
dy1 dpz 43
dzq d3z 4dsz3
dgq1 d4p A3
(a11)
U1 = I
11
l (a11)
11 =
U1
(a12)
u12 - l
11
_ (a13)
U3 = I
11
_ (a14)
U1g = I
11

li1u12
L1z + LUy
l31uq2 + l35up;
Ly + LUy

l11U13
1wz + lroups
l31u13 + l35up3 + [33U33
lygugz + lypups + ly3uss

[p1Uqq + l3oUpy
[31U14 + [32Up4 + [33U3,
[41Ug4 + lgpUpy + l43Usy + L44Uyy

l11U14

k<i et k<]

Z llkuk] /lii =3 ,i=1,..,

Zk 1 lkuk_] /u]_] ‘i_e’izll'-;

netj=i,..

N

netj=1,..,i

aiq lia 0 0 07 w1 Uiz Ugz  Ugy]
| |y Ly 0 0 0 Uz uUpz Uy Ui =
A34 l37 I3z Iz 070 0 uzzs uzy
dgq 41 lap lyz lyg 0 0 0 Uyl lii
l (az1) _ (a3 — l31.us2)
21 = 32 =
Uq1 Uz2
l.. — (az1) _ (42 — l41-Us2)
31 = 42 =
Ugg Uz
l (a41) _ (a3 — 151 Us3)
41 = Uz3z = I
U11 22
(azz — lp1.us2) (azq — l31.Us4)
22 = Uzgq =
l22 l22
l (a2 — lr1-Us2) _ (asz — l31Us3 — l3oUp3)
22 = 33 =
Uz2 Uss

_ (azz — l31Us3 — I35Up3)
Uzz = I
33
_ (34 — l31U1s — l32U04)
U3y = I
33
(43 — laswgz — Lipuns)
lyz =
U33
_ (@44 — Loty — LigUos — lizusy)
44 =
lyq
_ (@44 — Lty — LipUoy — Liziuzy)
44 =

Ugg



Factorisation LU (Détails)

On a n? + n inconnues

et seulement n? coefficients connus a;;

- fixer n parametres dans les équations ci-dessus :

Lityey o =
d11  d12
dp1 dp2
d31 d32
dgq1  dy2

_ O O O

‘Ujp Uz Ugs
0 Uz Ups
0 0 uss
0 0 0




Factorisation LU (Détails)

Lij = |aij — ij_ml%J/UU =<5
" =g l (a21) _ (azz — l31.uq2)
11 = A11 21 = 32 =
Ug1 Uz2
(a31) _ (42 — la1-Us2)
i1 =1 l31 = L 42 = 0
11 22
y 12 [ = (a41) o = (a3 — lp1-uq3)
12 = 41 = 23 =
1 Uqq 1
y i3 y (az2 = lp1-Uyg2) - (a4 — l31-Uq4)
13 1 22 1 24 1
A14
u14—T lpp =1 l33=1

nej=i..,n

=1,..,netj=1,..,i—1

_ (az3 — l31uy3 — l3pUz3)
Uzz = 1
_ (a34 — l31U14 — l32Uz4)
Uzg = 1
_ (@43 — lyaUsz — lypUss)
43 =
Usz3
_ (@44 — lyaUss — LipUoy — Listizy)
Ugg = 1
l4a =1



Factorisation LU (Exemple)

Résoudre par la méthode de Factorisation le systeme suivant

1 2 3\ /*1 4
1 1 2])|(X2|={5
1 1 1/ \X3 6
Etape 1: Factorisation de la matrice A=LU
1 2 3 1 0O O 1 2 3
(1 1 2) =11l 1 010 uyy up;
11 1 317 32 1/\0 0 us3
Uq1 Uq2 Uq3
A= <121u11 lp1ug2 + Uy lr1ug3 + Uy )
l31uy1 31Uy + l35Uyp I35 + [35Up3 + Ugs

En identifiant les coefficients des deux matrices,

1 0 0 1 2 3
L=(1 1 of;u=(0 -1 -2
1 1 1 0 0 -1

detd = (1.1.1)(1.-1.-1) = 1

Etape 2: Résolution du systeme

Le systeme AX = b devient

PoserY =UX, Et LY =D

1) Résoudre le systeme LY = b

1 0 O
1 1 0
1 1 1

(
;

2
—1
0

3
—2
—1

I

X1
X2
X3

|

(

4

JG:)-(;

6

)or-(

2) Résoudre le systeme U.X =Y

4
1
1

|

LUX =b

2>X




Factorisation LU (Algorithme)

Pouri=1,2,....,n
iy =1
Ui = Aqi
Fin (pour)

oo O -

o O = O

0

0
1
0

= o O

Pour i=2,3,...,n (calcul alternatif des lignes de U et lignes de L)

Pour j=1,..,i-1

j—1 _
Lij=| aij — Z Lik Uy | /5
k=1 L=

Fin

Pour j=i,..,n

Fin
FIN

di1

1
0
0
0

azq
aii

di2

Uszo
0
0

o O _ O

di3

U3
0

(calcul de la premiere ligne de U et |la diagonale de L)

[a11 12 Ag3
0 0 0
U=1o o o
0 0 0
) 1 0
0 0 az1
0 0 [ = 211
31
1 O — 3
0 1 11
L0 0
dg a1 Q2
Uzg|,, | 0 Uy
0|0 o
0 | 1 O 0

0




Factorisation LU (Algorithme)

[RR,WWI]=lu(A)

[R,W]=factLU(A)

function [l,u]=factorisationLU(A)
for i=1:size(A,1)
1(i,D)=1
u(l1,)=A(1,)
end
for i=2:size(A,1)
for j=1:(i-1)
V=A(L);
for k=1:(j-1)
V=V- (i,k)*u(k,));
end
1(1.))=V/u(.])
end
for j=i:size(A,2)
V=A(L);
for k=1:(i-1)
V=V-I(i,k)*u(k,));
end
end
end
end



Décomposition de Cholesky (Principe)

Théoreme de Cholesky

Si A € M,,«.,(R) est une matrice symétrique réelle définie positive, il existe au-
moins une matrice B triangulaire inférieure telle que

A = BB?



Décomposition de Cholesky (Condition nécessaire et suffisante)

Une matrice A € M;,«,(R)est dite définie symétrique positive si
1. A = A( A symétrique)

2. X'AX > 0; vX € (R)" (A positive)

Ou = ( X'AX=0si et seulementsi X = 0)

Pour montrer qu'une matrice est définie positive, les méthodes courantes sont soit :

* veérifier les valeurs propres,

* les mineurs principaux,

e utiliser la décomposition de Cholesky,

* Verifier le déterminant (la diagonale principale résultat de la méthode de gauss ou la

factorisation LU
« ou directement vérifier le produit quadratique Xt*AX > 0; vX € (R)™!



Décomposition de Cholesky (Principe)
A = BB?

t

b21 bzz 0 b21 bzz 0

b31 bsz b33 b31 b32 b33
b11 0 0 b11 b21 b31

— b21 bzz 0 0 bzz b32
b31 b32 b33 0 0 b33

(azz dp3 a24> b14 0 0 b11 0 0

2
dpp dz3 dpg b14 b11b21 b11b34
_ 2, 2
d32 d33 A34 | =| by by, by1"by; by1b31 + by, b3
dgp dg3 dgg

b31bi1  baibsy + baybsy  baiP+bsy” + bag”



Décomposition de Cholesky (Equations)

* by1 =+/a1;

* Pour i=2,..,n b;; =—

* Pour i=2,..,n-1 by = \/aii — Z’i.(_:11 bizk

(ajl-—ZiZ{‘l bjkbik) |

 Pour j=1,..,n, i=j+1,..,n, bl-j =



Décomposition de Cholesky (Exemple)

1 2 1
(2 5 2)
1 2 7
2 1

by =V1=1; byy =— =2, b3 =-—=1,

b11 b11

¢ b212.b222 —_ 5 9 b22 —_ \/5 — b212 —_ 1

2—byqb
* byib3q + byybs; =2 > by =—*2 =10

bs>

* b1 +b3y° +baz” =7 > by = \/7 — b3y +b3, =6



