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Avant-propos

Ce document a été développé pour servir de support au cours de Systemes Asservis de
la licence Electrotechnique de I’Université Ferhat Abbas Sétif 1 et s’adresse principalement
aux étudiants de la troisieme année. Il détaille notamment la modélisation et 1’analyse des
systémes linéaires continus et invariants dans le temps.

Ce document n’a pas été congu pour étre autosuffisant. La présence au cours et un
complément de travail sont indispensables pour arriver & une maitrise des objectifs visés par
le cours. Il vous permettra cependant d’approfondir les aspects qui ne pourront qu’étre traités
rapidement en cours.

Le cours Systemes Asservis, vise a familiariser 1’étudiant avec les propriétés des
structures de commande des systemes linéaires continus et l'analyse temporelle et
fréquentielle des systémes de bases (systéme de 1% et 2°™ ordre). Au terme de ce cours,

I'étudiant devrait étre capable :

— de connaitre les définitions et concepts propres aux systemes linéaires continus.

- de se familiariser avec la structure des systemes de commande (en boucle ouverte et
en boucle fermée) et le r6le de chacun des composants dans ces systémes.

— d'étre en mesure de déterminer les performances statiques et dynamiques d’un systéme
linéaire continu.

— de connaitre les techniques classiques de représentation des systemes linéaires
continus: équation différentielle, fonction de transfert, diagramme fonctionnel et
graphe de fluence.

- d'étre en mesure d’analyser les systemes de bases dans le domaine temporelle et
fréquentielle.

— d'analyser la stabilité d’un systéme asservi.

Les connaissances préalables souhaitées pour le suivi de ce cours sont : les
mathématiques de base (algébre, calcul intégral et différentiel, nombres complexes, ...), les

notions fondamentales de traitement du signal et I'électronique de base (circuits linéaires).
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Chapitre 1: Introduction aux systémes asservis

Chapitre 1. Introduction aux systémes asservis

Ce chapitre introduit les principales définitions et notions nécessaires a 1’é¢tude des
systemes asservis linéaires (objet de ce cours). Nous illustrerons la différence entre la notion
de commande en boucle ouverte et de commande en boucle fermée. Nous établirons aussi la
distinction entre le fonctionnement en régulation et le fonctionnement en poursuite. Enfin,
nous exposerons la procédure a suivre pour la réalisation d’un systéme de commande [2, 4, 8,
9, 12-16].

1.1 Définitions :

Définition 1.1 : Pautomatique est la science qui traite de la modélisation, de I’analyse, de
I’identification et de la commande des systémes dynamiques (objets étudiés).

Définition 1.2 : un systeme est un assemblage de composants ou éléments de maniere a
produire une fonction ou tache donnée. Il posséde un ou plusieurs signaux d’entrée exogene
(extérieures au systeme) et un ou plusieurs signaux de sortie. Un systéme est dit monovariable
si son entrée, ainsi que la sortie considérée sont uniques. Dans les autres cas le systéme est dit
multivariable. 1l est courant de représenter un systeme ou un des éléments le composant a
I’aide d’un schéma, dit schéma bloc (ou diagramme fonctionnel). La Figure 1.1 fournit un

exemple d’une telle représentation.

Entrée N g Sortie
— | Systeme [——

Systeme monovariable

Entrée ————apm

. ———-  Sortie
Entrée ———m S}qteme

- S 01t
Entree ——————

Systeme multivariable

Figure 1.1 : Schéma fonctionnel (schéma bloc) d’un systéme
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Chapitre 1: Introduction aux systémes asservis

Les entrées affectant un systeme sont généralement notées par la lettre u et les sorties
par la lettre y. Les entrées d’un systeme peuvent étre modifiées par ’utilisateur (commande)
pour obtenir la sortie desirée. Il peut également exister des entrées qui ne peuvent étre
modifiées par 1’utilisateur. Elles sont appelées perturbations et sont notées par la lettre d. Ces

derniéres troublent le fonctionnement désiré en sortie (Figure 1.2) [17].

Pertwrbations d

Commandes » N Sorties y
— | Systeme [——

Figure 1.2 : Commandes u et perturbations d
Le but de I'automatique est d’exercer des actions pour que la sortie d’un systeme ait le
comportement désirée et ceci en manipulant les variables de commande.
Il est important de remarquer que 1’automatique est une activité multidisciplinaire. Elle n’est
pas limitée a aucune discipline spécifique. Exemple: systemes mécatroniques (intégration des
systétmes mécaniques, électriques, et informatiques). On souhaite donc commander
(gouverner ou asservir) des grandeurs physiques issues de systemes technologiques. Ces
grandeurs pourront étre mécaniques (force, vitesse, position, couple, ...), électriques (tension,
courant, puissance, ...), thermiques (température, ...), hydrauliques (pression, débit, niveau,
...), optiques (éclairement, exposition, ...), chimiques (concentration, ...).
Un systeme est dit continu si entrées et sorties sont continues. Inversement, si en un endroit au
moins de la chaine des éléments le constituant, le signal n’est transmis qu’a des instants
discrets privilegiés, le systéeme sera dit discret (ou échantillonné).
Ce cours concerne uniquement I’étude des systémes linéaires, continus, invariants dans le
temps et monovariables (systéemes décrits par des équations différentielles ordinaires linéaires
a coefficients constants).
Définition 1.3 : un systéme est causal si la sortie y(t) a un instant to ne dépend que des valeurs
de son entrée u(t) pour t < to. Les systemes physiquement réalisables sont causaux.
Définition 1.4 : un systeme est dit invariant si sa sortie est identique a tout instant (un retard ¢

ne change pas la sortie du systeme).
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Chapitre 1: Introduction aux systémes asservis

Définition 1.5 : si la sortie y(t) a un instant donné ne dépend que de I’entrée u(t) a cet instant
(y(t) = a u(t)) alors le systeme est dit instantané ou statique. Dans tous les autres cas, il est dit,
dynamique ou a mémoire. Exemple : y(t) = a u(t-7).
Définition 1.6 : un systéeme est linéaire s’il vérifie le principe de superposition : la sortie y(t)
correspondante & la somme de plusieurs entrées us(t) + up(t) +.... est égale a la somme y;(t) +
yo(t) +.... correspondant a chacune des entrées.
Définition 1.7 : on distingue deux régimes dans 1’évolution de la sortie des Systemes :
- le régime transitoire ou libre représente 1’évolution de la sortie y(t) dans les premiers
instants de la réponse et qui disparaisse progressivement,
- le régime permanent ou forcé correspond a la partie qui subsiste quand le régime
transitoire est devenu négligeable.
Définition 1.8 : un modele est un objet mathématique (équations différentielles) reliant le

(s) entrée (s) et les sortie ().
1.2 Notion de Boucle ouverte/Fermée :

On distingue en generale deux structures de commande : la commande en boucle ouverte et la

commande en boucle fermée appelée également commande a contre-réaction [8, 9; 14, 17].

1.2.1 Commande en boucle ouverte :

Un systeme de commande est en boucle ouverte lorsqu’aucune mesure de sortie y(t) n’est
utilisée (ne comporte pas de contre-réaction) pour élaborer la commande u(t) (Figure 1.3).
Cela nécessite la connaissance d’un modéle de fonctionnement du systéme & commander, par
exemple la connaissance d’un mod¢le de fonctionnement d’un moteur a courant continu
permettra de connaitre la tension d’entrée qu’il faudra lui appliquer pour obtenir la vitesse de

rotation désirée.

Perturbation

Variable

manipulée

Consigne . Sortie
—g__ Correctenr » Systeme |~ .

Figure 1.3 : Commande en boucle ouverte

Cette solution est envisageable dans le cas ou le systeme est parfaitement connu et modélisé

et dans le cas ou I’obtention d’une mesure de la sortie n’est pas économiquement possible.
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Chapitre 1: Introduction aux systémes asservis

Exemple 1.1: prenons I’exemple de l'asservissement de la température y(t) d'une piéce
chauffée par des radiateurs de chauffage central. Pour agir sur y(t) on fait varier le débit d'eau
dans les radiateurs par I'intermédiaire d'une petite vanne. Mais la température dans le local est
aussi sensible a la température de I'eau qui circule, a la température extérieure, a I'ouverture
d'une porte ou d'une fenétre, au nombre de personnes qui entrent, etc.... Il s’agit d’une
commande sans retour d'information de la grandeur de sortie.
Exemple 1.2 : un autre exemple simple est celui de la machine a laver fonctionnant sur la
base de cycles préprogrammés ne possédant pas d’informations mesurées concernant le degré
de propreté du linge. Toutefois, si des perturbations I’affectent (poids ou type du linge,
quantité ou qualité de I'eau), le résultat obtenu ne seras pas celui souhaité.
Dans les deux exemples, I'élément correcteur est I'nomme, c'est lui qui réalise I'asservissement
du systéme en corrigeant 1’écart entre la sortie souhaitée et celle obtenue.
La commande en boucle ouverte possede les inconvénients suivants :
— 0N ne peut pas commander un systéme qui subisse des problémes d’instabilité (nous
reviendrons plus en détail sur la notion de stabilité lors d'un prochain chapitre),
- correction difficile : n'ayant aucune information sur la sortie, lI'opérateur ne peut
élaborer aucune stratégie d'ajustement pour obtenir une sortie possédant la valeur

souhaitée avec précision et rapidité.
1.2.2 Commande en boucle fermée :

Afin de résoudre les problémes de la commande en boucle ouverte et d'automatiser le systéme
(supprimer I'action humaine) on introduit une boucle de retour (ou rétroaction). Dans cette
stratégie de commande, une mesure de la sortie est utilisée et comparée avec la consigne par

le correcteur (Figure 1.4).

Perturbation

Variable
manipulée Sortie

Consigne + ~— Erreur

= Correcteur =  Systéme -

Mesure de la sortie

Capteur |-

Figure 1.4 : Commande en boucle fermee
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Chapitre 1: Introduction aux systémes asservis

avec.

la consigne (yr(t) ou y¢(t)) : elle correspond a la valeur souhaitée en sortie,

la sortie commandée y(t) (asservie) : représente le phénoméne physique que doit
asservir le systtme de commande (I’asservissement),

Ecart ou erreur (g(t)) : représente la différence entre la consigne et la sortie,
Comparateur : compare en permanence ce que l'on obtient a ce que I'on souhaite
obtenir en sortie (élabore 1’écart &(t)),

Correcteur : le correcteur (contrbleur) traite le signal d’écart et détermine le signal de
commande,

Actionneur : il recoit du correcteur le signal de commande et agit directement sur le
systeme a commander. Il représente le “muscle” qui va piloter I’évolution du systéme
(par exemple : amplificateur de puissance, moteur, vérin, vanne, etc...),

Capteur : organe de mesure qui donne une image aussi fidéle que possible de la sortie
y(t) et la transforme en un signal compréehensible par le comparateur (le plus souvent
électrique). La sensibilité du capteur impose donc les limites de la précision de

’asservissement (par exemple : accélérométre, thermométre, gyroscopes, ...).

On peut donc définir un asservissement (systéme asservi) comme un systeme bouclé (boucle

fermée) dont le fonctionnement tend a annuler I’écart entre une grandeur commandée (la

sortie y(t)) et une grandeur de commande (la consigne y(t)).

Ainsi, dans I'exemple 1 (asservissement de la température d'une piéce), on obtient le schéma

de principe décrit par la Figure 1.5 suivante :

Soleil sur les vitres,
Fenétre ouverte

Action sur les

Tem p}:é ri‘fure radiateurs l i Température
souhar= réelle dans
Comparaison o -
Des Correcteur | pu!  Radiateurs - Il’lec:fa la piece >
températures chauffer

Sonde de
température -

Figure 1.5 : Asservissement de la température d'une piece
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Chapitre 1: Introduction aux systémes asservis

La température souhaitée représente la consigne (fixée par I'utilisateur) est comparée a la
valeur mesurée par la sonde de température (thermomeétre). Le correcteur délivre alors un
signal de commande en fonction de la valeur et du signe de I'écart entre la valeur souhaitée et
la température de la piece, soit de chauffer si la température de la piéce est inférieure a la
température de consigne, soit d’arréter de chauffer si la température de consigne est atteinte

(c’est le principe du thermostat).

Dans la vie quotidienne nous sommes pratiquement toujours en boucle fermée. Pour chaque
geste nous disposons d'un capteur (un de nos cinq sens, la vue, le toucher...), d'un correcteur
(notre cerveau), d'un actionneur (muscles et articulations) pour tenter de rapprocher la
situation réelle de celle qui est désirée.

Exemple 1.3 :

La personne qui prend sa douche utilise le mitigeur pour obtenir un mélange eau chaude-eau
froide correspondant a une température souhaitée (la consigne). En fonction de sa sensation,
elle actionne les robinets.

Exemple 1.4 :

Quand nous préparons une sauce, la consigne est d’obtenir la saveur souhaitée. Si on ne godte
pas, c’est raté!

Exemple 1.5:

Le conducteur qui conduit une voiture évalue la distance séparant sa voiture du bord de la
route et réagit sur le volant pour suivre la route.

La finalit¢ d’un asservissement est de remplacer I’homme ou de suppléer a ses limites dans
diverses taches. Pour se faire, I’adaptation de la démarche de raisonnement en trois phases :

observation, réflexion et action est nécessaire (Figure 1.6) [14].

Perturbation(s)
Commande . Sortie
—»| Systéme |—»

T T

Action Homme Observation

\ Réflexion 4’/

Figure 1.6 : Asservissement et le comportement humain
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Chapitre 1: Introduction aux systémes asservis

1.3 Petit historique :

Cette section décrit un petit historique du développement des systémes de commande en

boucle fermée [4].

— 300 avant J.C. : la premiére mise en ceuvre de systéme de commande a contre-
réaction est I’ceuvre des grecs dans I’antiquité avec des régulations de niveau par
flotteur afin de mesurer précisément le temps,

— 800 - 1200 : différents ingénieurs Arabes (Al-Jazari, les trois freres Musa) utilisent des
régulateurs a flotteur pour des horloges a eau et autres applications. Durant cette
période, le principe de la commande tout ou rien est pour la premiere fois utilisé,

— 1600 - 1900 : la révolution industrielle débute réellement avec 1’avénement des
systtmes de commande a contre-réaction (régulation des moulins a vent 1588
régulation de température 1624, régulation de vitesse d’une machine a
vapeur 1769, régulation de pression 1799),

— 1800-1935 : cette période préclassique de la théorie de la commande fOt celle pendant
laguelle les principales contributions furent d’ordre mathématique (équations
différentielles),

— 1940-1960 : la deuxiéme guerre mondiale a joué le rdéle de stimulant intellectuel
primordial pour le développement des systémes de commande et a donné naissance a
la période dite classique (techniques fréquentielles),

- 1960-1980 : période moderne avec le développement de I’industrie aéronautique et
spatiale. Les techniques fréquentielles classiques ne suffisent plus et des techniques
temporelles appropriées doivent étre proposées (commande optimale),

- 1980- ? : I’introduction des capacités de calcul étendues et I’extension des logiciels de
simulation et d’assistance a la conception s’est traduite par la réunification des théories

classique et moderne (intelligence artificielle, commande robuste).

1.4 Régulation et poursuite :

Un asservissement (systéme asservi, systeme en boucle fermée, systeme de commande) peut
étre utilisé en régulation ou en poursuite. Un asservissement est utilisé en régulation
(systeme regulé) lorsque la consigne est constante ou évoluant par paliers). La sortie doit
maintenir constante malgre la présence des perturbations. Si par contre la consigne évolue

constamment ou suit une grandeur physique indépendante du systéeme lui-méme (radar de
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Chapitre 1: Introduction aux systémes asservis

poursuite, asservissement de position, etc...) D’asservissement fonctionne en poursuite

(systéme suiveur). L’objectif est alors que la réponse du systéme suive la consigne [14].

1.5 Méthodologie :

En automatique, la méthodologie utilisée pour concevoir un systeme de commande peut

s’opérer de la maniére suivante [8]:

Cahier des charges : le point de départ de n’importe quel projet est le cahier des
charges. L’automaticien doit prendre connaissance du probleme et des diverses
spécifications. Il doit, a cette occasion, clairement définir le systéme (avec ses entrées
et ses sorties) et les performances attendues,

Modélisation : souvent 1’automaticien doit décrire le comportement du systéeme
étudié grace aux lois de la physique (modélisation) ou a partir des mesures
entrée/sortie pour obtenir un ensemble d’équations algébriques et différentielles.
Ensuite, il doit reformuler celles-ci de maniére a obtenir un modeéle classique en
automatique (une fonction de transfert par exemple),

Analyse : il convient dans cette phase d’utiliser des techniques de 1’automatique pour
juger des performances du systeme (stabilité, temps de réponse, oscillations, précision
...) & partir du modele,

Synthése : la derniére phase consiste & concevoir un correcteur c¢’est-a-dire une boucle

qui confeére au systeme étudié les performances souhaitées si cela est possible.

1.6 Performances d’un asservissement :

1.6.1 Stabilité :

On peut donner a la stabilité la définition suivante : un systéme est stable si sa sortie tend vers

z€ro lorsque son entrée s’annule.

1.6.2 Précision :

En appelant y(t) la sortie correspondant a la consigne yc(t), on peut caractériser a chaque

instant la précision d’un asservissement par 1’erreur : &(t) = yc(t) — y(t). on distingue deux

types de précision :

Précision dynamique : tant que la partie transitoire de la réponse n’est pas devenue

négligeable, &(t) caractérise 1’erreur dynamique,
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Chapitre 1: Introduction aux systémes asservis

— Précision statique : I’erreur statique est I’erreur qui subsiste en régime permanent,

c’est-a-dire lim &(t) quand t tend vers 1’ infini.
1.6.3 Rapidité :

La rapidit¢ d’un systéme peut se mesurer par le temps de réponse, a un pourcentage
donné, a une entrée en échelon. On utilise fréquemment le temps de réponse a 5%, c’est-a-
dire le temps a partir duquel la réponse est comprise entre 95% et 105% de sa valeur

finale.
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Chapitre 1: Introduction aux systémes asservis

Exercices sur le chapitre 1

Exercice 1 :
Déterminer le schéma fonctionnel des systémes suivants :

— Aérotherme : un débit d’air Q est chauffé a une température T par I’intermédiaire
d’une résistance ¢€lectrique sur la quelle est appliquée une puissance électrique P. Le
ventilateur a deux vitesses permet d’avoir le débit d’air désiré. La grandeur a maitriser
est la température Tc. Les grandeurs qui agissent sur la température Tc sont le débit de
I’aire Q, la température Tt et la puissance électrique P,

— Mélangeur de lait et de chocolat : afin de fabriquer industriellement du lait
chocolaté, on mélange du chocolat a du lait. On souhaite contrdler la qualité du
mélange obtenu a partir d’une analyse donnant la concentration en chocolat. Le niveau
permet de connaitre le volume dans le mélangeur. Les grandeurs a maitriser sont le
niveau H et la concentration C. Les grandeurs qui agissent sur le niveau H sont le
débit de lait QL, le débit de chocolat Qc et le débit du mélange Qwm. les grandeurs qui
agissent sur la concentration du mélange C sont le débit de lait QL, le débit de chocolat

Qc et la concentration en chocolat Cc.

Arr chaud, témperature Te Lait Chocolat
T Debit Q1 Débit Qc
l | Concentration Ce
o
\N\I = Niveau H
‘ P IDispositit MELANGEUR
de chautfage
Ventilateur Concentration C' =——  Me¢lange
T T T T Y Debit Ou
[0 Air froid, témperature Tr Mélangeur de lait et de chocolat
Aérotherme
Exercice 2 :

Commande de remplissage de cuve: On désire maintenir le niveau du réservoir 1 constant
afin de garantir la pression d’utilisation. On dispose d’un actionneur : un moteur a courant
continu d’un capteur : capteur de niveau. On définit le niveau souhaité par une consigne. Tant

que le réservoir n’a pas atteint la valeur de consigne le moteur entrainant la pompe
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fonctionne. Lorsque le capteur indique la valeur désirée, I’écart devient nul et le moteur n’est
plus alimenté. Ce systeme possede un nombre important de perturbations : évaporations,

fuites mais surtout débit de I’utilisateur. Définir le schéma fonctionnel du systeme.

QL
ﬁ
x1 !

At |
- NTE ' Moteur CC
| Réservorr | N _
d Pompe ::E “ Tension u

lVers utilisation

Capteur de niveau

I

Reéservoir O

Exercice 3 :

Grill pain automatique

En boucle ouverte : c’est un systétme de commande contrblé par un minuteur. Le temps
nécessaire de préparer « un bon pain grillé » doit étre estimé par I’utilisateur, qui ne fait pas
partie du systeme.

En boucle fermée : Supposant que 1’élément de chauffage fournit la méme quantité de
chauffage de deux cotés du pain, et que la qualité de grillade est déterminée par la couleur du
pain. Ce systeme est initialement calibré par une vis pour avoir une qualité désirée de grillade
(consigne). Quand Dinterrupteur est fermé, le pain sera grillé jusqu’a ce que sa couleur
(detecté par un détecteur de couleur) devienne proche de la couleur désirée. Dans ce cas,
I’interrupteur s’ouvre automatiquement grace au retour qui peut étre mécanique ou ¢électrique.
Donner le schéma fonctionnel pour les deux cas.

Exercice 4 :

Asservissement de la vitesse d’une automobile

L’objectif de cet exercice est de maintenir constante a la valeur désirée la vitesse d’une
automobile malgré la présence des vents et I’état de la route. L’automobile roule a une

certaine vitesse qui est mesurée par I’odometre. La vitesse mesurée est comparée avec celle
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désirée afin de détecter si I’automobile se déplace a la vitesse voulue. La déférence de vitesse,
s’il y a lieu, est utilisée par un algorithme de calcule qui ajuste la quantit¢ d’essence

qu’envoient les injecteurs au moteur. Déterminer le schéma fonctionnel de 1’asservissement.
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Chapitre 2. Modélisation des systemes dynamiques linéaires
continus

2.1 Modélisation

Pour commander correctement un systéme, il est nécessaire de définir un modéle
mathématique qui représente la relation entre les signaux d’entrée et les signaux de sortie. A
I’aide de ce mod¢le mathématique, il est possible de calculer la sortie du systéme étudié si on
connait I’entrée et les conditions initiales. L’ensemble des procédures permettant d’obtenir un

modele mathématique est la modélisation [17]. On peut distinguer deux sortes de modele :

- le modele de connaissance est obtenu en se basant sur les lois de la physique
(Newton, Kirchoff...) qui régissent le comportement du systéme. Les paramétres d’un
tel modele ont alors une interprétation physique,

- le modele de représentation est un modéle déterminé & partir de données
expérimentales (données entrée-sortie). Les paramétres de ce modéle n’ont pas

d’interprétation physique.

Quand le systeme étudié est complexe, I’écriture des lois physique régissant le systéme
devienne difficile. Dans ce cas, on cherchera un modele de représentation permettant de
modéliser le fonctionnement du systéeme étudié. Ce chapitre a pour but de donner les
principales représentations d’un systéme dynamique linéaire continu temps invariant

monovariable [4, 8-12].
2.2 Representations temporelles

2.2.1 Représentation par une équation différentielle

La plupart du temps, on représente un systeme dynamique linéaire continu
monovariable d’entrée u(t) et de sortie y(t) par une équation différentielle a coefficients

constants de la maniére suivante:

d"y(t d°y(t d"u(t d™u(t
nT+an_ldt—ny$)+---+ac d)ig):bm dtrg)+bm_ldt—mg)+-~-+bou(t) (2.1)

ou:
- les coefficients a; et b; sont des constantes réelles, telles que a, an, bg et by, soient non

nuls,
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— n et m sont des entiers positifs tels que m < n pour que le systéme soit causal; n est
I’ordre du systéme,

— cest un entier positif ou nul appelé classe du systeme.

Cette équation différentielle est une représentation entrée/sortie du systeme. La solution de
cette équation représente 1’évolution de la sortie du systéme y(t) au cours du temps en
fonction de I’entrée u(t) et de conditions initiales.

Exemple 2.1 :

Considerons le circuit RLC ci-dessous :

R L
— AN\
1
+ +_ C

Figure 2.1 : Circuit RLC

On veut déterminer la relation liant u(t) (tension d’alimentation) et y(t) (le courant i(t)).

L’équation de maille donne :

Rit) + LS L figdt=u() 2.2)
L d dﬁft) ‘R d’éit) +Lyw= % 2.3)
Exemple 2.2 :

La Figure 2.2 montre une suspension de masse M dont on veut définir la relation liant le

déplacement linéaire y(t) (sortie) et la force f(t) (entrée).

i p

v |7

Figure 2.2 : Schéma d’une suspension
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L’équation de Newton donne :

M dy(t) f(t)- YW dy(t) —Ky(t) (2.4)
M dﬁ(t) B dy(t) +Ky(t) = F (1) 2.5)

2.2.2 Représentation par le modéle d’état

De manicére alternative, le comportement d’un systéme linéaire invariant d’entrée u(t) et
de sortie y(t) peut étre décrit par un nombre fini de grandeurs appelées variables d’états. Ces
variables permettent de déterminer les évolutions futures du systéme a partir des états initiaux
et de I’entrée. Un modele d’état est un ensemble fini d’équations différentielles du premier
ordre reliant des grandeurs scalaires, divisées en variables internes (variables d’états) et en
variables externes comprenant les signaux d’entrée et de sortie [4, 5, 8, 9, 17]. La forme

générale d’un tel modéle est la suivante :

dX(t) - AX(t)+Bu(t)  (équation détat) (2.6)

y(t) = Cx(t) + Du(t) (équation de sortie)

ol Ae R™ est la matrice d’état ou d’évolution, B € R™ est la matrice d’entrée, C € R*"est la
matrice de sortic ou d’observation et le scalaire D représente la transmission directe de
I’entrée sur la sortie. L’état et la sortie peuvent ainsi étre calculés, a tout instant, pour des CI
X(0) quelconques.

Il est important de noter que, contrairement a la représentation par équation
différentielle, la représentation d’état d’un systéme n’est pas unique et dépend du choix des
variables d’état que nous opérons. On adopte fréquemment le schéma-bloc donné par la

Figure 2.3 pour illustrer cette représentation.

C LY

D

Figure 2.3 : Schéma-bloc d’une représentation d’état

19 I Cours Systémes Asservis Troisiéme année Licence « Electrotechnique» M. AGGOUNE L.



Chapitre 2: Modélisation des systéemes dynamiques linéaires continus

Exemple 2.3 :

Dans le cas du systéme mécanique de I'exemple 2.2, ’entrée du systéme est sa force f(t) alors
que sa sortie est représentée par le déplacement linéaire y(t). On peut toujours choisir comme

variables d’état, dans ce cas (aucune dérivée en n’intervient):

X()= YO = %0 =x,(t) @7)
X0 =yt = %)=y

L’équation (2.5) se réécrit:

M X, (£)+B X, (t)+K x, (t) = u(t) (2.8)
Donc, nous avons le systéme d’équations suivant :

x0=%, © 29)
%) =~ aO- x(t)+ u(t)

On en déduit la représentation d’état :

0
1
™ (2.10)

y) =1  0) %® [+0u()
X, (t)

Reprenons I'exemple électrique 2.1. Supposons maintenant que la sortie du systeme est la

tension aux bornes du condensateur. Dans ce cas, on a :

Lcd dy(t) +rc Y dy(t) Ly =u(t) 2.11)
On choisit deux variables d’états (n = 2): xq(t)= y(t) et x,(t) =%. Alors, I’équation (2.11)
conduita:
d*x, (t

0 LxO-Br 0+ u (2.12)

On en déduit la représentation d’état :
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- 0
x® = 9 R 12O 1 )
XZ(t) _L_C _E Xz(t) E (213)

y =1  0) %® |+ou()
X, (t)

2.3 Représentation par fonction de transfert

Une représentation tres utilisée pour 1’étude des systemes linéaires est la fonction de
transfert (transmittance) obtenue par transformation de 1I’équation différentielle entrée-sortie
en une équation algébrique facile a manipuler [5, 9, 11, 12, 15, 16]. Pour cela on utilise la
transformée de Laplace. Nous allons donc tout d’abord présenter un bref rappel de la
transformée de Laplace.

2.3.1 Transformée de Laplace

Définition 2.1 : soit f (t) une fonction nulle pour t < 0 (causale). La transformée de Laplace de

cette fonction est définie par :

£(f(®) = F(s) = [ f()ed (2.14)

F(s) (transformée de Laplace de f (t)) est une fonction de la variable complexe s appelée
variable de Laplace. L’existence de cette transformée est soumise a la convergence de
I’intégrale qui la définit (pour tout s complexe : R(s) > a, avec a est le seuil de convergence).

Définition 2.2 : soit F (s) la transformée de Laplace de f (t). La transformée de Laplace

inverse de F(s) s’écrit :
£ = £7(F(s)) = ZLM j:: F(s)e®ds (2.15)

ou l’intégration est effectuée dans la région de convergence de la transformée F(s). En
pratique, on utilise rarement la relation (2.15) pour I’inversion, mais plut6t la décomposition
en éléments simples pour utiliser les tables de transformées.

Théoreme de la valeur initiale : si f(0+) existe, alors

F(0°)=lim f (t) = limsF (s) (2.16)

Théoréme de la valeur finale : soit F(S) une fonction qui n’a pas de pdles dans le demi-plan
R(s) > 0, sauf au plus un pdle simple a ’origine. Alors :

lim £ (t) = limsF (s) (2.17)
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Les principales propriétés de la transformée de Laplace sont présentées dans le Tableau 2.1.

Tableau 2.1 : Propriétés de la transformeée de Laplace

Propriété f () F (s)

Linéarité ky fr()+ ko fo(t)+ ks fa(t)+. .. ki F1(S)+ ka F2(s)+ k3 F3(s)+...
Echelle du temps f (at), a>0 1/aF (s/a)
Dérivée premiére % sF(s)-f (0)

2
Dérivée seconde d dftz(t) s?F(s)-sf (0)-f (0)
" s"F(s)-s"*f (0)- s™%f (0)-
Dérivée d’ordre n d fn(t) (3 ., © ! ©)
dt s™f (0)-...-f " (0)
Intégrale I; f (x)dx E@
Décalage temporel f (t-a) e*F(s)
Multiplier par une as
exponentielle et F(s+a)
Multiplier par t tf(t) %
Multiplier par t" t" f () %
Diviser par t it(t_) LOO F(x)dx
L(f(®) * g(®))
Produit de convolution F(s)G(s)

=L(j_°;f(r)g(t—r)dr)

Le Tableau 2.2 donne les transformées de Laplace des signaux usuels.

Tableau 2.2 : Transformées de Laplace des signaux d’excitation usuels
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2.3.2 Transformée inverse par décomposition en éléments simples

La décomposition en éléments simples partielles permet de représenter la transformée
de Laplace sous la forme suivante [4, 5, 8] :

ﬁ(s_zi)

s"h, S L
F(s)= an+a"n“‘sn_1+ +$ =g 'ml( ) (2.18)
s S—p
!

oum <n et z; sont les zéros et p; les pdles de F (s), g = by, / ay. On distingue en général trois

cas selon la nature des pdles :
Pdles réels et distincts : si les pbles sont réels et distincts, on peut représenter F(s) par :

c C C,
F(S):m+r@+"'+rpn (219)

ou Ci=(s—pi) F ()l s=pi

Ainsi, on peut prendre la transformée inverse de chacun des termes pour obtenir :
f)=Ce™ +Ce™ +--+Ce" u_(t) (2.20)

Exemple 2.4 :

Trouver la transformée inverse de la fonction suivante :

2 cC, G, 2 2

PO =562 G0 Gr2) 6D D (221)
En prenant la transformée inverse de chacun des termes, on obtient :
f(t)=(2e" —2e)u_,(t) (2.22)

Poles complexes et distincts : les pdles complexes résultent en des formes quadratiques au

dénominateur.
Exemple 2.5 :

1 C, Cs+C
F(s)= :?1+522+s+;

s(s* +s+2) (2.23)

oUC;=SF(S)|s=0=1/2et 1/2(s> +s+2) + (Co,s + C3) s =1
(1/2+ Cp) s* + (1/2+ C3) s +1 = 1, C, = C3 = -1/2 donc
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11 s+l . 1,1 (s+1/2)+1/2
F S)=-(———-)=—(—— 224
®) 2(5 sz+s+2) 2(5 (s+1/2)2+7/4) (229

en utilisant la table de transformées, on obtient :

f(t)= % (1—e " cos(NTT4t) -1/ Te " sin(\TT4t))u_, (t) (2.25)

Poles réels et multiples : si les pbles sont réels et un des poles se répete k fois, on peut

représenter F(s) par :

G . CGa G L G L G

= - 5+ + (2.26)
(s+p)  (s+p)” s+p, S+ B S+P

F(s)

ou pour les poles simples, ona: Cj = (s — pi) F ()| s = pi et pour le pole de multiplicité k, on a :
—l d_l ‘ i = _

C. = i![dsi [(s+p) F()II . aveci=0,...,k-1.

Exemple 2.6 :

Trouver la transformée inverse de la fonction suivante :

_s'+s+3  C, .G G
(s+1)°  (s+1)° (s+1)° (s+1)

F(S) (2.27)

o C, =[5+ FO)|,_, =3C, =[-[s+D'FOM| =-1.C,- %[d—;[(s RO =1

donc :
-1 1
F(8) = — bt (2.28)
(s+1)° (s+1)° (s+1)
en utilisant la transformée inverse de chacun des termes, on obtient :
f(t) =t —t+Deu(t) (2.29)

Remarque 2.1: si m = n, on fera apparaitre dans f(t) une impulsion de Dirac.
2.3.3 Fonction de transfert

Soit un systéme linéaire invariant d’entrée u(t) et de sortie y(t). On appelle fonction de
transfert du systéme le rapport des transformées de Laplace de la sortic et de I’entrée, a
conditions initiales nulles :

G(s) = % (2.30)
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La fonction de transfert est aussi la transformée de Laplace de la réponse impulsionnelle
(la réponse impulsionnelle d’un systéme est sa sortie a une entrée sous forme d’impulsion de
Dirac, avec conditions initiales nulles). Le dénominateur de la fonction de transfert est dit le
polynome caractéristique du systéme, et I’ordre du systéme est le degré de ce polyndme. On

peut alors représenter le systeme sous la forme graphique ci-dessous :

U(s) Y (s)

Figure 2.4 : Diagramme fonctionnel d’une fonction de transfert

Exemple 2.7 :

A partir du modéle de la suspension constitué¢ par 1’équation différentielle (2.5), on peut
calculer sa fonction de transfert en prenant la transformée de Laplace avec conditions initiales

nulles :
Ms?Y (s)+BsY (s)+KY (s) =U (s) (2.31)
Donc, la fonction de transfert du systéme s’écrit:

Y(s) 1
U(s) Ms’+Bs+K

G(s) = (2.32)

Il s’agit d’un systéme du second ordre et de classe 0.

2.3.4 Passage de la représentation d’état a la fonction de transfert
L’application de la transformée de Laplace au modele d’état (2.6) nous donne :
sX(s) = AX(s) + BU(s),

Y(s) = CX(s) + DU(s).

soit :

X(s) = (sI — 4) 'BU(s),

Y(s) = CX(s) + DU(s)

ou | est la matrice identité, finalement :

G(s):%:C(sl —~A)'B+D (2.32)
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2.4 Algebre des diagrammes fonctionnels

Dans le cas d’un systéme constitué d’un ensemble de composants interconnectes, il est
possible d’adopter une représentation sous forme d’un diagramme fonctionnel d’interprétation
directe a partir des fonctions de transfert des composants. Un diagramme fonctionnel est
composé de blocs fonctionnels représentant les composants élémentaires. Ces blocs sont reliés
par des fléches représentant un signal, 1’orientation de la fléche indiquant le sens du signal.
Cette représentation peut contenir également le bloc sommateur qui permet d’additionner ou
de soustraire des signaux, a I’entrée de la fleche dans le sommateur le signe affectant le signal
est indiqué. Les principales opérations permettant de réarranger les blocs en vue de la
simplification/réduction sont représentées aux Figures 2.5-2.9 [4, 8, 13].

Uls) Yi(s) U(s) Y (s)

— Gu(s) Ga(s) —* — ™ Gi(s)Gals) —™

1 )

Figure 2.5 : Systemes en série (cascade)

;

G1(s) + Ga(s)—

Figure 2.6 : Systéemes en parallele

U(s) + —E(s) Y (s) Ul(s)

G(s) - _ —

G(s)
1+ G(s)H(s)

=
i

Figure 2.7 : Systémes en contre-réaction

x Y - x Y
— G(s) - = = G(s) —
Y Y
a y x Y
- G(s) [ — — ™ G(s) =
o) €T 1
G(s) [T

Figure 2.8 : Déplacement d’un point de départ
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r  + + N
y +T
x Z
= i Gls) —
_|_
1 y
G(s) ™
r Z
= — = G(s) —>
y +
— G(s)

Figure 2.9 : Déplacement d’un soummateur
Exemple 2.8 :
A titre d’exemple, on considére le diagramme de la Figure 2.10, il est possible d’utiliser les
regles présentées ci-dessus pour obtenir la fonction de transfert :

Y(s) _ G,G,G;,
U(s) 1+G,H,+GG,H,-G,G,H,

G(s)=

—
W
S

Y
Q
=

|

A

H,(s)

Figure 2.10 : Exemple de simplification de diagramme

2.5 Représentation par graphe de fluence

Cette représentation, trés proche de la représentation par diagramme fonctionnel, utilise

les propriétés des systemes linéaires [8].
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Une variable est représentée par un nceud et une liaison entre variables par un arc, c’est-

a-dire une branche orientée.

G,
Xe > 34
G,
Y
z G,

Figure 2.11 : Nceuds et branches
Il vient pour la Figure 2.11 :

Y =G,X

(2.33)
Y =GX+G,Z

Remarque 2.2 : lorientation d’une branche représente une seule relation dans le sens
indiqué.

G, Y G,
X e > o < o X

1 2

Figure 2.12 : Orientation d’une branche

La Figure 2.12 représente Y = G; X; + G, X, non pas X; = (1/ Gy)Y.

La valeur de la variable représentée par un nceud est égale a la sommation pondérée des
variables qui y sont liées par une branche dirigée vers le nceud (sommateur), le coefficient de
pondération ou gain étant la valeur inscrite prés de la branche (qui peut étre un nombre ou une

fonction de transfert). Les principaux éléments que nous utiliserons sont les suivants :

- neeud source (entrée) : est un nceud associé a une variable d’entrée (variable externe).
Il n’admet que des arcs divergents,

- neeud puits (sortie) : il représente une variable choisie comme sortie. Ce nceud
n’admet que des arcs convergents,

— chaine: est une liaison entre deux variables réalisee en suivant le sens des fleches et
en ne passant pas deux fois par le méme point,

— Chaine d’action (CA) : est une chaine commengant en un nceud d’entrée et finissant
en un nceud de sortie ne passant pas deux fois par le méme point,

- Boucle : chaine commengant et finissant au méme nceud,
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- Gain de chaine : est le produit des gains dans la chaine,

- Gain de Boucle : est le produit des gains dans la boucle.

Remarque 2.3 : un nceud peut toujours étre transformeé en un nceud de sortie (Figure 2.13).

xo S xo Y
N; ]
N - N
Y G, Y G,
Figure 2.13 : Transformé en un nceud de sortie
Exemple 2.9 :

Considerons un systeme linéaire décrit par le graphe de fluence de la Figure 2.14.

G,y

Nepe

Q
o<

12

Figure 2.13 : Graphe de fluence d’un systéme linéaire

On peut distinguer les €léments suivant : sources : Yy, puits : Ys, boucles : By = Gy3 Gap, B, =
G4 Gz, B3 = Guy, B4 = Go4 Gyz G3; les boucles B, et B sont disjointes (ne se touchent pas),
chaine d’action (CA) entre Y; et Ys : 3 CA: G2 Goz Gas Gus: Gio Gos Gus; Gro Gos.

2.5.1 Formule de Mason

La formule de Mason permet d’obtenir directement d’un graphe de fluence la fonction

de transfert. Cette formule est donnée par :

_Y(s) _1

avec .

- F;est le gain dans la i° chaine d’action,
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- A est le déterminant du graphe. A= 1 = (tous les gains des boucles individuelles)
+ Y (tous les produits des gains de deux boucles qui ne se touchent pas) — > (tous les
produits des gains de trois boucles qui ne se touchent pas) + - - -,

- A; est le déterminant de la i° chaine d’action. Il correspond a la valeur de A pour la

partie du graphe ne touchant pas la i° chaine d’action.

Pour I’exemple 2.9, on a la fonction de transfert suivante :

Y (S) _ GlszsG34G45 + G12G25 +G12G24G45G44Ga4G43
U (S) 1- stGaz - G'34G43 - G44 - G43632624 + 623632644

G(s) = (2.35)
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Exercices sur le chapitre 2

Exercice 1:

Etablir 1’équation différentielle reliant la tension de sortie a la tension d’entrée des circuits

R.C.etLR:

R ig =0 iL L ig =0
S S S
C
up -1 Us up R Us
Y ic

Exercice 2 :
On considére le systeme de deux masses M1 et M2, évoluant sur un plan horizontal, sans

frottement. L’objectif est de déterminer 1’équation différentielle reliant le mouvement de la

masse M2 (y(t)) en fonction de la force appliquée F (u(t)) et déduire la fonction de transfert.

F(t) :
k)
b Ml k]
T7777877777]
- 7’7’”’”
! / TTT7777 777777717 7777777777777777
— ¥ !

Exercice 3 - > x(0)

Donner la représentation d’état et le diagramme fonctionnel des systémes décrits par les
équations différentielles suivantes :

y'(t)+ 3y’ () +2y(t) =u(t)

Sy"(t) + 3y (t) -8y (t) = 2u(t)

y'(t)+ 5y'(t) +6y(t) =u"(t) + 3u'(t) +8uf(t)

Exercice 4 :

Déterminer 1’équation différentielle qui lie u(t) & la tension de sortie y(t) en utilisant deux

méthodes (loi des nceuds et loi des mailles). En déduire la fonction de transfert du systeme.
R R

—f ] I

u() c _—_— C | y»

ST 77
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Exercice 5 :

TL
Montrer que : %(tt) - sF(s) — f(0)

Calculer les transformées de Laplace des fonctions suivantes :
f,(t) =156(t—4), f,(t) =3(2t-3)o(t-3), f,(t) =5tu,(t-3)
Exercice 6 :

Trouver la transformée de Laplace inverse f(t) des expressions suivantes :

S+2 s+3 s+3 2s-1
F(s)=———,F,(5) =————,F,(s) = +
1(9) s(s+1)(s+1) (8) s°+25+4 () (s+2)° s*+1

Exercice 7 :

A I’aide de la transformée de Laplace, trouver la solution des équations différentielles

suivantes :

y'(t)+ 2y'(t)+2y(t) =e2u_,(t) (conditons initiales nulles)
4y'(t)+y(t)=2u, () (v(0)=1)

Exercice 8 :

Soit un moteur électrique a flux inducteur constant (soit a courant inducteur constant, soit a
aimant permanent) dont I'induit est alimenté par une tension u(t) et parcouru par un courant

i(t) (voir la figure ci-dessous).

On désigne par :
- e la fcém développée par I'induit,
- Jle moment d'inertie du moteur,
— v est le couple moteur,
- fle coefficient de frottement visqueux
- R larésistance de I'induit,

— L I’inductance de l'induit.

1. déterminer I’équation différentielle reliant w et u.
2. determiner la fonction de transfert correspondante.

3. déterminer le modéle d’état.
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Exercice 9 :
Exprimer le signal suivant en fonction des signaux tests et déterminer sa transformée de
Laplace : S

4a

3a

2a

Exercice 10 :
Simplifier les diagrammes fonctionnels suivants (calculer la fonction de transfert entre Yr(s) et

Y(s)) :

= H,
¥r(s) + e
Ha
10 [ ag [t ¥O
Nabns
H
¥r(s) —«?—-*_ ¢ |—t& IO
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(7

é ¥(s)

¥Yris
%) Gy ,J G % Gy G
G Gs
vy
Gy
—— ﬁ'j f-:':' f.-;|
¥r (%)

Exercice 11 :

Soit le diagramme fonctionnel suivant :

Hy [o————
¥is)
_|_
GTI = GTQ G;; -
H,
1. trouver le graphe de fluence associe,
2. calculer la fonction de transfert en utilisant la formule de Mason.
M. AGGOUNE L.
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Chapitre 3. Réponses temporelles des systéemes linéaires

3.1 La réponse temporelle

L’étude temporelle d’un systéme consiste a déterminer sa réponse (sortie) y(t) a un
signal d’entré u(t) qui varie en fonction du temps, comme I’impulsion de Dirac 4(t), I’échelon
unitaire u.;(t) et la rampe unitaire r(t). Cette réponse permet d’évaluer les performances en
rapidité, précision, stabilité [1, 3-6, 9, 11].

La réponse d’un systéme a une impulsion de Dirac est appelée réponse impulsionnelle;
la réponse d’un systéme a un échelon unitaire est appelé réponse indicielle. L’objet de ce
chapitre est d’étudier les réponses temporelles des systemes du premier et du second ordre
aux signaux de référence, auxquels se raméneront les systémes d’ordre supérieur, par

approximation.
3.2 Calcul de la réponse d’un systéme

Théoréme 3.1 : La réponse d’un systéme linéaire invariant d’entrée u(t) et de sortie y(t) est

donnée par le produit de convolution :

y(®) =g®)*u®) =" g(r)ut-r)dr (3.1)

ou : g(t) est la transformée de Laplace inverse de la fonction de transfert.
Par la propriété de convolution temporelle de la transformée de Laplace, nous avons avec

conditions initiales nulls :

v(s) = £(y(®) ) = £( g@®*u(t) ) = G(s)U(s) (32)

La sortie y(t) est la transformée de Laplace inverse de Y(s). Il suffit pour cela d’utiliser la
décomposition en eléments simples de la fraction G(s)U(s) étudiée au chapitre 2, puis les

tables de transformées, pour effectuer I’inversion.
3.2.1 Systémes du premier ordre

Un systéme linéaire invariant a temps continu d’ordre un est régit par une équation
différentielle du premier degre a coefficients constants. Sa fonction de transfert posséde donc
au maximum un zéro et un pdle. De maniére plus générale, un tel systeme ne posséde pas de

zéro. L’équation la plus couramment rencontrée est donc du type :

f%+ y(t) = Ku(t) (3.3)

35 I Cours Systémes Asservis Troisiéme année Licence « Electrotechnique» M. AGGOUNE L.



Chapitre 3: Réponses temporelles des systéemes linéaires

ou 7 et K sont des constantes réelles positives. Ils ont la signification suivante :

- rest la constante de temps du systeme,
- Kest le gain statique : le signal d’entrée étant constant, u(t)=uo, le signal de sortie y(t)

vaut K fois ug lorsque le systéme n’évolue plus (dy(t)/dt =0).

Le systéme est appelé élémentaire lorsque la dérivée de I’entrée u(t) n’apparait pas dans le
seconde membre de I’équation différentielle.
La fonction de transfert se déduit de 1’équation différentielle du systéme en appliquant

la transformation de Laplace aux deux membres :
7sY () +Y(s) =KU(s) (3.4)

d'ou la fonction de transfert :

G(s) = EJ((?) 1J1<rs (3.5
Exemple 3.1 :

Soit le circuit RC suivant:

()

u(t) T | Y0

Figure 3.1 : Circuit RC

On veut déterminer la relation entre I’entrée u(t) (tension d’alimentation) et la sortie y(t) (la
tension aux bornes du condensateur). Par les lois de Kirchhoff nous avons les équations

suivantes :

y® =2 [iod@)
ity =c ) dy(t) (3.6)
u(t) = Rl(t) +y(t)

En remplagant le courant i(t) par son expression dans la derniere équation. 1l vient :

36 I Cours Systémes Asservis Troisiéme année Licence « Electrotechnique» M. AGGOUNE L.
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reM 4y =) 3.7)

Alors la fonction de transfert est donnée par :

_Y(s)_ 1
C() =T ~TrRes (38)

ouz=RCetK=1.
Réponse impulsionnelle
On étudié la réponse du systeme a une entrée u(t) = o(t). La transformée de Laplace de

I’entrée est alors U(S) = 1. L’expression de la sortie du systéme est :

Y(s) = G(s) = y(t) = L1 (ﬁ) = %e*”u_l(t) (3.9)

La Figure 3.2 montre la forme de cette réponse. Il est possible de déterminer les deux

parametres du systeme a partir de 1’intersection de la pente de la réponse a 1’origine avec I’axe

des abscisses, et de la valeur du signal de sortie a 1’origine.

¥
M

K/T.

0 T

Figure 3.2 : Réponse impulsionnelle d’un systéme du premier ordre

Réponse indicielle

On étudié la réponse du systéme a une entrée u(t) = u.(t). La transformée de Laplace de

I’entrée est alors U(S) = 1/s. L’expression de la sortie du systéme est :

Y(s) = G(s)%@ y(t) =L‘1< K l) = K(l—e")u, (1) (3.10)

1+7ss
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La Figure 3.3 montre un exemple d’évolution temporelle de la réponse indicielle d’un
systéme d’ordre un. La détermination des parameétres z et K du systeme s’effectue de maniére

simple, a partir de mesures graphiques sur cette courbe :

Figure 3.3 : Réponse indicielle d’un systéme du premier ordre

- le gain statique K s’obtient par le rapport de la variation du signal de sortie par la

variation du signal d’entrée (quand t tend vers I’infini) :

_ Ay(Y)
K = @) (3.11)

- pourt=r1, y(r) = K(1 —e ") = 0.63K. La valeur de t se détermine alors pour une

variation de la sortie de 63% de sa variation totale.

On peut aussi déduire, a partir de ce graphe, le temps de réponse t. du systeme. Il représente le
temps au bout duquel la sortie atteint sa valeur finale (on dit aussi de sa valeur en régime
permanent) a 5 % pres. Il est facile de vérifier que ce temps de réponse est de ’ordre de 3.
Ona:

y(t)=K@l-e"")=095K < (/") =0.05 =t =—7In0.05~ 3¢ (3.12)

Réponse a une rampe

On étudie maintenant la reponse du systéme a une rampe unitaire u(t) = r(t). La transformée

de Laplace de Pentrée est alors U(s) = 1/s%. L’expression de la sortie du systéme est

Y(s)=G(s)i2<:> y(t)=£‘1< K %)zﬁ‘1<K(i2—l+ L )) (3.13)
S 1+7s s s s s+l/t
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d'ol y(t) = K(t—z +7e " )u_(t) (3.14)

J*Ef)

\ droite d'équation
y=K(t-1)
t

\

Figure 3.4 : Réponse d’un systeme du premier ordre a une entrée en rampe

3.2.2 Systémes du second ordre

Un systéme linéaire invariant a temps continu d’ordre deux est régit par une équation
différentielle du second degré a coefficients constants. Sa fonction de transfert possede donc
au maximum deux zéros et deux pdles. De maniere plus générale, un tel systeme ne posséde

pas de zéro. L’équation la plus couramment rencontrée est donc du type :

LAy 26dy)
ot o a YOk (3.15)

ou wy, & et K sont des constantes réelles positives. Ils ont la signification suivante :

- wpest la pulsation propre non amortie (ou pulsation naturelle) du systéme,
— Cest le coefficient (ou facteur) d’amortissement du systéme,

- Kest le gain statique du systeme.

La fonction de transfert se déduit de 1’équation différentielle du systéme en appliquant la

transformation de Laplace aux deux membres :

2y (s)+ 253y (s) + Y (s) = KU s) (3.16)
, @,

d'ou la fonction de transfert ;

_Y(s) _ K
G(s)—U(S) _s_2+§+1 (3.17)
a)s w,
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Exemple 3.2 :
Soit le circuit RLC suivant:

J :R A 0
C
u(t) T |y
Figure 3.5 : Circuit RLC
Les lois de Kirchhoff donnent :
LcIYO 4 re YO L vy =ur) (3.18)
dt dt
Alors la fonction de transfert est donnée par :
G(s)= ) _ 1 (3.19)

U(s)  LCs*+RCs+1
ol wp= 1W/LC (Rad. S1), ¢ = R,/C/4L etK = 1.
Réponse indicielle

On étudié la réponse du systeme a une entrée u(t) = u.1(t). La transformée de Laplace de

I’entrée est alors U(S) = 1/s. L’expression de la sortie du systéme est :

Y (s)=G(s)U(s) = K (3.20)
8[5—22 + 28 +1j

w, W,

L’¢tude des différentes formes de la sortie d’un systéme d’ordre deux s’effectue en analysant
les racines de son polynéme caractéristique (p6les), donnée par le dénominateur de la fonction

de transfert :

(5—22+§+1]:0 (321)

La nature de la réponse y(t) dépend du signe du déterminant du polynéme caractérise :

A= (3.22)
a)n
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Les deux poles sont :

PP, =—¢ o, ia)n./fz -1 (3.23)
Trois cas de figure se présentent selon le signe du déterminant de 1’équation caractérise.

a) déterminant positif (A> 0 & &> 1)

Dans ce cas, on a:

K an(eF) o[ ET
y(t) = Ku_l(t)—ﬁ{(fh/f ~1)e —(&+JE-1)e }u_l(t) (3.24)

A la Figure 3.6, on a représenté la réponse d’un systéme du second ordre pour différentes

valeurs du coefficient d’amortissement & Dans ce cas, la réponse est apériodique.

0

Figure 3.6 : Réponse indicielle d’un systéme d’ordre 2 avec & > 1(régime amorti)

Remarque 3.1 : la réponse la plus rapide est obtenue pour un facteur d’amortissement trés

proche de 1.

b) déterminant nul (A =0 & {=1)

La réponse a pour expression :

y(t) =Ku, () -K(1+at)e ™u,(t) (3.25)
Comme dans le cas précédent, nous obtenons une réponse apériodique qui tend trés

rapidement (régime critique) vers 1’asymptote K (voir Figure 3.6).

¢) Déterminant négatif (A<0 & 0<¢<1)

On obtient cette fois :

y(t) = Ku_ (t) — Ke™*™" cos(a)n 1-& )t+ d sin(a)n 1-& )t u_,(t) (3.26)

N
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Oou encore :

y(t) = Ku_, (t) - K_ o sin(con 1-&E%t+arctan WJ u,(t) (3.27)

N :
La réponse obtenue, est constituée d’une sinusoide amortie par une exponentielle
décroissante, avec une asymptote horizontale en K. La Figure 3.8 montre 1’évolution de la
réponse indicielle d’un systéme d’ordre deux, lorsque t tend vers I’infini la sortie y(t) tend
vers I’asymptote K en présentant un régime dit oscillatoire amorti. D’autre part, on constate
que la réponse présente un maximum plus important que 1’asymptote finale, y(c0) = K. On

parlera alors de dépassement du signal de sortie.
(1)

0

Figure 3.7 : Réponse indicielle d’un systéme d’ordre deux avec & inférieur a 1

Remarque 3.2 : Les oscillations sont d’autant plus importantes (en hauteur et en durée) que
le facteur d’amortissement est faible. S’il est nul, le signal de sortie est une sinusoide oscillant
entre 0 et 2K.

La Figure 3.8 montre les différentes mesures utilisées pour caractériser un systeme
d’ordre deux [1, 3, 6, 9] :

- le dépassement D% exprimé en pourcentage et défini par la valeur maximum du signal
de sortie ramené sur sa valeur finale,

- le temps de montée t, défini lorsque le signal de sortie atteint pour la premiére fois sa
valeur finale,

— le temps de pic tyc (aussi appelé temps du premier dépassement) defini lorsque le
signal de sortie atteint sa valeur maximum,

— la pseudo-période T, définie par la période de la sinusoide amortie,
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le temps de réponse a n% représente le temps au bout duquel le signal de sortie peut

étre contenu dans un intervalle de £n% autour de sa valeur finale.

Tp
-
D% £\ f :
K Y R _ __________ n%
. ap— T ——
S0,9K v
2 i
E
<<
0
tm tpic Temps (s}r n%

Figure 3.8 : Différentes mesures utilisées pour caractériser le comportement temporel
d’un systéme d’ordre deux

Toutes ces mesures sont liées aux parametres du systeme par les formules présentées
dans le Tableau 3.1. Il est donc possible de remonter aux paramétres du systéeme a partir de

relevés graphiques effectués sur la courbe de réponse indicielle du systéme. Le gain statique

du systéme est calculé de la méme maniére qu’un systéme d’ordre un.

Tableau 3.1 : Formules liants les paramétres d’un systéme d’ordre 2 avec les
caractéristiques de sa réponse indicielle

Temps de monté t,= ﬁ

Temps de réponse a n% (&< 0.7) t = 1 In(@j
N n

Temps d i i t =7
ps du premier maximum L

p 4ri T o 2%
seudo-période I

) —r
Dépassement D%:looexp[ Jl——éf]

Exemple 3.3 :
Soit la fonction de transfert suivante:

G(s) :% on peut déduire : @’ =9 =, =3, 2&m, =3= £=0.5,K =1. On obtient
$°+3s+9

alors : D% =16,3%,T, =2.4s,t ;. =1.2s, t, =0.6s,t,(5%) = 2s
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3.3 Systemes d’ordre supérieur

La section précédente est consacrée a 1’étude des systémes d’ordre 1 et d’ordre 2, sans
zéros au numerateur. Cette section aborde 1’étude des systemes d’ordre élevé. Dans le cas le
plus général, la réponse d’un systéme est constituée de la somme de fonctions du temps
élémentaires définies par la nature (réels, complexes conjugueés) des poles [4].

Soit la fonction de transfert G(s) d’ordre n que I’on factorise afin de faire apparaitre les

poles et les zéros.

M(s=2)M((s+ay) + 5
(s-p )H((S+api )2 +[3§j)

(3.28)

la contribution élémentaire de chaque pole sous la forme d’une fonction du temps se déduit en

calculant la transformée de Laplace inverse de G(s) apreés décomposition en éléments simples.

— chaque pole réel p; de multiplicité m; donne une réponse transitoire de la forme :
yot) = At e™ (3.29)
j=1

- chaque paire de poles complexes conjugués (pi, pi) de multiplicité m; donne la

réponse suivante :

Y, (1) =Y At e cos(at) + 1t e sin(et) (3.30)
=1

ol o; =Re(p,) et = Im(p,).

La forme générale de la réponse temporelle du systéme est constituée par la
combinaison linéaire de ces fonctions élémentaires. Dans cette réponse, chaque fonction
élémentaire du temps est appelée mode du systéme.

Remarque 3.4 :

- le comportement temporel transitoire d’un systéme est totalement déterminé par les
poles. Les systemes stables sont caractérisés par des poles a partie réelle négative,

- les zéros n’interviennent qu'au niveau des amplitudes des fonctions temporelles, mais
pas du tout sur les parametres dynamiques.

Exemple 3.4 :
Soit la réponse temporelle d’un systéme :y(t):(—0.066e‘l°t—O.35€‘5t+1.4le‘t)ufl(t). Ce

systeme a 3 pdles réels négatifs : p; = -1, p, = -5 et p3 = -10.
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Lorsque le temps s’écoule, ces termes disparaissent les uns apres les autres, les poles les
plus petits correspondant aux termes qui durent le plus longtemps (dominent la réponse
temporelle). Ces poles sont les pbles dominants situés prés de 1’axe imaginaire dans la carte
des poles (les plus proches de 0). Les termes plus rapides sont négligeables. Le tracé de la
réponse y(t) montre que le systéme du troisiéme ordre précédent a un comportement

transitoire trés voisin d’un systéme d’ordre 1 qui n’aurait qu’un seul pdle dominant p; = -1:
y(t) = (1.416_t )u—l(t)' La forme de la réponse d’un systéme dépend donc essentiellement des

poles dominants.

Reponse globale

Amplitude

0 1 2 3 4 5 B
Temps (sec)

Figure 3.9 : Tracés des trois modes et de la réponse globale

Remarque 3.4 :

— un systeme d’ordre élevé a, la plupart du temps, un ou deux pdles dominants et se
comporte donc comme un systeme du premier ou du deuxiéme ordre,

- on peut simplifier la fonction de transfert d’un systéme d’ordre élevé en ne conservant
que le ou les poles dominants (en veillant a conserver le gain statique du systeme),

— un pdle peut étre négligé des qu’il est 3 ou 4 fois supérieur au précédent.
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Exercices sur le chapitre 3

Exercice 1 :
Un systéme est caractérisé par la fonction de transfert :

s+4

G(S) = ———
(5) s’ +55+6

1. déterminer I’équation différentielle reliant I’entrée et la sortie,
2. déterminer la réponse impulsionnelle g(t) du systéme,

3. quelle sera la sortie si I’entrée est e *'(1-t) u.y(t) ?

Exercice 2 :

Un systéme est décrit par I’équation différentielle suivante :
—12y"(t) — 3y'(t) + y(t) =10u'(t) + 2u(t)
1. déterminer la fonction de transfert du systeme,
2. quels sont les poles et les zéros?

3. donner le diagramme des pdles et des zéros.

Exercice 3 :
On applique a I'entrée d’un systéme du premier ordre un échelon d'amplitude E = 2V. La

sortie y(t) est représentée par la figure suivante :

L/ _

0 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t(s)
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1. déterminer la constante de temps en expliquant bien la méthode utilisée,

2. déterminer le gain statique de ce systéme,

3. déduire la fonction de transfert G(s).

Exercice 4 :

La figure ci-dessous représente la réponse indicielle d'un systeme du second ordre soumis a

un échelon d'entrée d'amplitude E = 1.5V.

5 T T
15 ,/ B
."fll
4 Illf"‘ --/____'_, et ———
|llll -
3.5 E
3 —
2.5 B
() (V)
2 |
1.5 B
1 K N
0.5 E
O | | | | | | | | |
02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
t (s)
1. déterminer le facteur d'amortissement de ce systeme,
2. déterminer le temps de réponse de ce systeme,
3. déterminer le gain statique de ce systeme,
4. mesurer la pseudo-période; en déduire la pulsation propre non amortie.
Exercice 5 :
Soit le systeme décrit par le diagramme fonctionnel suivant :
Yr(s) Sl ) u(s) 1 Y(S)
— K, - K> >
1+3-§
. AGGOUNE L.
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1. déterminer la fonction de transfert en boucle fermée G(s) = Y(s)/Y((s) par la méthode
de votre choix,

2. mettre G(s) sous sa forme canonique,

3. déterminer K1 et K2 pour avoir un temps de réponse inférieur a t, (5%) <= 0,5 s et un

dépassement D, inférieure a 10%.
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Chapitre 4. Réponses fréquentielles des systemes linéaires

4.1 La réponse fréquentielle

Ce chapitre présente les méthodes permettant d’étudier la réponse fréquentielle d'un
systeme dont la fonction de transfert est connue. L’analyse fréquentielle s’intéresse au
comportement du systeme considéré en régime permanent, en réponse a une entrée
sinusoidale, c’est a dire sa réponse harmonique, en fonction de 1’amplitude et de la fréquence
du signal d’entrée [4-9, 11, 12].

Définition 4.1 :

La réponse fréquentielle d’un systéme linéaire de fonction de transfert G(s) a une sinusoide
u(t) = X sin(w?) d’amplitude donnée X et de pulsation donnée w est une sinusoide y(t) = Y
sin(wt+ ¢) de méme pulsation w et dont I’amplitude Y et le déphasage ¢ dépendent de la
pulsation w avec: Y = X |G(jw)| (|G(jw)| est le gain du systeme) et ¢ = arg(G(jw))
(déphasage entre la sortie et I’entrée).

En générale, la réponse harmonique d'un systeme est déterminée par le nombre
complexe G(jw) qu'on appelle fonction de transfert harmonique (ou fonction de transfert
complexe). La fonction de transfert complexe G(jw) s'obtient simplement en remplacant la
variable de Laplace s par jo dans l'expression de la fonction de transfert G(s). L’étude de
G(jw) en fonction de la pulsation « permet donc de déduire le comportement fréquentiel du
systeme.

La fonction de transfert harmonique est souvent représentée graphiquement par le lieux
de transfert (le lieu des points G(jw) quand la pulsation w varie de 0 & I’infini). On distingue
trois représentations graphiques du lieu de transfert : diagrammes de Bode, de Nyquist et de

Black. Dans la suite, on étudie les diagrammes de Bode et de Nyquist [4, 7, 9, 11, 12].
4.2 Diagramme de Bode

Cette représentation est constituée de deux tracés. Le premier représente le gain du

systéme en decibels (dB), quand la pulsation w (rad/s) varie :
Gy =20l0g,,|G(jo)| (4.1)
Le deuxiéme montre la phase ¢ en degré ou en rad, quand la pulsation w (rad/s) varie :

p=arg{G(jo)} (4.2)
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La pulsation est sur une échelle logarithmique en abscisse (Figure 4.1). Il est fréquent de
placer le tracé de phase en dessous du tracé d’amplitude comme montre la Figure 4.2.

20log| G(w)|

i

L 20dB  (|6(@)] =10)

‘-ﬂ | :0 dB e >
001 0.1 |1 10 100 1000
+-20dB (|G(o) =0,1)
Figure 4.1 : Echelle logarithmique du diagramme de Bode
 |G(jw)| dB
G )|

Q 0; rad/s

o Deg ouRad Echelles logarithmiques

-
-

wrad/s

iﬁ)l

Figure 4.2 : Diagramme de Bode

D’une manicre générale, on porte directement les valeurs de w sur I’axe des abscisses
en respectant 1’échelle logarithmique et en plagant la pulsation w = 1 a I’origine de cet axe

puisqu’elle correspond a logio w = 0.
4.2.1 Méthode de tracé du diagramme de Bode

Cette sous-section présente une méthode permettant la construction du diagramme de

Bode (gain et phase). En effet, toute fonction de transfert peut étre décrite par la relation :
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[1(1+z8)[1(1+2(/ @, )s+(s/ @, )?)

G(s)=K
S TT(L+ 7 s)IT(1+2(6 @, )5+ (s o, )7)

(4.3)

Par conséquent le module en dB du systéme considéré est la somme des modules élémentaires

en dB. Par ailleurs, la phase du systeme est la somme des arguments.

2010, [G(je)| = 203" 109,,|G, (i)}, ¢() = ¥ () (4.4)

L’avantage du diagramme de Bode est que les courbes des élements constituant la
fonction de transfert suivent des asymptotes. De ce fait, il est d’usage de tracer une
représentation approximée de la réponse harmonique en utilisant le tracé de diagrammes
asymptotiques des éléments constituant la fonction de transfert et en les additionnant afin

d’obtenir le tracé asymptotique global.
Systémes du premier ordre

La fonction de transfert complexe d’un systéme canonique du premier ordre s’écrit :

G(jw) = (4.5)

(1+ jro)

d’ou: |G(ja))|:

T«/ﬁt? ,o(w) =—arctg (7).

Le tracé du diagramme asymptotique consiste a sépare I’espace des pulsations en deux

domaines, selon que rw est trés grand ou trés petit devant 1.

- s ra)<<1,soita)<<%:>|G(ja))| = ~ Kdonc 20 log|G(jw)| =20 log K Ia

K
J1+ 7w
courbe de gain suit une asymptote horizontale d’ordonnée 20log K,

. 1
- pourzew>>1soitw>>—ona:
T

: K
Stl=

correspond a est une droite de pente -20 dB/décade, ce qui signifie que le gain diminue

z%donc 20 log|G(jw)| =20 log K —20 logr —20 logw. Ceci

de 20 dB lorsque la pulsation est multipliée par 10. Cette droite coupe [’autre

asymptote au pointw=1/7.
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A la pulsation =1/ r,|G(ja))|dB =—3dB ce qui signifie que le trace réel se trouve donc

a 3 dB en dessous des asymptotes (voir Figure 4.3). Cette pulsation est appelée pulsation de
coupure.
Remarque 4.1 : dans la courbe de gain, les asymptotes ne peuvent prendre pour pente que les
valeurs multiples de 20 dB/décade. On appelle pente d’ordre n, une pente égale a 20n
dB/décade.

Concernant le déphasage, on a:

. 1 .
- pourzw <<1,s0it w << = = ¢(w) =0 la courbe de phase est une asymptote horizontale
a ’ordonnée 0 rad,
. 1
- pourze >>1,s0it @ >> ~= p(w) = %alors la courbe de phase est une asymptote

horizontale a 1’ordonnée -n/2 rad.
A la pulsation @=1/7 ,0n obtient un déphasage de-n/4 rad.

| G(i&))l dB asyimptotes
M

20logk
AR I 20 dB
réelle -
0 1 décade
= » O
0,1 1 10 1/r K=t \
pente —1
o(m) a{;nnptutes

.............. “ m— : » (D

T e + réelle

on_ 4 R e
2

Figure 4.3 : Diagramme de Bode d’un systéme du premier ordre
Systémes du second ordre

La fonction de transfert complexe d’un systéme canonique du second ordre s’écrit :

Ay
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2
=, p(w) = —arctg G

FaE )

d’ou : |G(ja))|=

n
Les asymptotes sont obtenues de maniere identique a celle qui a été faite pour le

systeme canonique du premier ordre.
- pour®— 0:|G(jw)| = K donc |G(jw)|,, =20 log K et p(w) ~ 0.
- pour® —+oo,0na:

2
IG(jow)|~ Kaz)” donc|G(jw)|,, =20 log K +40 loge, —40 logwet p(w) ~—z. La courbe
w

de gain suit donc une direction asymptotique qui est une droite de pente —40 dB/décade

en hautes fréquences.
Les deux asymptotes se coupent au point d’abscisse @ =, (pulsation de cassure). A
cette pulsation (p(w) = -n/2). En effet, I’intersection commune des deux asymptotes est tel

que :

20 log K +40 logw, —40 logw = 20 log K, soit 40 logaw, —40 logw = 0= o = o, 4.7)
Prés de la pulsation de cassure, il existe une pulsation de résonance o, =a)n«/l—2§2
: K
our laquelle le gain présente un maximum|(G(jw,)|=G, ., =——, si § < 0.707 (Figure
pour lag gain p |G(iw,)| T £ (Fig

4.4). On définit alors le facteur de résonance Q (ou de surtension) par le rapport du gain

maximal sur le gain a I’origine :

1
_ 4.8
Q e fior (4.8)
Exemple 4.1 :
Considérons un systeme de fonction de transfert [9]:

(s+1)(s+100)

(s+10) (*+9)

G(s)=

La fonction de transfert complexe est donnée par :

ja)+1)(ja)+100)

(jo+10) (4.10)

G(J'w)=(
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|G(io) | dB

20logG

+
max |

L

20logK

20 dB 4

| oo, \ ' '
! \ pente —2

= } : 2 (1)

Figure 4.4 : Diagramme de Bode d’un systéme du second ordre

2 2 2
d’ou : |G(jw)|= Jo \72/0)_1;;100 ,¢(w) =arctg(w)+arctg(w/100)—arctg (w/10).
o +

Considérons les équivalents des trois expressionsvo* +1,Vo* +10“etJo* +100” :
w<<1:h/ﬁz1,co>>l:h/ﬁza)
a)<<103\/52+_102-z10,a)>>10:>«/52+_102-za)

w <<100 = o’ +100° ~100, » >>100 = &’ +100” ~ w

on peut résumer les différentes situations dans le Tableau 4.1.
11 s’agit donc de tracer un diagramme de Bode asymptotique en approximant la courbe

entre deux pulsations de coupures (w=1, w=10 et »=100), par ses segments de droites
calculés dans le Tableau 4.1 (Figure 4.5).

La direction asymptotique de phase se déduit immédiatement du diagramme de gain en
multipliant I’ordre de la pente par n/2 (Figure 4.6).
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Tableau 4.1 : Calcul des équivalents asymptotiques du gain

0] 1 10 100 +o0
w +1 1 @ @ 0]
Jo© +1007 100 100 100 )
Ja© +107 10 10 ® 1)
G(jw)| 10 100 100 ®
: 20 dB/déc +
20log,, |G(jo)| 20 dB 20 log o 40dB | 20logw
pente 0 20 dB/déc 0 20 dB/déc
20log|G(w)|
A
]
reel
0
40 dB +--- S
[0] 20dB /11!
S— \ 1 :
: asymptotes
g . pesL u ¢ L, ®
0,01 0,1 1 10 100
+—-20dB

Figure 4.5 : Diagramme de Bode de gain du systeme (4.9)

4.2.2 Cas particuliers

Quelques cas particuliers sont maintenant étudiés. lls peuvent souvent aider au tracé de

diagrammes plus complexes.

- le terme d’intégration d’ordre N (1/(j(o)N) a une phase constante valant —90x N deg. Le

module est défini par :
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K- 20log,, K—-20N log,, @ (4.11)

20 IOglo T

jo)"

=20log,,

La courbe de gain est donc une droite de pente —20 x N dB/dec qui coupe I’axe 0 dB au

point ®¢o = (K)”N,

- le terme de dérivation d’ordre N (K(jo)") se déduit directement du précédent en

changeant le signe de la pente de la courbe de gain et le signe de la phase.

T[."III 2 .

asvinptote

1 10 100

Figure 4.6 : Diagramme de Bode de phase du systeme (4.9)

4.3 Diagramme de Nyquist

Le diagramme de Nyquist, correspond a la représentation dans le plan complexe de la
fonction de transfert complexe G(jw) = Re(G(jw)) + Im(G(jw)) lorsque @ varie de 0 a +oo
(Figure 4.7) [7, 9, 11, 12]. Ce diagramme est toujours orienté dans le sens des @ croissants.

Imi

Re(G(jwy) Re
—DEY

Im(G(j @) Pr=sczzzmmmmm- '

Figure 4.7 : Diagramme de Nyquist
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Systémes du premier ordre

Pour tracer le diagramme de Nyquist, il faut décomposer G(jw) en partie réelle et partie
imaginaire, on a:
K K(1- jro) K(1- jro)

U ) T o) ja) (1572 412

] ] K . Krw )
soit: G(jw) = + =X+]Y 4.13
(Je) 1+7%0° " 1+7%0° . (413)

Le lieu de Nyquist d’un systéme du premier ordre est un demi-cercle de centre (K/2,0)

et de rayon K/2 comme le montre la Figure 4.8.

Im

0 K/2 K Re

w = 1/1
Figure 4.8 : Diagramme de Nyquist d’un systéme du premier ordre
A la pulsation de cassure pour ® = wc=1/7: |G(ja))| =K /J2,p(w) =-45°.

Systémes du second ordre

Le diagramme de Nyquist d’un systeme du second ordre est défini a partir de

I’expression suivante :

K(l—(co/a)n )2) Y Ké(wf,)

G(jo) = 2\? 2 2\? 2
(1—(a)/a)n) ) +4&% (0] @,) (1—(a)/a)n) ) +4& (o] @,)

(4.14)

La Figure 4.9 illustre les tracés obtenus en fonction des différents cas. On remarquera
que tous les tracés ont les mémes points de depart et d’arrivée. Aux hautes frequences (w tend

vers I’infini), I’analyse asymptotique montre que la phase tend vers —r ¢’est-a-dire la courbe
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est tangente a 1’axe des réels, par la gauche, au point 0. Une éventuelle résonance (& < 0.707)

s’observe par une courbe qui présente alors un maximum de gain (une inflexion de la courbe)
[11].

Alm

D | “

w Croissants

maximun de gain

Figure 4.9 : Diagramme de Nyquist d’un systéme du second ordre

4.4 Marge de phase et marge de gain
Définition 4.2 : (Marge de phase)
La marge de phase est définie par [4, 7, 9, 11]:
M, =¢(w, )+180°

(4.15)
ou @, est la pulsation de coupure a 0 dB de la fonction de transfert complexe G(jw) :
20l0g,, |G (ja, )| =0dB = |G ( ja,, )| =1 (4.16)
Définition 4.3 : (Marge de gain)

La marge de gain est définie par [4, 7, 9, 11]:
1 :
Mg = ———— = M.dB=-20log,, |G jo,,; | (4.17)
o{ie, )
180
ou @ . est la pulsation pour laguelle la phase de G(jw) vaut :
arg [G (i, )J —_180° (4.18)
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Exercices sur le chapitre 4

Exercice 1 :
Un systeme est caractérisé par la fonction de transfert complexe :
: 20
G = -
(Jo) 4+ jo

1. quelle est I’équation différentielle liant I’entrée u(t) et la sortie y(t) ?

2. quelle est I’expression de la réponse du systeme a un signal d’entrée sinusoidal u(t) =
2sin (10t) ?

3. tracer le diagramme de Bode de G(jw).

Exercice 2 :
Soit le systeme dont la fonction de transfert G(s) est :
_10(s+10)
O =5

On utilise dans ce systéme un signal d’entrée u(t) = Acos (wt). Calculer I’expression du signal

de sortie y(t) dans les deux cas suivants :

A=10 A=100
w=1rad/s €4 »=1000 rad/s

Exercice 3 :
Tracer le diagramme de Bode asymptotique (gain et phase) des systemes suivants :
~1000(s +1) 3 10s _ (s+1)(s+100)
©)=55110) 'O = 5100 & = 5110y

Exercice 4 :

On considere le systeme de fonction de transfert G(s) définie par :

10
C0) = sE+10)(57100)

Tracer le diagramme de Bode asymptotique de ce systéeme et en déduire son lieu de Nyquist.
Exercice 5:

Considérons un systeme de fonction de transfert :

G(s)=—2—
(%51

Calculer la marge de phase et marge de gain.
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Chapitre 5. Stabilité et précision des systemes asservis

5.1 La stabilité des systémes linéaires continus

La stabilité est la qualité essentielle pour un systéme, et donc exigée en premier. Un
systéme instable est caractérisé soit par des oscillations d’amplitude de plus en plus grande de
la sortie, soit par une croissance négative ou positive de la sortie. En effet, la stabilité du
systéeme commandé est le premier objectif qui doit étre assuré pour le bon fonctionnement de
I’asservissement. Les autres objectifs d’un asservissement (précision et rapidité) ne peuvent
pas étre obtenus si le systeme commandé est instable.

Ce chapitre présente des méthodes permettant de déterminer la stabilité d’un systéme
linéaire continu dont on connait soit 1’expression analytique de la fonction de transfert, soit

une représentation graphique de sa réponse fréquentielle (Bode, Nyquist) [3-9, 11-16].

Définition 5.1 :

Qu’il soit en boucle ouverte ou fermée, un systeme est stable si toute entrée bornée produit
une sortie bornée.

Cette définition caractérise la stabilité entrée bornée-sortie bornée (BIBO usuellement

en abrégé, d’apres 1’anglais bounded input bounded output).
5.2 Critére des poles

Théoréme 5.1 :

Un systeme linéaire invariant a temps continu de fonction de transfert G(s) est BIBO-stable si
et seulement si tous les p6les de G(s) appartiennent au demi-plan complexe gauche, c’est-a-
dire tous les poles sont a partie réelle négative (Figure 5.1). Le demi-plan gauche est appelé la
région de stabilité.

Exemple 5.1 :

Soit la fonction de transfert :

3% +1
s®—4s%+2s% -1

G(s) =

Son polyndme caractéristique ests® —4s®+2s®—1, nous obtenons les racines suivantes :
0.24+0.47j et 3.51.
Le polynéme caractéristique a 3 racines instables, ¢’est-a-dire a droite du plan complexe, donc

le systéme est instable.
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- Plan complexe Graphedelaréponse
e s=0tjo, impulsionnelle Remgnen
8
 OX
Réel
négatif stable
| —= 4
0 0
¢
| o,
Réel Instable
positif
— b 7
0 0
@, s
Nul
(Multiplicité = 1) stable
Complexe
conjugué
Partie réelle stable
négative
Imaginaire Marginalement
conjugué stable
(Multiplicité = 1)
Imaginaire
conjugué Instable
(Multiplicité = 2)
Complexe
conjugué Instable
Partie réelle
positive
@, g
=t
Nuls & Instable
(Multiplicité = 2) | —w——— © - ¢
0 0
Figure 5.1 : Poles et stabilité d'un systéme
M. AGGOUNE L.
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Si des poles sont situés sur I’axe imaginaire, le systéme est marginalement stable : la

moindre variation d’un paramétre peut le rendre instable [4, 5, 14].

5.3 Critére de Routh

Le critere des poles nécessite le calcul des poles de la fonction de transfert, ce qui est

une operation relativement complexe pour des ordres éleves. Le critéere de Routh que nous

allons maintenant détailler permet de savoir si les racines du polyndme caractéristique

possédent toutes une partie réelle négative sans nécessairement les calculer explicitement [9,

11, 14-16].

Soit un systeme ayant pour fonction de transfert G(s) =

D(s)=a,s"+a,,5" +a, ,5" " +--+as++3,

N (s)

——avec.

D(s)

(5.1)

- Si un des coefficients du polyndme caractéristique D(s) est nul ou négatif alors qu’un

autre coefficient au moins est positif, il existe une racine ou des racines imaginaires ou

nulle ou a partie réelle positive,

— Si tous les coefficients du polyndme caractéristique D(s) sont positifs, I’examen de la

premiere colonne du tableau de Routh permet de conclure a la stabilité du systéme.

Tableau 5.1 : Tableau de Routh

n
S an an-2 an-4
Poser
n-1
an-1 an-3 an-5
02 an  Anp-2 an  Qdn—4 an an—6|
- An-— An— An— An— An— An—
b1= n—1 n-—3 b2: n—1 n-—>5 bS: n—1 n-7
an-1 an-1 an-1
3 n-1 Aan-3 n-1 Qan-s an-1 an—7|
n- b b b b b b
ci=— 1 2 Cp=— 1 3 Ca=— 1 4
Calculer by by by
0
S hy h, h3
Les cases vides sont remplies par des zéros,
- Appliquer le critere de Routh.
M. AGGOUNE L.

62 I Cours Systémes Asservis Troisiéme année Licence « Electrotechnique»



Chapitre 5: Stabilité et précision des systemes asservis

Théoréme 5.2 :
Le nombre de racines du polynéme caractéristique dont la partie réelle est positive est égal au
nombre de changements de signes des coefficients de la premiere colonne du tableau de
Routh.

Le systeme considéré est donc stable si et seulement si tous les coefficients de la
premiére colonne sont positifs.

Si un élément de la premiére colonne est nul, on le remplace alors par ¢ > 0 et on
continue la construction du tableau. Si 1’élément au-dessous de ¢ est négatif, il y a

changement de signe et donc il existe une racine a partie réelle positive.

Remarque 5.1 : Le tableau de Routh associé a un polynéme D(s) d’ordre n comporte n+1

lignes.
Exemple 5.2 : étude de la stabilité d’un systéme d’ordre 4

Considérons le polynéme caractéristique suivant :
s* +25° +3s* +4s+5

Tous les coefficients du polyndme caractéristique sont positifs : on ne peut pas conclure
immédiatement de la stabilité du systeme, il faut construire le tableau de Routh :

st 1 3 5
Poser

§ 2 4 0

% 1 5 0
Calculer | st -6 0 0

§ 5 0 0

Il 'y a deux changements de signe de la premiére colonne (deux pbles a partie positive),

le systeme est instable.

Exemple 5.3 : Zéro dans la premiére colonne
Considérons le polynéme caractéristique suivant :
s° +2s* +3s° +65° +55+3

Tous les coefficients du polyndme caractéristique sont positifs, il faut construire le

tableau de Routh pour étudier la stabilité.
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s 1 3 5
Poser

s* 2 6 3

$ 0—¢ 712 0

% (6¢-7)le 3 0
Calculer | 2

st | (426-49-6£%)/(12¢-14) 0 0

s 3 0 0

L’examen de la premiére colonne révéle 1’existence de deux changements de signe quel

que soit le signe de ¢ (1l y a donc deux péles a partie réelle positive), le systeme est instable.
Exemple 5.4 : Ligne de Zéros

Dans ce cas, il faut former un polynéme auxiliaire avec les coefficients de la ligne précédent
les zéros. La construction du tableau de Routh peut étre poursuivie en remplagant les zéros de
la ligne nulle par les coefficients du polynéme obtenu en dérivant le polyndéme auxiliaire. Il
faut noter que les racines du polyndme auxiliaire sont aussi des racines du polynéme original

et doivent étre testées. Considérons polynéme caractéristique suivant :

s® +5s* +11s° +23s? +28s+12. Le tableau de Routh s’écrit :

N 1 11 28
Poser 4
s 5 23 12
§ 6.4 25.6 0
% 3 12 0
Calculer | 0 0 0 Q(s) =3s° +12
1
S 6 0 0 -
S) =6S
g 12 0 0 Q)

Les termes de la premiére colonne sont tous strictement positifs, mais il faut vérifier le
polyndme auxiliaire : Q(s) =3s*+12=0 qui nous donne les raciness = +2 j . Donc le systéme

est marginalement stable
5.4 Critére graphique du revers

Les critéres graphiques permettent d’étudier la stabilité d’un asservissement a partir de
la représentation harmonique de la fonction de transfert en boucle ouverte (FTBO). Cette

section présente le critére de revers qui peut étre déduit a partir des diagrammes de Bode et de
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Nyquist pour juger la stabilité d’un asservissement. Ce n’est pas le seul critére graphique,

mais c’est le plus simple [7, 11, 14-16].

Soit I’asservissement décrit par le diagramme fonctionnel suivant :

Yr-(s) 4+ E(s) U(s) Y (s)
—> > C(s) > G(s) >
Yin(s)
H(s) |=

Figure 5.2 : Asservissement a temps continu idéal

La fonction de transfert en boucle ouverte (FTBO) de cet asservissement est C(s)G(S)H(s)
(CGH(s)). Il s’agit de la relation entrée-sortie quand la chaine de retour n’est pas connectée

au comparateur. La fonction de transfert en boucle fermée est C(s)G(s)/1+C(s)G(S)H(s).

Théoreme 5.3 : (Critére du revers)

Si le systeme en boucle ouverte est stable et a minimum de phase (pdles et zéros a partie
réelle strictement négative) alors le systeme en boucle fermée est stable si, en parcourant dans
le sens des pulsations croissantes le lieu de transfert dans le plan de Nyquist de la FTBO on

laisse le point critique (—1, 0) sur la gauche (Figure 5.3). Il est instable dans le cas contraire.

Dans le plan de Bode, un systeme asservi est stable si, pour la pulsation @,, définie par
IFTBO(J @, )| =1 (soit 0dB), le déphasage est supérieur a —180° (Figure 5.4).
Im Im
' Y '
cercle
e unitairg.””
'l' X,j:, 'J' )(’f
] o Re : o Re
-1 -1t
ccrcl::\\ “‘\
unitaire
= 0 m = O
Instable Stable
Figure 5.3 : lllustration du critere du revers dans le plan de Nyquist
M. AGGOUNE L.
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Weo
"\ @ (log)

@ (log)

0dg

-180°

Instable

W, € Weo

0d8

-180°

—\(Bco

N

w,

Stable

Weot @,

@ (log)

——>0 (log)

Figure 5.4 : lllustration du critére du revers dans le plan de Bode
5.5 Marges de stabilité

Les criteres précédents permettent de dire si un systéeme est théoriquement stable,
marginalement stable ou instable. Mais en pratique il faut qu’il soit suffisamment. On utilise
alors les marges de gain et de phase pour s’assurer qu’un systéme est loin du point critique (-1
, 0) du plan complexe. Ces marges permettent de quantifier la distance séparant le lieu de la
FTBO du point critique (synonyme de limite de stabilité) [14].

Théoreme 5.4 : (Stabilité et marges de stabilité)

Un systeme est stable en boucle fermée si la marge de phase de FTBO est positive (Figure
5.5).

Valeurs courantes des Marge : 6dB<M; <12dBet 40 <M, <60 .

4|FTBO| (dB)
. AIm(FTBO) @,
A 0dB 2 > a)fug
w, \ MG=-20log, 4 MG
\ ‘
) »Re(FTBO) ("(?T];?) 1
ra !
:/ Cercle de ‘w
Deo rayon unité — —— @,
11) Diagramme de Nyquist Me \
-7} 1\___

l.l) Diagramme de Bode

Figure 5.5 : Marges de stabilité
5.6 Précision des systemes asservis

On peut caractériser a chaque instant la précision d’un systéme asservi par la différence

(ou erreur) entre la consigne (sortie désirée) et la sortie réelle :
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e(t) =y, (t)-y() (5.2)
On distingue :

- Derreur dynamique : c’est I’erreur e(t) lors du régime transitoire,

— DPerreur statique : c’est ’erreur en régime permanent :

e, (t) =lim;, e(t) (5.3)
Le but est de minimiser 1’erreur e(t).

5.6.1 Précision dynamique

La précision dynamique d’un systéme est caractérisée durant la phase transitoire
essentiellement & une entrée en échelon. Elle est étudiée a I’aide des parametres du régime

dynamique : temps de réponse, dépassement, etc.
5.6.2 Précision statique

La précision statigue d’un asservissement est caractérisée par ’erreur en régime
permanent. On considére un systéme asservi tel que celui représenté a la Figure 5.2. D’apres

I’équation (5.2) la transformée de Laplace de I’erreur est donnée par :

L’application du théoréme de la valeur finale permet de déterminer ’erreur en régime
permanent.

Erreur de position

On appelle erreur de position d’un systéme en boucle fermée, le parametre e, lorsque le signal
de consigne est un échelon d’amplitude Eq (Y((S)= Eo/s). En appliquant le théoréeme de la
valeur finale, ona:

BRT =1i —_—
e, =limg_, SE(s) E_{% 1+ CGH(s)

(5.5)
L’erreur de position est 1’erreur le plus couramment utilisé pour caractériser la précision
statique dans les systéemes de régulation.

Erreur de vitesse

On appelle erreur de vitesse (erreur de trainage) d’un asservissement, le parameétre ¢, lorsque
le signal de consigne est une rampe de pente b (Y.(s)= b/s®). En appliquant le théoréme de la

valeur finale, on a :
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. . b
ev —llms_>0 SE(S) = Ll_r)lgm (56)

Erreur d’accélération

On appelle erreur d’accélération d’un systéme asservi, le paramétre ¢, lorsque le signal de
consigne est un échelon d’accélération (fonction quadratique du temps) (Y.(s)= 2c/s®). En

appliquant le théoréme de la valeur finale, on a :

2
e =lim,,, SE(S) = lim 5.7
+=lMso S56) = I i con ) &7

5.6.1 Calcul de ’erreur

Pour calculer P’erreur statique, il est intéressant de faire apparaitre le nombre

d’intégrations dans la FTBO. L’expression générale de la FTBO est la suivante :

K1+8s+:--

COH() = T T rgar

(5.8)

ou a, la classe du systéme, représente le nombre d’intégrations pures de la FTBO. Alors,

lerreur &, peut étre calculée a ’aide de (5.4) et (5.8). En effet, en tenant compte de ces deux

équations, il vient :

a+l
S

_ _ l+as+--)
e =lim._, SE(S) = lim Y. (s 5.9
) s-0 SE(S) =0 KL+ Bs+--)+s" A+ as+-+7) ®) 9)

Comme le montre le Tableau 5.2, plus « est €levé, meilleure est la précision du systeme
asservi [11, 12, 14].

Tableau 5.2 : Précision des systemes asservis linéaires continus, en fonction de leur

classe
_ Echelon d’amplitude Eq | Rampe de pente b | Echelon d’accélération
consigne 5

Yr (t)= EOU_l(t) Y, (t) =bt U_l(t) Y, (t)=ct U_l(t)

Nombres Y.(s)=E,/s Y. (s)=b/s’ Y, (s)=2c/s°

d’intégrations
a=0 = B €, > ® €, > ®©
P 1+K
b
a=1 e =0 eV:? €, ™
a=2 e, =0 e, =0 e ==
K
M. AGGOUNE L.
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Exercices sur le chapitre 5

Exercice l:

Etudier la stabilité des systemes suivants :

Gl(s)=(s_2)(s +1), 6.(s)= 12s | 6.(5)= (s +12)(s +1),
(35 +2) (5s —1) (s—2)(s+1)s
6.6) = et G (s)-—tD
(s*-s-6) (s*+2s+2)
Exercice 2 :
Soit le systeme dont la fonction de transfert G(s) est :
G(s)= 3

S +2s'+5°+5°+2s +1
1. étudier la stabilité du systeme.
2. quel est le nombre de pdles stables et instable? justifier.

Exercice 3 :

Considérons ’asservissement suivant :

Ya(s) . 15 ¥(s)
ce) > s(1+ 0.15) >

on considére que le correcteur est décrit par la fonction de transfert :

(Ts+1)
C(s)=K, | -
Ts

Calculer la fonction de transfert en boucle fermée du systeme. Déterminer pour quelles

valeurs de Kp et Ti le systeme est stable en boucle fermé.

Exercice 4 :

On considere le systéme de fonction de transfert G(s) définie par :

10
G(9)= s(s+1)?

Calculer, en boucle fermée, I’erreur de position, 1’erreur de vitesse et 1’erreur d’accélération

de ce systeme placé dans une boucle a retour unitaire.
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Exercice 5 :
Pour chacune des fonctions de transfert en boucle ouverte tracées sur les figures ci-dessous,

déterminer par le critére du revers si le systéme en boucle fermée est stable.

svsteme 1 systeme 2
ZDdH : 2011]!
"‘-h-__‘-‘-‘--_ --u
{1
W 10 ~J
0 \ 0 Sq
~10 ‘\ -10 I
—20 —20 a
N N\
—30 < -30 N
—40 N N —40 o
~50 P =50 h
—60 rad/s —60 radls
109 10! 102 1071 100 10! 102
0 0
[
—30 -30 q
~60) -60 .
—ap -0 ‘\
——1
—120 \-\ —120 o
—150 \\ —150 K i
_180 S 180 -
210 \..‘ =210
240 ] =3 ~240
—270 radfs —270 radfs
109 10! 102 1! 100 10! 102
systeme 3 systeme 4
iB
,/ .|I|..:
.--"""/
—/ | /
. s " /
10
’ [
\ !
Exercice 6 :
Considérons le systeme suivant:
Y () ) . 20 _ 1 Yg)
| 1+o1s § i

1. calculer la valeur de A nécessaire pour obtenir un facteur amortissement en boucle
fermée de £ =0.5,
2. a partir de la valeur A, déterminer la valeur de l'erreur de position et de l'erreur de

vitesse.
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