Via Méthodes directes

1. Ax=b en représentation matricielle :
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2. La matrice A du systéeme

# Triangulaire inférieure
# Triangulaire supérieure

Résolution de systeme d’équations linéaires

Ain X1
Arn X2
aTlTl Xn

Une méthode de résolution d'un systeme linéaire est dite directe

si la solution du systeme

peut étre obtenue en un nombre fini d’opérations



Résolution de systeme d’équations linéaires

Via l'inverse de la matrice du systeme
X =A71p,

Tinverse = ' (n? + n + 1) + 3n% — 1 Opérations élémentaires,

A € M, (K) Nombre d’opérations
élémentaires
n=3 Tinverse = 104
n=4 Tinverse = 551
n=> Tinverse = 3790
n=10 Tinverse~4. 108




Résolution de systeme d’équations linéaires

Via Méthode de Cramer

aip iz
azy az;
v = 1 asz1 EY)
P detAl :
an—11 an—12
An1 An2
Exemple
5 4 7 10
2 4 8] X = |20
3 6 9 30
1110 4 7
x1=—20 4 8 Xy =
36130 6 9
x, = —3.3333

A1i1 b,
azi-1 b,

a3z i1 b3

Ay 151 bn-1
Api-1 b,
detD =-36
-1 5 10 7
—12 20 8
36 3 30 9
x, = 6.6667
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X3=0

5 4 10
2 4 20
3 6 30




Méthodes directes : Méthode de Cramer

La résolution du systeme nécessite au total :
Teramer = (n + 1)2.n! — 1 opérations élémentaires

A € M,(K)| Nombre opérations élémentaires
n=3 Teramer =95

n=4 Tcramer = 599

n=>5 Teramer = 4319

n=10 Tcramer~4. 108

La méthode devient tres lente en temps d’exécution (de calculs) des
que n dépasse 4.

=>» n’est donc pas plus avantageuse que le calcul de l'inverse.
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Objectif : Ax=b = Rx=c

Avec R matrice triangulaire supeérieure.

A(O)x = b(O) 11 T12 .. T‘l’n_l

(étapel) > résultat AV x = pM) 075 w Ton1

(étape i)> résultat ADx = p®
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Méthodes directes : Méthode d’élimination de Gauss




Exemple :
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La représentation matricielle augmentée [A b]

Méthode d’élimination de Gauss

Résoudre le systeme suivant :
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Travailler_sur 1ére colonne (j=1)

Objectif Eliminer les coefficients a

Comment?

X1 +2x,+3x3+4x,
2x1+3x,+4x3+ x4

4x;+ x; +2x3+3x,

En représentation matricielle :
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Etape 1 :

A(O)xzb(o)
1
— . 0
i=2:n 0
0
Ly
L2:L2__L1
L3:L3__L1
L4:L4_IL1
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1372341
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Etape 1 : Travailler sur 1érecolonne (j=1) sur A@x = p©®

1 2 3 4 11
Objectif Eliminer les coefficients a{f de &’i=2:n |0 7 7 7
0 ? ? ?
Principe
o Vérifier le pivot [a% = 0| adP=120
e Pour chaque ligne L;,i=2:n,
: - a; :
Retrancher la ligne L; multipliée par a—” comme suit ::
11
a1
_ a(O)
pouri=2:L, « L, — (0) > résultat: g,
a;q
An1
a1
_ a(o) 0
pouri=3:L; < L3 — (o)Ll > résultat:
a4
an1
a1
_ a(o) 0
pouri=n :L, < L, — (0) L, D resultat:
11
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Comment?

X1 +2x,+3x5+4x, 11 L, 2
2x1+3%,H4x3+ %, 12 N L, N le =1Lz =7l
3x1+4x2+ X3 'I'ZX4_ o 13 L3 L3 = L3 _%Ll
dxi+ x, +2x3+3x, 14 Ly Ly=L,—2L,
m 2 3 4 11] [0 000 O ]
. , c.oof2 03 4 1 12 |1 234 11) x 2/Mm|
En représentation matricielle : 3 04 1 2 13|71 234 11) x 3/m|
4 1 2 3 14 23411 x 4/ml
1 2 3 4 11 0O 0 0 0 o 1 2 3 4 11
_12 3 4 112 12 4 6 8 22(_0 -1 -2 =7 -10
3 4 1 2 13 3 6 9 12 33 0 -2 -8 -—-10 -20
4 1 2 3 14 4 8 12 16 44 0 -7 —-10 -13 -30
2 3 4 11
ADy = p@® -1 -2 =7 =10
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Etape 2 : travailler sur 22™ colonne J=2 de AMx = pD)

Obijectif : Eliminer les coefficients a( ) i=3:n
Principe :

1. Verifier le pivot : agz) #0

2. Pour chaque ligne L; n=3:4

: - a;
Retrancher la ligne L, multipliée par —2

asz>
allalz---
0 @yy..
(€h)
. az; 0 0 ..
Pour1=3: Ly « L3 — (1) L, s,
0 a,,
a1 Qg2
0 ay
@
) a4 0 0

22



Comment ?

L
(x1+ 2x2 + §X3 + 4‘X4 11 Ll Ll
Iﬂﬂ_ X3 — 7x4— _ —10 L2 _ (-2)
i —2x,— 8x3 —10x,  —20 2, T li=li-gl
_7xZ_10x3_13X4 _30 L4_ L4_ — L4 _ ﬂLz

En représentation matricielle :
12 3 4 111 [/ [/ [ / ]
o=w-2-7 =10 |/ / / | / I
0-2 —-8-10 —20| | -1 —2 -7 —10) x —2/=1I|
0-7-10-13 -30] [0 -1 -2 -7 —10) x —7/=™

1 2 / / 12 3 4 11
1o -1 —2 —7 —10 /" / |_|0-1-2-7 -10
o -2 -8 —10 -20 (0 —2 —4 —-14 =20)| " |10 0 -4 4 0

0 -7 —10 —13 —30 (0 =7 —14 —49 —-70) 0 0 4 36 40

1 2 3 4 11
@ — (@) 0 -1 -2 -7 ~10

> A%x=b 0 0 -4 4 0
0 0 4 36 40



Etape (n-1) : Travailler sur la (n-1)¢m colonne ou j=n-1
Etape (3) : Travailler sur la (3)e™ colonne j =3 du systéme A@x = b(?

Objectif : Eliminer les coefficients al(n_ 1) i=n=4%4
Principe
1. Verifier le pivot a2 _ # 0
érifier le pivot a,,_ ;4
. . L, ajn—
2. Retrancher de chaque ligne L; i=j+1 : n, laligne L,,_; multipliée par — AL
n—-1n-—-1
a2
Pouri=n: L, < L, — ﬁ L, 4
n 1,n—1
Résultat
1 Tz - Tin— T1in €1
0 7y . Tapg Ton C,
Ar-Dy = po-y 90
0 0 m-1n-1 Th-1n Cn-1n



Comment ?

X1+ 2xy +3x3 + 4x, 11 L il
—X, 2%, — 7% —10 L 2
2 3 4 _ S5 L > L
Eaxg+ 4x, 0 Ls @
4x; +36x, 40 Ly La=Ls=Z51s

En représentation matricielle :

12 3 4 111 [/ /71 [ [/ ]
0-1-2 -7 =10\ |/ / / /| / |
ooEm+4 o | |/ 7 /) |
00 +4 +36 401 (00 -4 +4 0) x 4/==l
12 /[ 12 3 4 11
_0—12—7 // /7 [/ /|_ |0-1-2-7 -10
B (= /1 /| oo -4 4 o0
0 0 +4 +36 4-0 (00 +4 -4 0 0 0 0 40 40
1 2 3 4 11
APy = p® 0 -1 -2 -7 —10

00 -4 4 O
0 0 0 40 40



Etape finale

1. Vérifier le déterminant du nouveau systeme

j=n

_ (n-1)

detAd = 1_[ a;; ;
j=1

2. Résoudre le nouveau systéme par la méthode de remontée
x4=1,
x3=1,
x2=1,
x1=2



Méthode d’élimination de Gauss (Récapitulatif)

On passe par deux phases : (1) Triangularisation, (2)une remontée (solution d’un systéme triangulaire)

Triangularisation

- On commence avec A une matrice d’ordre n (les mémes opérations seront effectuées sur le vecteur b.
- Il y’a n systémes : systéme initial (0) > systeme final (n-1) trlangulalre superleur

- A T’étape j, on annule les coefficients sous la diagonale de la colonne j (

(J 1
- comment a chaque ligne i>j, on soustrait la ligne j multipliée par (] 5
]]

Vk,j <k <n j<i<n onaa(]])—O
( OG-0 _ % G- O _ -0 _ & G-
Qi = ik 200 Yk et b =Db 1 b
J] ]]

Pseudo code

Parcours des colonnes j=1:n-1

Vérifier pivot a (] D %0

Parcours des lignes i=j+1 : n
a¥~b
4
Ly «Li— 2D Lj
)i
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Remarque 1

On ne change pas la solution d’un systéme linéaire lorsque :
- On permute deux lignes

- On permute deux colonnes

- On multiplie une ligne par un réel non nul

- On ajoute une ligne a une autre

Remarque 2

Probléme : méthode de Gauss limitée lorsque le pivot a,(('ﬁr)ljkﬂ =0
; () (k)

Resolupar: L, , © L;

Exemple :

0 -1 2 13 5
1 -2 3 17 4
-1 3 -3 -20 -1
0 -5 -1 4 1

dans [A®©p®] a;; =0 donc L(ZO) © L(lo)

Résultat :

1 -2 3 17 4 1 -2 3 17 4

1 3 -3 —p0 1| WPl LsclsHil g g 3 | AP
0 -5 -1 4 1 0 -5 —1 4 1



Remarque 3
La méthode d’¢élimination de Gauss permet de résoudre un systéme linéaire en

effectuant un nombre d’opération élémentaires estimés a Tgqyss = (4n3 + 9n? — 7n) /6,

Ce qui montre I’énorme amélioration que cette méthode apporte par rapport aux
autres méthodes.

A € M,,(K) Nombre d’opération
n=3 Teauss =28
n=4 Teauss =62
n=>5 Tgauss = 115
n=10 Tgauss = 805

Remarque 4

En utilisant la méthode de Gauss le calcul du déterminant de la matrice A est comme
suit :

detA = (—1)P [T} a,(c'f() ; ; ou p est le nombre de permutations



