RAPPELS DE PROBABILITE

Espace de probabilité

Espace de probabilité est un triplet {Q), F, P} :
- () est un ensemble.
- F tribu et (ou o algebre) sur Q.

- P est une mesure de probabilité sur (€2, F)

Définition
Une tribu sur Q est une famille F de sous ensembles se Q) appelées evenement tq :
1-0,Q€F.
2-VYA€F, A° iF'
3- (A, = | JAneF.

Déﬁnitimﬁz1
Soit A = {A;,i € I} une famille de sous ensemble de Q alors la tribu engendré par A est
la plus petite tribu sur Q qui contient tout les ensembles A;,i € I elle est noté o (A). 1
n’est pas forcement denombrable.

Exemple
o({1}) =1{0,9,{1},{2,3,4,5,6}}

Définition



Soit Q = [0,1] la tribu borélienne sur [0, 1] est la tribu engendré par la famille A =

{la,b[,0 <a < b < 1}:intervalles ouvert dans [0, 1] elle est noté par B ([0, 1])

Définition
Soit F une tribu sur QO une mesure de probabilité sur (€, F) est une application P : F
[0,1] telle que :P(0) = 0, P(Q2) = 1.
(An),—, disjointe (i.e : A,(Ay =0, Vn # m P(O An) = iP(An)) en particulier :

n=1 n=1

ABeF, et AN\B=0= P(AUB) = P(A) + P(B).
De plus :
1-Si (An)yy € FA, C Apa C,.., |_J Ay = Aalors : lim P(4,) = P(A).

n=1

2-Si (A,)> CF, Ay D Aps1 D ..., ﬂ A, = A alors : lim P(A,) = P(A).
n=1

Définition
Soit QO = [0,1] et F = B([0,1]) on appelle mesure de Lebsegue sur [0, 1] la mesure de
probabilité définit par :
P(0,1[) =b—-aV0<a<b<1

B n’est pas définit a priori que sur les intervales, mais est un uniquement extensible a
tout ensemble borélien.
B € ([0, 1]) elle est notée P(B) =| B | en utilisant la propriété (2) si dessus en déduit pour

2
=lim—-=0
non

1
tout x, x € [0, 1] {x}] = lim |]x — g,x + E[

Généralisation a n dimension :

Soit Q = [0, 1] tribu borélienne B(Q2) ou
A ={lay, bi[x]ay, ba[X]as, bs[, . .., 1an, bal}
= (b1 —a1)(by — a2)(bs — a3) . .. (by — a)



Notion de variable aléatoire

Définition

Soit (E, B) un espace mesurable : tout application mesurable :
X(€, A) = (E, B)

est une variable aléatoire YB € B: X!(B) € A
Exemple
Q=1{1,1),1,2),@1,3),...,(6,6)} X(i,j) =i+j,E ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}, X~ ({10}) =
{(5,5),(4,6),(6,4)}
Définition
Soit (Q, F, IR) un espace de probabilité.
un variable aléatoire est une application: X : Q — R

telle que : {w € QO : X(w) € B} = {X € B} € F, VB € B(R)

Les lois classiques directes

— La loi uniforme :

E un ensemble fini, card E=n alors X sur la loi uniforme sur E si P(X = x) = %

— Loi de bernoulli :
de paramétre p € [0,1] la loi d"une variable aléatoire a valeur dans [0, 1] telle que :
P(X=1)=p, P(X =0) =1 - p, on interpréte X comme le résultat de lance d"une
piece de monaie qui trouve sur pile avec la probabilité P.

— La loi Binomial :
B(n,p),n € N,p € [0,1], cest la loi d'une variable aléatoire a valeur dans {1, ..., n}

tel que : P(X = K) = Cfp*(1 — p)"* on interpréte X comme le nombre de face

obtenue rn n lancer.

— La loi géométrique de parametre p € ]0, 1 est la loi d"une variable aléatoire X a

valeur dans N telle que : P(X = K) = (1 - p)p¥

Définition



X est le nombre de piles obtenu premier face.
— Laloi de poisson de parametre A > 0, X est a valeur dans IN

K

P(X =K)="

E, KelN

Les lois classiques continues

— La loi uniforme sur [a,b],a < b
F) = 5 L)
RS
— La loi exponontielle de parametre A > 0

f(X) = /\e_Ax.ﬂ]Rn (X)

— La loi gaussien ou normal N (m, 0?)

1 —(x—m)2
f(x) = e 202

o V21

la loi normale Poisson sont les lois plus importantes dans la théorie de probabilité.

Espérance variable aléatoire :

Construction de I'espérance (1'inégalité de Lebesgue) on prosede a 3 étapes : - Soit

X(w) = Z xi.1a(w), xi > 0, A; € F, on définit I'espérance de telles variable aléatoire
i=0

(diter sipmle) comme suit : E(X) = Z x;P(A;) € [0, +o0.
i=0
Attention!! E(X) peut prendre la valeur +co.

Terminologie :

1. Si E(X) = 0 alors on dit que X est une variable aléatoire centré.

2. SiE(X) < oo alors on dit que X est une variable intégrable.
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3. Si E(X?) < oo on dit que X est une variable aléatoire de carré intégrable.
On dit que X est une variable aléatoire bornée 3 une K > 0 telle que |X(w)| < K,

Yo € Q

Remarque
X borné = E(X?) < co = E(|X]).
Proposition
Soient X une variable aléatoire et g : R — IR une fonction borélienne tel que [E(|g(x)|) < oo

alors :

— Si X est une variable aléatoire discrete ( a valeur dans D dénombrable), alors :

E(g()) = ) 9(x)P(X = x)

neD

— SiXestune variable aléatoire continue (avec densité f,) alors :E(g(x)) = f g(x). fx(x)dx.
Ceci s’applique en particulier si g(x) = x. )
Variance variable aléatoire : Soient X,Y deux variable aléatoire de carré intégrable,
on pose :

Var(X) = E((X - E(X)?)) = E(X*) - E(X)*>0

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y - E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y)

Terminologie :

- Un évenement A € F est dit négligeable si P(A) = 0
- Un évenement A € ¥ est dit presque stir (souvent abrégé p.s) si P(A) =1, i.e., si A est
négligeable.

Proposition
Si (Ay), C ¥ est une famille d’événements négligeables (i.e. P(A,) = 0, V¥n), alors

U A, est négligeable.
n=1
Preuve

P[U An) < iP(An) <0.
n=1 n=1



Propriétés de E(X)

Soient X, Y deux variables aléatoires intégrables.
- **Linéarité** : E(cX + Y) = cE(X) + E(Y), c € R. X et Y variables aléatoires intégrables.
- *Positivité** : Si X > 0 p.s alors E(X) > 0.
- **Positivité stricte™ : Si X > 0 p.s et E(X) = 0 alors X =0 p.s.
- **Monotonie** : Si X > Y p.s alors E(X) > E(Y).

Inégalités importantes

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soient X, Y deux variables aléatoires de carré intégrable. Alors :
(i) XY estintégrable,
(i) (E(XYD) < E(XAE(Y).

2
En posant Y = 1, on trouve que (]E(IXI)) < E(X?) (donc E(|X]) < 1si E(X?) < 1.
Inégalité triangulaire

Soient X, Y deux variables aléatoires intégrables. Alors :

E(IX +Y]) < E(X]) + E(Y]).

Inégalité de Jensen

Soient X une variable aléatoire et ¢ : R — R une fonction borélienne et convexe

telle que E(|p(X)|) < co. Alors :

P(E(X)) < E($(X)).

En particulier, [E(X)| < E(|X]).



Démonstration

Vu que ¢ est convexe, on a:

o) = sup  (ax+b),

a,b:ax+b<d(y),YyeR

et donc:

GUE(X) = Sup(@E(X) +b) = sup E(eX + b) < sup E(p(X) = EG().

Inégalité de Markov

Soient X une variable aléatoire et ¢ : R — IR, une fonction borélienne et croissante
sur R, avec (a) > 0 pour tout a > 0 et E(y(X)) < oo. Alors :

. E@(X)

P{X > a}) < 0@ Ya > 0.

Démonstration

Du fait que ¢ est croissante sur R;, on a:

E()(X)) =2 E()(X)1x>q) 2 E(Y(@)1ix20) = P@Exq) = Y(@P(X 2 a}).

Comme ¢(a) > 0, ceci permet de conclure.

Conditionnement sur un événement

Définition
Soient A et B deux événements de ¥ (i.e. A, B € ¥). Alors, la probabilité conditionnelle
de A sachant que B est donnée par :

P(A N B)

P(A|B) = PB)

pour tout B tel que P(B) # 0.



Propriétés

P(- | B) est une nouvelle probabilité sur 'espace (Q, ).

Preuve

1. Ona:
P(QNB) _ P(B)
P(B)  P(B)

P(Q|B) = =1.

2. SiAy, Ay, ..., A, sont n-événements deux a deux disjoints (A; N A; = ) pour i # j),

alors : :
A
P(UAilB)z izlla(B) .
i=1

Or,

n
U (A;NB) = [UA ) NB,
i=1
et comme les événements A; (i = 1,...,n) sont deux a deux disjoints, les A; N B

(1=1,...,n) sont également deux a deux disjoints. D?apres la définition d ?une

probabilité, on en déduit que :

Ainsi :

Définition
Soit (Q, ¥, P) un espace de probabilité et soit X une variable aléatoire définie sur cet
espace.

Considérons le cas de X a valeurs dans {x1,x5,...,x,}. Soit B un événement de

(Q, F, P) fixé et Q(A) := P(A | B).



L’espérance de X par rapport a Q est donnée par :

- L PX=x;NB L
Eo(X) = Z xiQX =xj) = Zx]. ( P(ZJ) ) _ p(lB) Zx]-P(X =x; N B).

=1 =1 =1

On sait que :

P(A):fdp, YAeF,
A

et

IWX:xﬁmE:bf

(X:x]'

ip = [tuy@dr, @
)NB B

ou

1 siwe{X=xj,
1(X:x]‘)(w) =
0 siw¢{X=uxj.

On peut écrire :

et d’apres (1) et (2),ona:

n

1 v 1 1 - 1
]EQ(X) = @;XJP(X = x]‘ﬂB) = @X;Xjﬁl()(:xj) dP = @ j;; le(X=xj) dP = @ LXdP

j:

Cela implique que :

1%@mm:fxw

B

iﬁdmwzﬁxw

ce qui implique :

ol B est un événement fixé.

Ainsi, on note :

Eo(X) = E(X | B).
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Espérance conditionnelle par rapport a une tribu

Soit (Q2, ¥, P) un espace de probabilité et soit X une variable aléatoire définie sur cet
espace. Soit G une sous-tribu de 7.

Définition
On appelle I'espérance conditionnelle de la variable aléatoire X sachant G, et on la note

E(X | G), I'unique variable aléatoire telle que :
1. [E(X | G) est G-mesurable.

2. Pourtout A€ G,ona:

fAIE(Xlg)dP:fAXdP.

C’est I'unique variable G-mesurable (a égalité P-presque stire pres) telle que :
E[E(X | G)Y] = E(XY),

pour toute variable Y, G-mesurable et bornée.

Propriétés de I’espérance conditionnelle

Soit (€2, ¥, P) un espace de probabilité donné, et soit G une sous-tribu de . Soient

X et Y deux variables aléatoires définies sur (QQ, 7, P).

1. Soit a et b deux constantes telles que :
E@X+0b0Y |G)=aE(X|G)+bE(Y|G) (Linéarité).
2. Soit X et Y deux variables aléatoires telles que X <Y, alors :

EX|G)<E(Y|G) (Croissance).

3. Si X est G-mesurable, alors :

EX|G) = X.

10



W

. SiY est G-mesurable, alors :

E(XY|G) = YE(X| 6).

E[E(X | )] = E(X).

6. Si X est indépendante de G, alors :

E(X | G) = E(X).

7. Si X est une variable aléatoire telle que X € LP(Q), ¥, P), avecp > 1, alors :

IEX | Dllr.rr) < 1 XllrFp)-

Qo

. 51 G et H sont deux tribus telles que H C G, alors :

E(EX|H)|G) =EEX]|G) | H) =EX|H).

\O

. Si @ est une application convexe et mesurable, alors :

E[lp(X) | G] < p(E(X | G)) (Inégalité de Jensen).

Preuve

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (), 7, P) et G une sous-tribu de

7.

1) Soient a et b deux constantes, alors on a

E@X +bY | §) = aE(X | G) + VE(Y | G).

11



OnaEX|G) <coetE(Y|G) < o, tel que:

fIE(aX+bY|g)dP=f(aX+bY)dP, VAeg
A A

:andP+bdeP
A A

:afAlE(Xlg)dP+bfAIE(Y|g)dP
= fA (@E(X | G) + VE(Y | @) dP.

On déduit que :

f [E@X +bY |G) — @E(X | G) + VE(Y | G))]dP =0, YAegG.
A

On a E(@X + bY | G) est une variable aléatoire G-mesurable, et a € R et E(X | G)
v.a. G-mesurables, donc bE(Y | G) v.a. G-mesurable. Ce qui implique E(@X + bY |
G) — @E(X | G) + DE(Y | G)) est une v.a. G-mesurable. Donc, on obtient :

E@X+bY | G) - (@E(X | G) + bE(Y | G)), = 0P-presque sfir.
E@X+bY|G) =aEX|G)+bE(Y|G), P-presque str.

Remarque Si a; sont des constantes et (X;); sont des variables aléatoires, alors on a

n

Z%‘Xi |G

i=0

n

= ) (X1 §).

i=0

E

2) Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (2, %,P). Si X < Y, alors

EX|G) <E(Y|G).

OnaE(X|G) < +oetE(Y|G) < +c0. D’apres X <Y, ona

fXdPSdeP, VAeg.
A A
12



Donc, pour A € G,

fAIE(X|g)dp=fAXdpsLde:fAIEmg)dp.

Cela implique que

f[]E(YlQ)—]E(Xlg)]dPZO, VAegG.

A

Ainsi, E(X | G), E(Y | G) est une variable aléatoire G-mesurable.DoncE(Y | G)—E(X |
G) une v.a.G-mesurable.
On déduit que
E(Y|G)-EX|G) >0, P-presque sir.

D’ou

E(Y|G)>E(X|G), P-presque str.

3) Soit (2, , P) un espace de probabilité et soit G une sous-tribu de 7.
Si X est G-mesurable, alors E(X | G) = X.

On sait que E(X | G) est une variable aléatoire G-mesurable telle que :

flE(Xlg)dP:fXdP, VAeG.
A A

Cela implique que
f[IE(X |G)-X]dP =0, VAegG.
A

On sait que E(X | G) : une v.a. G-mesurable et X une v.a. G-mesurable (par hypothese)

implique :

E(X | G) — X : une v.a. G-mesurable.

Ce qui implique :

EX|G)-X=0, P-ps.
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Donc:

EX|G)=X, P-ps.

D'ou, E(X|G) =X, P-p.s.

4) Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur (QQ, ¥, P) et G une sous-tribu

de F.Si Y est G-mesurable, alors E(XY | G) = YE(X | G) presque stirement.

L’objectif est de démontrer que :
flE(XY | G)dP = leE(X |G)dP, VAeg.
A A
Cela revient a prouver que :

f (E(XY|G) - YE(X|G)dP =0, YAecgG.
A

On a E(XY | G) est une variable aléatoire G-mesurable par définition, et Y est G-
mesurable par hypothese. De plus, E(X | G) est G-mesurable. Ainsi, YE(X | G) est

également G-mesurable.
Cela implique que E(XY | G) — YE(X | G) est une variable aléatoire G-mesurable.

Etape 1: On pose Y = 1, oi1 C est un ensemble mesurable par G, et on remarque

que 1c est aussi G-mesurable. Par un simple calcul, on trouve :

flC]E(Xlg)dP:f lE(Xlg)dP:f XdP, YAeG VCeG=ANCeG.
A ANC ANC

Donc

flC]E(Xlg)dP:f1CXdP, VA €G.

A A
On conclut que

f 1E(X | G)dP = f E(1cX | G)dP, VA€G.
A

A

14



Ce qui implique

f]E(XY|g)dP=fY]E(X|§)dP, VAeG.

A A

1cE(X | G) =E(1cX | G), P-presque str.

Donc, YE(X | G) = E(YX | G), P-presque str.

Etape 2 : On pose que la variable aléatoire Y est écrit sous forme d’une fonction

étagée :
n

Y = Z aile,

i=1

tels que C; est G-mesurable (i.e., Y est une variable aléatoire étagée).

Alors, on obtient par un calcul simple :

fA YE(X | ) dP = fA (;aﬂq)m(mg)dp, VAeg.

Cela donne: .

a f 1 EX|G§)dP, YA€G.
A

i=1

Puis, en utilisant le calcul précédent, on obtient :

= Z a f 1cXdP, VAeg.
i=1 A

Ce quirevient a :

= f (Zailci)XdP, VAeG.
A

i=1
Ainsi :

:fYXdP, VAegG.
A

15



Cela montre que :

fY]E(X|g)dP=fIE(YX|§)dP, VAeG.

A A

On en déduit que :

f [YE(XX| Q) -E(YX|Q)]dP=0, YAegG.

A

Cela implique que :
YE(X|G)-E(YX|G)=0, P-presque sir.

Dou: YE(X | G) = E(YX | G), P-presque str.

Etape 3:Si Y est une variable aléatoire positive G-mesurable, alors il existe une suite

de variables aléatoires étagées (Y,).>1 croissante et positive telle que :

Iim Y, =Y.

n—+00
D’apres 'Etape 2, on a :

f Y, E(X | G)dP = f Y, XdP, YA€ G.(+

A A

Cas 1: Si X est une variable aléatoire positive telle que Y, — Y quand n — +oo et
(XY)uz1 = XY, quand n — 400, avec (Y},),»1 croissante et X > 0, alors (XY,),>1 est une

suite croissante, eton a :

Y, <Y, implique XY, <XY,.;, VnelNtelqueX >0.

D’aprés le lemme de Beppo Lévy et (*), ona:

fXYn dP — fXYdP, YA € Gquand n — +oo,
A A
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fYn]E(X | G)dP — fY]E(X | G)dP, VA€ Gquand n — +oo.

A A

Alors,
lim fYn]E(X | G)dP = lim fYnXdP, YAegG.
n—+oo Ja n—+oo J 4

Ce qui implique :
fY]E(X | G)dP = fYXdP, VAeg.
A A

C’est-a-dire :

:jﬁwnwgmﬂ VA €G.

A

On conclut que :
f[YlE(X |G)-EXY|G)]dP =0, VAegG.
A

On sait que Y une v.a. G-mesurable et E(X | G) est v.a. G-mesurable (par définition),
donc YE(X | G) est v.a. G-mesurable et E(XY | G) est v.a. G-mesurable.
Ainsi, [YE(X | G) — E(XY | G)] est G-mesurable.
Implique :
YE(X|G)-E(XY|G) =0 P-presque sir.

YE(X|G) =EXY|G) P-presque str.

Rappel (Lemme de Beppo-Lévy) : Soit (Y,,),>0 une suite de variables aléatoires
monotones, et si

Y, Y,

alors,

lim E(Y,) = E(Y),
n—+oo

lim fYndP:deP.
n—+oo Q Q

Cas 2 : Soit X une variable aléatoire quelconque.

c’est-a-dire,
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Ona: X =X"- X", ot X' et X~ sont deux variables aléatoires positives. D’apres le

Cas1l,ona:
YE(X" | G) = EX'Y|G),

YE(X™ |G) =EXY|G),

ce qui implique :
Y[EX'16)-EX ™ |G)|=EX'Y-XY|G),
et ceci donne également :

YE(X"-X"|G) =YX -X) | G).

YE(X* | G) = E(Y(X*) | G).
ie

YE(X|G) = EXY | G).

Etape 4 : Si Y est une variable aléatoire intégrable.

D’apres I'Etape 3, on a :
Y=Y*=Y"-Y",

ou Y* et Y~ sont deux variables aléatoires positives.

Ona:
EXY"|G) =Y'E(X|G),

EXY™ | G) = YEX|G).

= EXY" | G)-EXY |G) =Y'EX|G) - YEX]|G).

D’apres la linéarité de ’espérance conditionnelle, on a :

EXQY"-Y)1G) =" -Y)EX|G).
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EXY* - XY |GY'EX|G),

et donc:

EXY|G) = YE(X|G).

5) Soit G une sous-tribu de ¥ et X une variable aléatoire définie sur (QQ, ¥, P).
Montrons que E(E(X | G)) = E(X).

On sait que par définition, [E(X | G) est une variable aléatoire G-mesurable telle que :

f]E(Xlg)dP:fXdP, VAeg.
A A

LIE(Xlg)dP:LXdP.

E(E(X | §)) = E(X).

On pose A = (), alors :

6) Soit (Q2, ¥, P) un espace de probabilité, X une variable aléatoire définie sur cet
espace, et G une sous-tribu de F. Montrons que si X est indépendante de G, alors
E(X | 6) = E(X).

On sait que E(X) est une constante, et pour tout A € G,ona:

f]E(X) dP = IE(X)fdP, YAeg,
A A
et par définition, on a:
E(X) = f XdP.
o

Alors,

(fXdP)(fldP); VAegG, fXdelAdP; VA €G.
Q A Q Q

On a X est indépendant de G; alors X est indépendantde 1,; VA € G.
Ce qui implique :

19



fA]E(X)dP:(fQXdP)(leAdP); VAeG,

:leAdP; VAeg,
Q

:fXdP; VAEeg,

A

dzefflE(Xlg)dP; VAeg.
A

Ce qui implique :

f (EX)-E(X|G)dP=0; YAeg.
A

On a E(X) une constante est G-mesurable et E(X | G) une v.a. est G-mesurable, donc

E(X) - E(X | G) une v.a. est G-mesurable.

En conclut que:

E(X)-E(X|G)=0 P-ps.

Dou, E(X | G) = E(X) P-p.s.
7) Si X une variable aléatoire telle que X € LF(Q), ¥, P), avec p > 1. Alors ||E(X |
INrarr < IXllposp)-

On sait que X < [X], donc:
EX|G) <E(X||G),
d’apres la croissance de l'espérance conditionnelle. Cela implique que :

[EX QP <E(X|G) < E(XI|G),
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et donc:

IEC T G5y < BUXIE, 7 p):

ce qui donne :

IEX | @)lrrp) < Xl p)-

8) Soit G, H deux tribus de ¥ telle que H Cc G, alors E(E(X | H | G)) = E(E(X | G |
H)) = EX | H).

On sait que :
E(EX | G) |'H) =EX|G),

telle que E(X | G) est une c.a. G-mesurable (par definition). Donc E(X | G) une v.a.
G-mesurableet H C G
Ce qui implique E(X | H) est G-mesurable, on obtient E(E(X | H | G)) = E(X | H).

9) On sait que @ est une fonction convexe, alors il existe une fonction croissante k

de R dans R et donc une fonction borélienne telle que, pour tout x,b € R :
P(x) = @(b) < k(b)(x D).
Soit W = E(X | G), alors on a, pour tout w € €,
P(X(w)) = p(W(w)) < KW(w))(X(w) = W(w)),

ce qui donne :

PX|G) - W[ G) < k(W)X - W).

On aimerait intégrer cette inégalité sur un élément de G, mais cela n’est pas possible
car les variables aléatoires ¢(W) et k(W)(X — W) peuvent ne pas étre intégrables. Pour
p € IN*, on introduit donc A, = {|W| < p} tel que les variables aléatoires 14,k(W)(X — W)
et 14,¢(W) soient intégrables (on note que k(W) est bornée sur A, car k est croissante).

On pose A = {E(p(X) | G)} — (W) < 0} et B, = A, N A.
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Soit p € IN*, I'inégalité (2.2) donne
1p,(p(X) — (W) = 13 k(W)(X = W),
et dong, en intégrant sur (),

[ 16,6000 - p0pap > [ 10,k - W
Q Q

Cela implique
f P(X) = p(W)dP = f k(W)(X — W)dP.
Bp Bp

Comme W et E(¢(X) | G) sont G-mesurables, on a donc 15, est G-mesurable car B,
est G-mesurable (c’est-a-dire B, € G). On a aussi que k(W) est G-mesurable car k est

borélienne. Donc, 15 k(W) est G-mesurable.

On conclut que
fB,,((P(X’ —p(W)aP = f (0,900 = VNP = E(ls, (E(p(X) | 6) = p(W))
Et
fB,, KW)X=W)dP = fg(lBPk(W)(X—W))dP = E(15 k(W)(X-W)) =0 (car W € E(X | G)).
D’apres (2.3), on conclut que
fB p(lE(@(X) | G) — p(W))dP > 0,

et donc

f E(p(X) | G)dP < f PP

By B,
Comme E(p(X) | G) — (W) < 0 sur B, car B, C A, on a donc P(B,) = 0 et P(A) =
P(Upen- By) = 0, d’otn
E@(X) | 6) > ¢(W) ps.
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Ainsi, on obtient

E(@X)|G) = p(EX|G) ps.-

Espérance conditionnelle dans L?(Q), ¥, P)

Si X est une variable aléatoire de carré intégrable et G une sous-tribu de ¥, alors
E(X | G) est la projection de X sur l'espace des variables aléatoires G-mesurables
de carré intégrable. Autrement dit, E(X | G) est une variable aléatoire qui minimise
E((X — Y)?) parmi les variables aléatoires Y, G-mesurables.

Preuve

Soit Y une variable aléatoire telle que E(|Y]*) < oo et G-mesurable.

Soit W une variable aléatoire G-mesurable, alors :
EXW|G) = WE(X | G),
(car W est G-mesurable) ce qui implique :
E[E(XW | )] = E[WE(X | G)],

ce qui donne :

E(XW) = E[WE(X | G)]. (3)

Ainsi,on a:

E(W(X - E(X | §)) = E(WX) - E[WE(X | G)].

D’apres (3), cela implique :
E[WE(X | G)] - E[WE(X | )] = 0,

alors :

EWX-EX|[G)=0. (4
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Posons Y = E(X | G) + W, ce qui implique que Y est G-mesurable parce que E(X | G)

est v.a. G-mesurable (par définition) et W est G-mesurable.

Alors :

E(X-Y)*) = E[X-EXI|G-Wyl=E[X-EX|G)+W -2WX-EX|g)]

E[(X - E(X|G))* + E(W?) - 2E(W(X - E(X | §)))].

D’apres (4), ona E[(X - E(X | G))W] =0, donc :

E((X - Y)*) = E[(X - E(X | §))*] + E(W?).

Alors, on conclut E((X — Y)?) est minimise si :
E(W?) =0,

ce qui implique W? = 0 et
W=0

Dong, on déduit que la valeur E((X — Y)?) est minimum si
Y=EX|G)+W

.D'ou Y = E(X | G). Ce qui termine la preuve.

Variance conditionnelle

Soit (Q, ¥, P) un espace de probabilité et soit Y une variable aléatoire définie sur cet
espace. Soit G une sous-tribu de . Alors, on définit la variance conditionnelle comme
suit :

Var(Y | G) = E(Y? | G) - EX(Y | G).
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En vertu de I'inégalité de Jensen : Soit F une fonction convexe, on a :

E[F(Y) | F1 = F(E[Y | F]).

Densité conditionnelle

Si fxy est la densité jointe de (X, Y), alors :

- La densité conditionnelle de Y sachant X = x est définie par :

fxy(xy) ) 0
faxey) = fY %) =] 20 fx(x) >0,
0 si fx(x) = 0.

- La densité conditionnelle de X sachant Y = y est définie par :

fxy(xy) .

) (y) >0,
Far(oy) = fX 1Y) =] ¥ si fy(y

0 si fy(y) = 0.
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