Réduction des Endomorphismes




Chapitre 1

Applications de diagonalisation

Dans cet chapitre, on donne quelques applications de diagonalisation, plus précisément en don-
nant trois applications, le calcul de la puissance d"une matrice, Résoudre les systémes de suites récur-

rentes et la résolution des systemes différentiels a coefficients constants.

1.1 Application aux puissances d’une matrice carrée

Voici une premiere application de la diagonalisation d"'une matrice carrée. Il est facile de calculer la
puissance k-eme d’une matrice diagonale puisqu’il suffit d’élever a la puissance k chacun des termes

diagonaux :
ap 0 0 0 ak 0 0 0
0 ay O 0 0 af 0 0
D= =DF=| :
0 0 a1 0 0 0 ak 0
0 0 0 0 0 (Y

Soit A € M,,(K). Pour un nombre naturelle k on a

AF = Ax Ax...xA.
k fois

Si A est diagonalisable, alors il existe une matrice diagonale :

Ay 00 ..o 0
0 A, 0 ... 0
0 0 . A1 O
0 0 0 Ay
et une matrice inversible P tels que
A=PDP".

Donc
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AF = AxAx...xA
k fois
= (PDP7Y) x (PDP71) x ... x (PDP71)
k fois
= PDI,DI,...I,DP!
= PDxDx...xDP!,

k fois
= PpDfpL.
D’ou
Ak 0o 0
0 A5 0 0
Ak=p p!
0 0 ... Ak, 0
0 0 ... 0 Ak
0o 2 -1
Exemple 1.1.1. Soit la matrice A = 3 -2 0 € M3(R). D’apres l'exemple (22) on a A est
-2 2 1
diagonalisable et
1 0 O
A=Px| 02 0 |xpP!
0 0 —4
1 4 2 1 0o -—-12 -18
awecP=|1 3 -3 |etP 1= —0 -5 0 5
1 -2 2 -5 6 -1
Nous avons donc
. 1 4 2 ¥ 0 o0 0 —12 —18
Ak:_—%13—3 0 2 o0 -5 0 5
1 -2 2 0 0 (—4) -5 6 -1

. —2(2)F2 —10(—4)F —12 —3(—4)"1 18 +5(2)k2 —2(—4)k
AR = — —15(2)F +15(—4)F 12 —18(—4)k —18+15(2)F +3(—4)
521 —10(—4)F  —12-3(—4)  —18—5(2)F —2(—4)*
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1 111
1111
Exemple 1.1.2. Soit la matrice B =
1 1 11
1 1 11
lisable et
4
B=P 0
0
0
1 1 1 1
1 -1 0
avec P = et P71 = _}I
1 0 -1
1 0 0o -1
Nous avons donc
1 1 1 1
B2016:L 1 -1 0 0
—-411 0 -1 0
1 0 0 -1
D’out
42015 42015 42015
206 _ 42015 42015 42015
T | 42015 42015 42015
42015 42015 42015

1.2 Application aux systémes des suites récurrentes

€ My (R). D’apres l'exemple (2?) on a B est diagona-

o O © O

42015
42015
42015
42015

o O O O

o O © O

o O © O

— 42015

-1
-1

o O © O

g

T

-1

-1

= T =Y

_ R )

-1
-1

-1

Soient (U, ), (Ua,), .- ., (Uk,) k suites, et soit le systeme des suites récurrentes

Uy

Uy

n+1

n+1

On écrit le systéme sous la forme matricielle :

kni1

a1
a1z

a1z

a2
a1z

a1z

a1z
a1z

a1z

U
U,

=anlUy, +anply, +-- -+ ayly,
Uy, ., = an Uy, +axnl, + - -+ ayUy,

= Elkluln + ﬂkzllzn + -+ Clkkuk”

n

(1.1)
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U, ayp app - ap
uzn ayp 4y ... 4p . b
On pose X, = et A= } i . Donc le systeme (1.1) s’écrit
U, ayp a4y v A4
Xpi1 = AXy.
Qui nous donne :
Xn - AnXO.

Si A est diagonalisable, alors il existe une matrice diagonale :

AM 0O 0 ..o 0
0 A 0 ... O
D— . ) oy
0 0 A—1 0O
0 0 0 A
et une matrice inversible P tels que
A=PDP.

e Méthode 1:
X, = A"Xy, = PD"P~1X,,

c’est a dire :

A0 0 ... 0

u u
b 0 A 0 ... 0 b
uzn . . -1 UZO
] =P x ‘ P~ x ]
‘ 0 0 A0 :
Uy, e Uy,
0 0 0 A

e Méthode 2:
On pose Y, = P~1X,, alors

Xn+1 - AXn <~ PYn+1 - APYn
& Y, =P lAPY,
~ Yn+1 = DYn

Dong, Y;,, = D"Yy avec Yy = P~ 1X,, c’est a dire
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A0 0 0
Uy,
0 A7 0 0
1 U,
Y, = . ' XYy, Yo=P .
0 0 A 0 ’
k—1 uko
0 0 0 A7
Finalement
A0 0 0
0 A7 O 0
Xy, =P x : : X Yp.
0O 0 M, 0
0O 0 0 Ay

Exemple 1.2.1. Soit le systéme des suites récurrentes suivant :

un+1 = U, +4V,
1.2)

1
Vil = Eun

avec Uy = 1et Vy = 2.
Le systeme (1.2) s’écrit sous la forme matricielle

()=

NI= =
O
~—
//
E¥s
~—

1 4
On pose X,, = t et A=| , .
Vn i 0
Xn+1 - AXn
Diagonaliser A :
1-A 4
Py(A) = . N =(A=2)(A+1).
-

la matrice A est d’ordre 2 et admet deux valeurs propre distinctes qui sont —1 et 2, donc A est diagonalisable.

E_lz{(x,y): A<x>:—<x>}:<(2,—1)>.
y y

&:{&y% A<x>:2<x>}:<%n>.
y y

Alors,
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-1
D:PlAP:< O).
0 2

X?’l-i—l - AXn <~ Yi’H—l - DYn

Dot Y,, = DYy = ( (_J)n 2(31 ) ( —;, ) _ ( —525;11)” >

Finalement
2 4 —I(=1)" F(=1)" +2ntl
X, = PY, = A T S ,
-1 1 2n-1 (1) 421

ce qui nous donne l'expression du terme général de chacune des deux suites :

et

Posant Y, = P~1X,,, donc

-2 1
u, = 7(—1)” +2mtl Y, = g(_l)" 42171,

Exemple 1.2.2. Soit le systéme des suites récurrentes suivant :

Upy1 = *(Zun +oun+ wn)

—_ ] =

Upt1 = g(un + oy + wn) (13)
1
Wp4+1 = 1(“71 +oUn+ zwn)

avec ug = 0,09 = 22 et wy = 22.
Le systeme (1.3) s’écrit sous la forme matricielle

Uni1 Il Uy
On+1 = % % % Un
Wy+1 i % % Wy
11 1
Un 2 1 14
Onpose X, =| v, |etA= % % % . Donc on aura
w 111
n 11 2
X1 = AXy.
Diagonaliser A :
1 1 1 1 1
1_ 3 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1
Ci+C+GCs
PAM)=| 3 t-r % B 1-AM]1 -1 3
1 1 1 = 1 1
i i 2 A Lz 2-A
L, — Ly 1 1 i . .
= (1-M0 -2 :(1—/\)<12— >(4—/\>
Ly — L, 0 0 i-a
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la matrice A est d’ordre 3 et admet trois valeurs propre distinctes qui sont 1, 15 et 1, donc A est diagonalisable.

X
Ei={(xyz)eR®: Al vy |=]y =< (1,1,1) >.
V4 z
)
Ey = (xyz)eR: Al y =5 v =< (1,0,—1) >.
z z
E, = (xyz) eRP: A _ 1 — < (3,-83) >
& /]// . ]/ 12 ]/ ’ ’ .
z 4
La matrice de passage P est égale a
1 3
P=1 0 -8
1 -1 3
D’autre part on a
, (8 11 1 8 6 8
P—l:L(CO(P)):i 6 0 —2|=2|1n o -m
detP 22 22
8 —11 1 1 -2 1
D’oit
100
D=P'AP=|0 1 o0
00 &
Done, Vn € N : X, = A"Xy = PD"P~'X,
) 3 0 0 8 6 8 0
_ = _ 1 _
=5 8 0L o0 11 0 -11 22
-1 3 0 0 1 -2 1 22
1 3
e =W~
8
et donc:Vn € N =14
On = 14 1o
1 3
Wn =144 4~ 1

1.3 Application aux systémes différentiels

Voici une autre application de la diagonalisation d"une matrice carrée. Il est facile de calculer 'ex-

ponentiel d"une matrice diagonale
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x1 0 O 0
0 ap O 0
D = =e
0 O a1 0
0 0 0 ap

e 00 0
0 e 0 0
0 0 el 0
0 0 0 e

Soient x1 (), x2(¢),. .., x;(t) k fonctions de classe C! et soit le systeme différentiel
Y

ot les a;; dont des réels ou des complexes.
On écrit le systéme sous la forme matricielle :

Xi(i’) a1 a1
XIZ(IL) _ dar1 dno
x (1) ag1 g2
x1(t) ap; 4ap
x2(t) a1 axn
On pose X(t) = et A= _
xi(t) SEY)

x1(t) = ayxi(t) + apxa(t) + - - -
xh(t) = ao1x1(t) + anpxa(t) + - - -

x;c(t) = aklxl(t) + akzxz(t) + ..

+ aqxi(t)

+ agexi(t) w4

+ aggexi(t)

aik x1(t)
Aok xo(t)
Afk xi(t)

a1k

aok
. Donc le systeme (1.4) s’écrit

Akk

X'(t) = AX(#).

Qui nous donne :

X(t) = €AtX0.

Si A est diagonalisable, alors il existe une matrice diagonale :

A 00 0
0 A O 0
D= : ,
0 0 A—1 0O
0 0 0 A
et une matrice inversible P tels que
A =PDP!.

e Meéthode1:
On pose Y; = P~1X;, alors
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X'(t) = AX(t) < PY'(t) = APY(t)
& Y/(t) = PAPY(t)
& Y'(t) = DY(t).

Donc, Y(t) = eP*C, ’est a dire

e 0 0 0 o
0 et 0 0 o
Y(t) = X ,
0 0 ethn-1 0 Q1
0 0 0 et Xy
Finalement
e 0 0 ... 0 wq
0 et 0 ... 0 oy
X(t)=PxY(t) =P x : X ,
0 0 ... M1 0 K1
0 0 ... 0 et X

oules aq,ay,...,n; sont des constantes.

e Méthode2:

En notant vy, v, ..., v; les vecteurs propres que 'on a trouvé en diagonalisant la matrice ( ce
sont donc les colonnes de la matrice P), on obtient la solution sous la forme vectorielle :

x1(t)

xa(t)
X't) = : = 0 MV + e ey - age™ Y,

xi(t)
ou les aq, s, ..., n; sont des constantes.
Exemple 1.3.1. Résoudre le systéme différentiel :

{x’(t) = 5x(t) — 9y (t)
y'(£) = x(t) = 5y(t)

La forme matricielle est
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10

Sion pose X(t) = ( x(t§ ) et A= ( i’ _g ) le systéme s’écrit
X'(t) = AX(t).

Diagonaliser A :

5-A -9

N A )

la matrice A d’ordre 2 et admet deux valeurs propre distinctes qui sont 4 et —4, donc A est diagonalisable.

E4:{(x,y): A(x>: <x>}:<(9,1)>.
y y

E4:{(x,y): A<x>:—4<x>}:<(1,1)>.
y y

Alors,

et
-4 0
D=P'AP = :
0 4
A partir des deux valeurs propres —4 et 4, nous formons les deux fonctions :

u(t) =we ™, o(t) = pe,

et nous calculons finalement :

Exemple 1.3.2. Résoudre le systeme différentiel :

x'(t) = 2y(t) — z(t)
y(t) = 3x(t) —2y(t)
z(t) = —2x(t) +2y(t) + z(t)

La forme matricielle est
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11

x(t) 0 2 -1
Sionpose X(t) = | y(t) |etA=| 3 =2 0 | lesystemes’écrit
z(t) 2 2 1

X'(t) = AX(t).

D’apres l'exemple (2?) on a A est diagonalisable et

10 0
A=Px| 02 0 |xpP!
00 —4
1 4 2 0 —12 —18
avecP=1]11 3 -3 etPflz% -5 0 5
1 -2 2 a 5 6 -1

A partir des trois valeurs propres 1,2 et —4, nous formons les trois fonctions :

u(t) = aet, o(t) =pe*, w(t)=ye ¥

x(t) 1 4 2 el + 4pe* 4 2y
y(t) | =we' | 1T |+ | 3 | +ye ™| =3 | = | aet+3pe% —3ye*
z(t -2 2 wel —2Be* + 2ye 4
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